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Ïðîãðàììà ñïåöêóðñà

Òåìà 1. Àääèòèâíûå öåïî÷êè

Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü è àääèòèâíûå öåïî÷êè. Ëèíåéíûå àääèòèâíûå öåïî÷êè.
Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ àääèòèâíûõ öåïî÷åê: áèíàðíûé ìåòîä, ìåòîä ìíîæèòåëåé,
àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé 2k-àðíûé ìåòîä Áðàóýðà. Ïîñòðîåíèå àääèòèâíûõ
öåïî÷åê äëÿ ÷èñåë âèäà 2n − 1 (ìåòîä Áðàóýðà). Áûñòðûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ áóëåâûìè ìàòðèöàìè: ìåòîä Ëóïàíîâà, ìåòîä Íå÷è-
ïîðóêà. Âåêòîðíûå àääèòèâíûå öåïî÷êè. Ìåòîä Ñòðàóñà ïîñòðîåíèÿ âåêòîðíûõ
àääèòèâíûõ öåïî÷åê. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñëîæíîñòüþ ðåàëèçàöèè ìàòðèö A è
AT âåêòîðíûìè àääèòèâíûìè öåïî÷êàìè. [ÁÃÔ×,Ê]

Òåìà 2. Ïðîñòåéøèå àðèôìåòè÷åñêèå ñõåìû

Ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ è íåâåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû. Ñëîæíîñòü
è ãëóáèíà ñõåì. Ñòàíäàðòíûå ñõåìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ìèíèìèçàöèÿ ãëó-
áèíû áóëåâûõ ñõåì äëÿ ñëîæåíèÿ (ìåòîä çîëîòîãî ñå÷åíèÿ, ìåòîä Õðàï÷åíêî) è
óìíîæåíèÿ ÷èñåë (ìåòîä êîìïðåññîðîâ). Ïàðàëëåëüíûå ïðåôèêñíûå ñõåìû, ïðå-
ôèêñíûé ñóììàòîð (ìåòîä Ëàäíåðà-Ôèøåðà). [W]

Òåìà 3. Áûñòðûå àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ. Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâà-

íèå Ôóðüå

Ìåòîä Êàðàöóáû óìíîæåíèÿ ÷èñåë. Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Òåî-
ðåìû Êóëè�Òüþêè è Ãóäà�Òîìàñà. Àëãîðèòì áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
(ÁÏÔ). Áûñòðîå óìíîæåíèå ÷èñåë è ìíîãî÷ëåíîâ (ìåòîäû Ø�åíõàãå è Øòðàññå-
íà). Ìåòîä Ôþðåðà óìíîæåíèÿ ÷èñåë. [ÀÕÓ,ÃÑ, Ã×, Ã1, F,W]

Òåìà 4. Ýëåìåíòàðíûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ ÷èñëàìè è ìíî-

ãî÷ëåíàìè

Áûñòðûé ìåòîä äåëåíèÿ ÷èñåë.
(ÂÅÑÅÍÍÈÉ ÑÅÌÅÑÒÐ)
Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Àëãîðèòìû ïðèáëèæåííîãî äåëåíèÿ

è èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Ìåòîä Øòðàññåíà äåëå-
íèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ îñòàòêîì. Âû÷èñëåíèå ýëåìåíòàðíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
ñòåïåííûõ ðÿäîâ è ÷èñåë (ëîãàðèôì, ýêñïîíåíòà, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè):
ìåòîä Áðåíòà�Ñàëàìèíà. [Ã1, Br, BCS]
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Òåìà 5. Àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà áûñòðîì óìíîæåíèè

Áèíàðíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ ìíîãî÷ëåíîâ. Ëåììà Ëåõìåðà. Ïðèìå-
íåíèå ïðèíöèïà ¾äåëåíèÿ ïîïîëàì¿: áûñòðûé ðàñøèðåííûé àëãîðèòì âû÷èñëå-
íèÿ ÍÎÄ ìíîãî÷ëåíîâ, áûñòðûå àëãîðèòìû èíòåðïîëÿöèè è âû÷èñëåíèÿ çíà÷å-
íèé ìíîãî÷ëåíà íà íàáîðå òî÷åê. Áûñòðûé ïåðåõîä ìåæäó ñèñòåìàìè ñ÷èñëåíèÿ;
áûñòðîå âû÷èñëåíèå ôàêòîðèàëà (ìåòîäû Ø�åíõàãå). [ÀÕÓ, Ã×, Ã1, BCS,GG]

Òåìà 6. Áûñòðîå óìíîæåíèå ìàòðèö

Áèëèíåéíûå àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Ìåòîä Øòðàññåíà. Ìåòîä ïðè-
áëèæåííûõ ðàçëîæåíèé. Òåîðåìà Áèíè�Ø�åíõàãå. Ïðèìåð Ø�åíõàãå, îñíîâàííûé
íà ïðèáëèæåííîì áèëèíåéíîì àëãîðèòìå óìíîæåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðà 3× 3. Òàó-
òåîðåìà Ø�åíõàãå. Ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ n × n ìàòðèö ñëîæíîñòè
O(n2,55). [À,Ê,BCS]

Òåìà 7. Àðèôìåòèêà êîíå÷íûõ ïîëåé

Êîíå÷íûå ïîëÿ. Ñòàíäàðòíûå è íîðìàëüíûå áàçèñû êîíå÷íûõ ïîëåé. Óìíî-
æåíèå â êîíå÷íîì ïîëå. Ìîäóëÿðíàÿ êîìïîçèöèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è ðåàëèçàöèÿ
àâòîìîðôèçìîâ Ôðîáåíèóñà â ñòàíäàðòíûõ áàçèñàõ êîíå÷íûõ ïîëåé (ìåòîä
Áðåíòà�Êóíãà). Ïåðåõîäû ìåæäó íîðìàëüíûìè è ñòàíäàðòíûìè ïðåäñòàâëåíè-
ÿìè ýëåìåíòîâ. Èíâåðòèðîâàíèå â êîíå÷íîì ïîëå: ìåòîä àääèòèâíûõ öåïî÷åê.
[ÁÃÔ×,Ã×,GG]
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Ãëàâà 1

Àääèòèâíûå öåïî÷êè

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü çàäàíî ÷èñëî x, êîòîðîå òðåáóåòñÿ âîçâåñòè
â íåêîòîðóþ íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü n. Êàê îáîéòèñü ïðè ýòîì íàèìåíüøèì ÷èñëîì
óìíîæåíèé? Ïåðâûì øàãîì î÷åâèäíî ñòàíåò ïîëó÷åíèå x2. Äàëåå, ìû ìîæåì ïî-
ëó÷èòü x3, ïåðåìíîæèâ x è x2, ëèáî x4 âîçâåäåíèåì â êâàäðàò x2. È ò.ä. Â èòîãå
âûïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x, xa1 , xa2 , . . . , xn,

èç ñòåïåíåé x, êîòîðàÿ îêàí÷èâàåòñÿ íà xn. Ìîæíî íå ïåðåïèñûâàòü âñå âðåìÿ
x, è îñòàâèòü â çàïèñè òîëüêî ïîêàçàòåëè ñòåïåíè � îíè îáðàçóþò àääèòèâíóþ
öåïî÷êó.

Àääèòèâíîé öåïî÷êîé äëÿ ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ íà÷èíàþùàÿñÿ ñ 1 ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a0 = 1, a1, . . . , am = n, â êîòîðîé êàæäîå
÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êàêèõ-òî äâóõ ïðåäûäóùèõ ÷èñåë (âîçìîæíî ñîâïàäàþ-
ùèõ), ò.å. äëÿ âñåõ i ≥ 1 âûïîëíåíî ai = aj + ak, j, k < i. Ïîä äëèíîé öåïî÷êè
a0, a1, . . . , am ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî m. ×åðåç l(n) îáîçíà÷èì äëèíó êðàò÷àéøåé

àääèòèâíîé öåïî÷êè äëÿ n.
Òàêèì îáðàçîì, âîçâåäåíèå â ñòåïåíü èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïîñòðîåíèå àääè-

òèâíîé öåïî÷êè äëÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè. Óäâîåíèÿ â àääèòèâíîé öåïî÷êå ñîîòâåò-
ñòâóþò âîçâåäåíèÿì â êâàäðàò, à ïðî÷èå ñëîæåíèÿ � óìíîæåíèÿì.

Àääèòèâíàÿ öåïî÷êà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè êàæäûé åå ýëåìåíò ðàâåí
ñóììå ïðåäûäóùåãî ýëåìåíòà è êàêîãî-òî åùå, ò.å. äëÿ âñåõ i ≥ 1 âûïîëíåíî
ai = ai−1 + aj, j < i. Äëèíà êðàò÷àéøåé ëèíåéíîé öåïî÷êè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
l∗(n).

Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

l∗(n) ≥ l(n) ≥ λ(n),

ãäå λ(n) = blog2 nc, ïîñêîëüêó 2k � ýòî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ïðè ïîìîùè àääèòèâíîé öåïî÷êè äëèíû k.
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7

Áèíàðíûé ìåòîä

Ïóñòü n = [nk−1, nk−2, . . . , n0]. Èñïîëüçóÿ ñõåìó Ãîðíåðà, ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëó

n = (. . . (2nk−1 + nk−2)2 + . . .+ n1)2 + n0,

ïî êîòîðîé âûïèñûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ àääèòèâíàÿ öåïî÷êà äëÿ ÷èñëà n (âû-
÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ñëåâà íàïðàâî)

a0 = nk−1 = 1, a1 = 2a0 = 2, a2 = a1 + nk−2, a3 = 2a2, . . . ,

a2k−4 = a2k−5 + n1, a2k−3 = 2a2k−4, a2k−2 = a2k−3 + n0.

Óäàëèâ èç ïîñòðîåííîé öåïî÷êè ïîâòîðÿþùèåñÿ ýëåìåíòû, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî
öåïî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ òàê íàçûâàåìîìó áèíàðíîìó (ïåðåáèðàþùåìó ðàçðÿ-
äû ñëåâà íàïðàâî) àëãîðèòìó.

Íàïðèìåð, äëÿ ÷èñëà n = 19 = [10011] âûïèñûâàåòñÿ öåïî÷êà

1, 2, 2, 4, 4, 8, 9, 18, 19.

Óäàëÿÿ èç íåå ïîâòîðÿþùèåñÿ ýëåìåíòû, ïîëó÷àåì öåïî÷êó

1, 2, 4, 8, 9, 18, 19.

×òîáû ñðàçó ïîñòðîèòü öåïî÷êó áåç ïîâòîðåíèé, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþ-
ùèì ïðàâèëîì. Óäàëèì èç äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n åäèíèöó â ñòàðøåì ðàçðÿäå,
ïåðåä îñòàëüíûìè åäèíèöàìè âñòàâèì äâîéêè, à âñå íóëè çàìåíèì íà äâîéêè. Â
èòîãå ïîëó÷èòñÿ ñëîâî èç ñèìâîëîâ 1 è 2, â êîòîðîì åäèíèöû îçíà÷àþò ïðèáàâ-
ëåíèå 1, à äâîéêè � óäâîåíèå. Íàïðèìåð, äëÿ ÷èñëà n = 19 = [10011] ïîëó÷àåòñÿ
ñëîâî 222121, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ïðèâåäåííàÿ âûøå àääèòèâíàÿ öåïî÷êà.

Ïóñòü ν(n) îáîçíà÷àåò âåñ ÷èñëà n, ò.å. êîëè÷åñòâî åäèíèö â äâîè÷íîé çàïèñè.

Ëåììà 1.1. Äëèíà áèíàðíîé àääèòèâíîé öåïî÷êè äëÿ ÷èñëà n ðàâíà

λ(n) + ν(n)− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â îïèñàííîì âûøå áèíàðíîì ìåòîäå èñïîëüçóåòñÿ
k − 1 = λ(n) óäâîåíèé è ñòîëüêî ïðèáàâëåíèé åäèíèöû, ñêîëüêî íåíóëåâûõ ðàç-
ðÿäîâ â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n, íå ñ÷èòàÿ ñòàðøåãî, à èìåííî ν(n)− 1. Ëåììà
äîêàçàíà.

Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàíî

l(n) ≤ λ(n) + ν(n)− 1.

Áèíàðíûé ìåòîä íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, ÷òî âèäíî èç ñëåäóþùåãî ïðèìåðà.
Ïóñòü n = s t, è ïîñòðîåíû àääèòèâíûå öåïî÷êè äëÿ s è t

1, a1, . . . , ai = s; 1, b1, . . . , bj = t.
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Òîãäà äëÿ n âûïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ àääèòèâíàÿ öåïî÷êà

1, a1, . . . , ai = s, sb1, sb2, . . . , sbj = n.

Äëèíà åå ðàâíà ñóììå äëèí àääèòèâíûõ öåïî÷åê äëÿ ñîìíîæèòåëåé, ò.å.

l(st) ≤ l(s) + l(t).

Åñëè äëÿ âû÷èñëåíèÿ s è t èñïîëüçóþòñÿ áèíàðíûå öåïî÷êè, òî äëèíà öåïî÷êè
äëÿ n ñîñòàâèò λ(s) + λ(t) + ν(s) + ν(t) − 2. Ïðè n = 15 ýòèì ñïîñîáîì âïåðâûå
óëó÷øàåòñÿ ðåçóëüòàò áèíàðíîãî ìåòîäà (c 6 äî 5).

Ìîæíî îäíàêî äîêàçàòü, ÷òî ïðè n ≤ 14 è âîîáùå äëÿ âñåõ n ñ âåñîì ν(n) ≤ 3

áèíàðíûé ìåòîä âñå æå äàåò êðàò÷àéøóþ öåïî÷êó.

Àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé ìåòîä

Ñëåäóþùèé ìåòîä åùå íàçûâàåòñÿ 2k-àðíûì ìåòîäîì Áðàóýðà.

Òåîðåìà 1.1 (Áðàóýð, 1939).

l(n) ≤ λ(n) + (1 + o(1))
λ(n)

λ(λ(n))
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k ∈ N, t = blog2k nc. Çàïèøåì ÷èñëî n â ñèñòåìå ñ÷èñëå-
íèÿ ñ îñíîâàíèåì 2k:

n = nt−12k(t−1) + nt−22k(t−2) + . . .+ n0.

Ïåðåïèøåì, èñïîëüçóÿ ñõåìó Ãîðíåðà:

n = (. . . (2knt−1 + nt−2)2k + . . .)2k + n0.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ àääèòèâíóþ öåïî÷êó:

1, 2, 3, . . . , 2k − 1, 2nt−1, 4nt−1, . . . , 2knt−1, 2knt−1 + nt−2, . . . . . . , n.

Ýòà öåïî÷êà èìååò äëèíó 2k − 2 + (k + 1)(t − 1). Ïðè k = λ(λ(n)) − 2λ(λ(λ(n)))

(ïîëàãàÿ, ÷òî n ≥ 4) èìååì:

2k − 2 + (k + 1)(t− 1) ≤ c1
λ(n)

λ2(λ(n))
+ (k + 1)

(
λ(n)

k
+ c2

)
≤

≤ λ(n) +
λ(n)

k
+ c3

λ(n)

λ2(λ(n))
= λ(n) + (1 + o(1))

λ(n)

λ(λ(n))
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ìåòîä Áðàóýðà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèì â ñèëó äîêàçàííîé Ï. Ýð-
äîøåì íèæíåé îöåíêè äëèíû àääèòèâíîé öåïî÷êè

l(n) ≥ λ(n) + (1− o(1))
λ(n)

λ(λ(n))
,

ñïðàâåäëèâîé äëÿ ïî÷òè âñåõ n ïðè n→∞.
Â îòíîøåíèè àáñîëþòíîé íèæíåé ãðàíèöû äëèíû àääèòèâíîé öåïî÷êè èçâåñò-

íà ãèïîòåçà
l(n) ≥ λ(n) + dlog2 ν(n)e.

Â 1975 ã. À. Ø�åíõàãå äîêàçàë ëèøü ÷óòü-÷óòü áîëåå ñëàáóþ îöåíêó

l(n) ≥ log2 n+ log2 ν(n)− 2, 13.

Àääèòèâíûå öåïî÷êè äëÿ ÷èñåë âèäà 2n − 1

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîñòðîåíèå àääèòèâíûõ öåïî÷åê äëÿ ÷èñåë ñïåöèàëüíîãî
âèäà. Èçâåñòíàÿ íåäîêàçàííàÿ ãèïîòåçà Øîëüöà�Áðàóýðà ãëàñèò:

l(2n − 1) ≤ n− 1 + l(n).

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êîðîòêèõ àääèòèâíûõ öåïî÷åê äëÿ ÷èñåë âèäà 2n−1 ÿâëÿåòñÿ
àêòóàëüíîé â íàøå âðåìÿ � ê íåé, íàïðèìåð, ñâîäèòñÿ çàäà÷à èíâåðòèðîâàíèÿ â
êîíå÷íîì ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2. Ãèïîòåçà Áðàóýðà ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî äîêà-
çûâàåòñÿ äëÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê.

Òåîðåìà 1.2 (Áðàóýð, 1939).

l∗(2n − 1) ≤ n− 1 + l∗(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé öåïî÷êå

1, a1, . . . , am = n

ñòðîèòñÿ àääèòèâíàÿ öåïî÷êà äëÿ 2n − 1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûïèñûâàåòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü

1 = 21 − 1, 2a1 − 1, . . . , 2am − 1 = 2n − 1,

çàòåì â ïðîìåæóòêè ìåæäó ÷èñëàìè âñòàâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäâîåíèé.
Òàê, ìåæäó ñîñåäíèìè ÷èñëàìè 2ak − 1 è 2ak+1 − 1, ãäå ak+1 = ak + aj, ïîìåùàåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç aj ýëåìåíòîâ

2(2ak − 1), 22(2ak − 1), . . . , 2ak+1−ak(2ak − 1) = 2ak+1 − 2aj .
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Ïîñêîëüêó 2ak+1 − 1 = (2ak+1 − 2aj) + (2aj − 1), òî èòîãîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé àääèòèâíîé öåïî÷êîé.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âî âñåõ âñòàâêàõ ñîñòàâëÿåò
n − 1. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ÷èñëî âñòàâëåííûõ ïåðåä 2ai − 1

ýëåìåíòîâ ðàâíî ai − 1.
Äëÿ i = 0 ïðîâåðÿåìîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî âûïîëíåíî: ïåðåä ýëåìåíòîì

2a0 − 1 = 1 ìû íè÷åãî íå âñòàâëÿåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ
i ≤ k è ïóñòü ak+1 = ak+aj. Òîãäà ÷èñëî âñòàâëåííûõ ïåðåä 2ak−1 ýëåìåíòîâ ðàâíî
ak − 1. Ñêëàäûâàÿ ýòî ÷èñëî ñ ÷èñëîì aj âñòàâëÿåìûõ ìåæäó 2ak − 1 è 2ak+1 − 1

ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî âñåãî ak−1 +aj = ak+1−1 ýëåìåíòîâ âñòàâëÿåòñÿ ïåðåä
÷èñëîì 2ak+1 − 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ öåïî÷êà äëÿ 2n−1 èìååò äëèíó n+m−1. Âûáèðàÿ
m = l∗(n), ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.

Àíàëèçèðóÿ äîêàçàòåëüñòâî, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îíî ïðîõîäèò äëÿ öåïî÷åê
áîëåå îáùåãî âèäà, ÷åì ëèíåéíûå. Òàêèå öåïî÷êè íàçûâàþòñÿ öåïî÷êàìè Õàíçåíà.

Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò n òàêèå, ÷òî l(n) < l∗(n) (íàèìåíüøåå òàêîå ÷èñëî �
12509), ò.å. íå âñåãäà óäàåòñÿ íàéòè ñðåäè êðàò÷àéøèõ öåïî÷åê ëèíåéíóþ. Ýòîò
ôàêò äîêàçàí Õàíçåíîì, ïðè÷åì â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóþòñÿ öåïî÷êè Õàíçåíà.
Â 2005 ã. áûëî îáíàðóæåíî ÷èñëî n = 5784689, äëÿ êîòîðîãî ñðåäè êðàò÷àéøèõ
öåïî÷åê íåò äàæå öåïî÷êè Õàíçåíà.

Âåêòîðíûå àääèòèâíûå öåïî÷êè

Ðàññìîòðèì äâà ìíîãîìåðíûõ îáîáùåíèÿ çàäà÷è î âîçâåäåíèè â ñòåïåíü çà ìèíè-
ìàëüíîå ÷èñëî óìíîæåíèé.

1) Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü xn1
1 x

n2
2 · . . . · x

nk
k , èñõîäÿ èç x1, . . . , xk.

2) Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü xn1 , xn2 , . . . , xnk , çíàÿ x.
(Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ni 6= 0.)
Äëÿ ðàáîòû ñ ïåðâîé çàäà÷åé ââîäèòñÿ êîíöåïöèÿ âåêòîðíîé k-ìåðíîé àääè-

òèâíîé öåïî÷êè, ñîñòîÿùåé èç âåêòîðîâ, â êîòîðûõ i-ÿ êîìïîíåíòà ñîîòâåòñòâóåò
ïîêàçàòåëþ ñòåïåíè ïðè xi. Òàêàÿ öåïî÷êà îïðåäåëÿåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íîé:
îíà íà÷èíàåòñÿ ñ k áàçèñíûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ, à êàæäûé ñëåäóþùèé âåêòîð
ðàâåí ñóììå êàêèõ-ëèáî äâóõ ïðåäûäóùèõ. Äëèíà êðàò÷àéøåé öåïî÷êè äëÿ âåê-
òîðà (n1, . . . , nk) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç l([n1, . . . , nk]), áàçèñíûå âåêòîðà ïðè ïîäñ÷åòå
äëèíû íå ó÷èòûâàþòñÿ.

Òåîðåìà 1.3 (Ñòðàóñ). Ïóñòü n = maxni. Òîãäà

l([n1, . . . , nk]) ≤ λ(n) + (1 + o(1))
kλ(n)

λ(λ(n))
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ îáîáùåíèåì 2k-àðíîãî ìåòî-
äà íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.
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Îáîçíà÷èì ~n = (n1, . . . , nk), è çàïèøåì ýòîò âåêòîð â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ
îñíîâàíèåì 2s:

~n = ~dt−12s(t−1) + ~dt−22s(t−2) + . . .+ ~d0 = (. . . (2s~dt−1 + ~dt−2)2s + . . .)2s + ~d0,

ãäå t = blog2s nc, à êîìïîíåíòû âñåõ âåêòîðîâ ~di íå ïðåâîñõîäÿò 2s − 1.
Àääèòèâíàÿ öåïî÷êà äëÿ ~n íà÷èíàåòñÿ ñ âûïèñûâàíèÿ âñåâîçìîæíûõ âåêòîðîâ

d~ei, ãäå ~ei � áàçèñíûå âåêòîðà, à 2 ≤ d ≤ 2s − 1 (âñåãî k(2s − 2) øòóê). Çàòåì èç
íèõ îáðàçóþòñÿ âåêòîðà ~di (äëÿ ÷åãî òðåáóåòñÿ íå áîëåå t(k − 1) øàãîâ). Åùå
(s+ 1)(t− 1) øàãîâ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû çàâåðøèòü âû÷èñëåíèå ~n ïî ñõåìå Ãîðíåðà.
Èòîãî, ïîñòðîåííàÿ öåïî÷êà èìååò äëèíó íå áîëåå

t(k + s) + 2sk − (2k + s+ 1) ≤ λ(n) +
λ(n)

s
k + 2sk.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ ïðè âûáîðå s = λ(λ(n))− 2λ(λ(λ(n))).
Çàìå÷àíèå. Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ íå ëó÷øèì èç
âîçìîæíûõ. Íåóëó÷øàåìûé îñòàòî÷íûé ÷ëåí âûãëÿäèò êàê O(k)+(1+o(1)) R

log2R
,

ãäå R = log2(n1 · . . . · nk).
Ðàññìîòðèì âòîðóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ (îäíîìåðíîé) àä-

äèòèâíîé öåïî÷êè, ñîäåðæàùåé ÷èñëà n1, . . . , nk. Äëèíó êðàò÷àéøåé èç òàêèõ àä-
äèòèâíûõ öåïî÷åê îáîçíà÷èì ÷åðåç l(n1, . . . , nk).

Çàäà÷è 1 è 2 ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè äðóã äðóãó â ñìûñëå, êîòîðûé áóäåò
ðàçúÿñíåí íèæå, à âåëè÷èíû l([n1, . . . , nk]) è l(n1, . . . , nk) ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñî-
îòíîøåíèåì.

Òåîðåìà 1.4 (Ïèïïåíäæåð, Îëèâîñ).

l([n1, . . . , nk]) = l(n1, . . . , nk) + k − 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì óäîáíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó 3, îáîáùàþùóþ çàäà÷è 1
è 2:

3) Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü íàáîð ìîíîìîâ xai,11 x
ai,2
2 · . . . · xai,pp , i = 1, . . . , q, èñõîäÿ

èç x1, . . . , xp.
Î ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è áóäåì ãîâîðèòü êàê î ðåàëèçàöèè ìàòðèöû A = (ai,j)

âåêòîðíûìè àääèòèâíûìè öåïî÷êàìè.

Ëåììà î ñëîæíîñòè òðàíñïîíèðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
(ÑÔÝ). Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî ôóíêöèé B, àðãóìåíòû è çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðè-
íàäëåæàò ìíîæåñòâó M . ÑÔÝ íàä áàçèñîì B � ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç
îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ ñ âåðøèíàìè-âõîäàìè, êîòîðûì ïðèïèñàíû ñèìâîëû ïå-
ðåìåííûõ èëè êîíñòàíòû, è ôóíêöèîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè â äðóãèõ âåðøèíàõ;
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íåêîòîðûå âåðøèíû îòìå÷åíû êàê âûõîäû. Âõîäû è âûõîäû ýëåìåíòîâ ñõåìû
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â M , à ñàìè ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû ðåàëèçóþò ôóíê-
öèè èç áàçèñà B. Áîëåå ïîäðîáíîå îïðåäåëåíèå è äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè
ïðèâîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ êóðñàõ. Ñëîæíîñòüþ ñõåìû S íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â íåé è îáîçíà÷àåòñÿ L(S), à ãëóáèíîé � ìàêñèìàëü-
íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â öåïî÷êå, âåäóùåé îò âõîäà ê âûõîäó ñõåìû, êîòîðîå îáî-
çíà÷àåòñÿ D(S). Ñëîæíîñòü (ãëóáèíà) ôóíêöèè f îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëüíàÿ
ñëîæíîñòü (ãëóáèíà) ñõåìû, ðåàëèçóþùåé äàííóþ ôóíêöèþ. Îáîçíà÷åíèÿ: L(f)

è D(f).
Ðàññìîòðèì îïåðàòîð AX ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ñ öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé

A ðàçìåðà p×q (p ñòîëáöîâ, q ñòðîê) íàä áàçèñîì {+} (çäåñü ”+” � àññîöèàòèâíàÿ
è êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ).

Ëåììà 1.2 (Ìèòÿãèí, Ñàäîâñêèé, 1965). L(AX) = L(ATX) + p− q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñõåìà S ðåàëèçóåò AX, ãäå X = (x1, . . . , xp) � âåêòîð
âõîäîâ ñõåìû. ×åðåç Y = (y1, . . . , yq) îáîçíà÷èì âûõîäû ñõåìû.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ÷èñëî (îðèåíòèðîâàííûõ) ïóòåé â ñõåìå, ñîåäèíÿþùèõ
âõîä xi ñ âûõîäîì yj, ðàâíî ñîîòâåòñòâóþùåìó ýëåìåíòó ai,j ìàòðèöû A. Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè, ÷òî i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà f(e), âû÷èñëÿåìî-
ãî â ïðîèçâîëüíîé âåðøèíå e ñõåìû, ðàâíà ÷èñëó ïóòåé ρ(e, xi), ñîåäèíÿþùèõ ýòó
âåðøèíó ñ i-ì âõîäîì. Åñëè e = xj (îñíîâàíèå èíäóêöèè), òî óòâåðæäåíèå î÷åâèä-
íî. Åñëè óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âåðøèí e1 è e2, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âõîäàìè äëÿ
âåðøèíû e, òî îíî âåðíî è äëÿ e, ò.ê. f(e) = f(e1) + f(e2) è ρ(e) = ρ(e1) + ρ(e2).

Ïóñòü r è v � ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî ðåáåð è âåðøèí â ñõåìå S. Òîãäà L(S) =

r − v + p (ïîñêîëüêó r = 2L(S) è L(S) = v − p). Ïðåîáðàçóåì ñõåìó S ê ñõåìå S ′,
âû÷èñëÿþùåé ATY .

Ñíà÷àëà óñòðàíèì ñëó÷àè èñïîëüçîâàíèÿ âûõîäîâ ñõåìû â êà÷åñòâå âõîäîâ
äëÿ äðóãèõ åå ýëåìåíòîâ. Äëÿ ýòîãî âûïóñòèì èç òàêèõ âûõîäîâ âèñÿ÷èå ðåáðà, è
ïåðåíåñåì âûõîäû íà ñâîáîäíûå êîíöû ýòèõ ðåáåð.

Ïîñëå ýòîãî îáðàòèì îðèåíòàöèþ ðåáåð ñõåìû. Âåðøèíû Y ñòàíîâÿòñÿ âõîäà-
ìè, à X � âûõîäàìè â íîâîé ñõåìå. Â ýòîé ñõåìå ìîãóò îêàçàòüñÿ âåðøèíû, â
êîòîðûå âõîäèò òîëüêî îäíî ðåáðî. Óäàëèì òàêèå ðåáðà, ñîâìåñòèâ êîíöû êàæ-
äîãî èç íèõ (åñëè îäíèì èç êîíöîâ ðåáðà áûë âõîä (âûõîä), òî âõîäîì (âûõîäîì)
ñòàíîâèòñÿ ñîâìåùåííàÿ âåðøèíà). Òàêæå â ñõåìå ìîãóò îêàçàòüñÿ âåðøèíû, â
êîòîðûå âõîäèò ïó÷îê èç áîëåå ÷åì äâóõ ðåáåð. Òàêèå ïó÷êè çàìåíèì ýêâèâà-
ëåíòíûìè áèíàðíûìè äåðåâüÿìè íà òåõ æå âõîäàõ. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ñõåìó
S ′, â êîòîðîé â êàæäóþ âåðøèíó êðîìå âõîäîâ âåäóò ïî äâà ðåáðà.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âî-ïåðâûõ, ÷èñëî ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû xi è
yj, íå èçìåíÿåòñÿ ïðè âñåõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñõåìà S ′ ðåàëèçóåò
ìàòðèöó AT . Âî-âòîðûõ, ðàçíèöà ìåæäó ÷èñëîì ðåáåð è âåðøèí îñòàåòñÿ ïîñòî-
ÿííîé (ïî ñóùåñòâó, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè çàìåíå ïó÷êà ñ t âõîäàìè
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áèíàðíûì äåðåâîì ìû äîáàâëÿåì â ñõåìó t− 2 íîâûõ ðåáðà è ñòîëüêî æå íîâûõ
âåðøèí). Êàê ñëåäñòâèå, L(S ′) = r − v + q = L(S) + q − p. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñõåìíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ àääèòèâíîé öåïî÷êè

Ðàññìîòðèì k-ìåðíóþ àääèòèâíóþ öåïî÷êó c q âûõîäàìè. Îíà âû÷èñëÿåò íåêî-
òîðóþ ìàòðèöó A ðàçìåðà q × k. Öåïî÷êó ìîæíî èçîáðàçèòü ãðàôè÷åñêè â âèäå
îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, âåðøèíàì êîòîðîãî äëÿ óäîáñòâà ïðèïèñàíû ñèìâîëû
ýëåìåíòîâ öåïî÷êè ai. Â âåðøèíó, êîòîðîé ïðèïèñàí ñèìâîë ai, èäóò ðåáðà îò âåð-
øèí ñ ñèìâîëàìè aj, ak, ãäå ai = aj + ak (â ñëó÷àå íåîäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ
âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå èç âîçìîæíûõ ïðåäñòàâëåíèé).

Ïîñòðîåííûé ãðàô ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñõåìó. Äëÿ ýòîãî òåì âåðøè-
íàì ãðàôà, êîòîðûì ïðèïèñàíû ñèìâîëû áàçèñíûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ, ïðèïè-
øåì ñèìâîëû ïåðåìåííûõ xi. Âåðøèíû ãðàôà èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ôóíêöèî-
íàëüíûå ýëåìåíòû, ðåàëèçóþùèå îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà ñõåìà íàä áàçèñîì {+}, ðåàëèçóþùàÿ ëèíåéíîå öå-
ëî÷èñëåííîå ïðåîáðàçîâàíèå AX, ïðè÷åì ñëîæíîñòü ñõåìû ñîâïàäàåò ñ äëèíîé
öåïî÷êè.

Îáðàùàÿ ïðîâåäåííîå ðàññóæäåíèå, çàìå÷àåì îáðàòíîå: íåêîòîðîé ñõåìå, âû-
÷èñëÿþùåé ïðåîáðàçîâàíèå AX, ñîîòâåòñòâóåò öåïî÷êà, âû÷èñëÿþùàÿ ìàòðèöó
A, è èìåþùàÿ äëèíó, ðàâíóþ ñëîæíîñòè ñõåìû.

Â ñèëó óñòàíîâëåííîé âûøå äâîéñòâåííîñòè çàäà÷ ðåàëèçàöèè ìàòðèö A è
AT ëèíåéíûìè ñõåìàìè, äâîéñòâåííîñòü èìååò ìåñòî è äëÿ àääèòèâíûõ öåïî÷åê.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1.3. Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðà p× q. Òîãäà

l(A) = l(AT ) + p− q.

Èç ýòîãî ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò òåîðåìà 4.

Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû

1. Äàòü êîíñòðóêòèâíîå îïðåäåëåíèå àääèòèâíîé öåïî÷êå Õàíçåíà.
2. Äîêàçàòü òåîðåìó 1 äëÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê.
3. Äîêàçàòü, ÷òî ïðåäïîëàãàåìàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà äëèíû àääèòèâíîé öåïî÷êè
λ(n) + dlog2 ν(n)e íå ìîæåò áûòü ïîâûøåíà. Äëÿ ëþáîãî v ∈ N ïðåäúÿâèòü ÷èñëî
n âåñà v è àääèòèâíóþ öåïî÷êó äëÿ n äëèíû λ(n) + dlog2 ve.



Ãëàâà 2

Ñóììàòîðû

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
(ÑÔÝ). Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî ôóíêöèé B, àðãóìåíòû è çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðè-
íàäëåæàò ìíîæåñòâó M . ÑÔÝ íàä áàçèñîì B � ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç
îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ ñ âåðøèíàìè-âõîäàìè, êîòîðûì ïðèïèñàíû ñèìâîëû ïå-
ðåìåííûõ èëè êîíñòàíòû, è ôóíêöèîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè â äðóãèõ âåðøèíàõ;
íåêîòîðûå âåðøèíû îòìå÷åíû êàê âûõîäû. Âõîäû è âûõîäû ýëåìåíòîâ ñõåìû
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â M , à ñàìè ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû ðåàëèçóþò ôóíê-
öèè èç áàçèñà B. Áîëåå ïîäðîáíîå îïðåäåëåíèå è äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè
ïðèâîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ êóðñàõ. Ñëîæíîñòüþ ñõåìû S íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â íåé è îáîçíà÷àåòñÿ L(S), à ãëóáèíîé � ìàêñèìàëü-
íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â öåïî÷êå, âåäóùåé îò âõîäà ê âûõîäó ñõåìû, êîòîðîå îáî-
çíà÷àåòñÿ D(S). Ñëîæíîñòü (ãëóáèíà) ôóíêöèè f îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëüíàÿ
ñëîæíîñòü (ãëóáèíà) ñõåìû, ðåàëèçóþùåé äàííóþ ôóíêöèþ. Îáîçíà÷åíèÿ: L(f)

è D(f).
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ n-ðàçðÿäíîãî ñóììàòîðà � ñõåìû ñëîæåíèÿ

äâîè÷íûõ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë

A = [an−1, an−2, . . . , a0] è B = [bn−1, bn−2, . . . , b0]

(ñõåìà ñòðîèòñÿ íàä áàçèñîì äâóìåñòíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé). Ñóììó ÷èñåë A è B
îáîçíà÷èì ÷åðåç Z = [zn, zn−1, . . . , z0].

Ëåììà 2.1. Ìîæíî ïîñòðîèòü n-ðàçðÿäíûé ñóììàòîð Sn, òàêîé, ÷òî

L(Sn) = 5n− 3; D(Sn) = 2n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ èçâåñòíûé ìåòîä ñëîæåíèÿ
¾ñòîëáèêîì¿. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ xi = ai + bi (¾+¿ â áóëåâûõ âûðàæåíèÿõ áó-
äåò îçíà÷àòü ñóììó ïî ìîäóëþ 2) è yi = aibi. Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà
êàæäîì øàãå âû÷èñëÿåòñÿ î÷åðåäíîé ðàçðÿä ÷èñëà Z ïî ôîðìóëå zi = xi + ci, ãäå
ci � ïåðåíîñ èç ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ, è ñëåäóþùèé ïåðåíîñ ci+1 = yi + xici.
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Âñå xi è yi âû÷èñëÿþòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ 2n è ãëóáèíîé 1. Ïî 3 îïåðàöèè íåîá-
õîäèìî äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàæäîé ïàðû zi è ci+1, çà èñêëþ÷åíèåì ñàìîé ïåðâîé, ò.ê.
z0 = x0 è c1 = y0, è ñòàðøåãî ðàçðÿäà zn = cn. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî c1 âû÷èñëÿåòñÿ
íà ãëóáèíå 1, c2 � íà ãëóáèíå 3 è ò.ä., è îêîí÷àòåëüíî cn = zn âû÷èñëÿåòñÿ íà
ãëóáèíå 2n− 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

L(Sn) = 2n+ 3(n− 1) = 5n− 3; D(Sn) = 2n− 1.

Í. Ï. Ðåäüêèí â 1981 ã. ïîêàçàë, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ñõåìà � ìèíèìàëüíàÿ ïî
ñëîæíîñòè (äîêàçàòåëüñòâî îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó íàèáîëåå ñëîæíûõ â êëàññå íèæíèõ
îöåíîê ñëîæíîñòè êîíêðåòíûõ ôóíêöèé).

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ãëóáèíû ñõåìû ñóììà-
òîðà. Äëÿ åå ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî óìåòü ðåàëèçîâûâàòü ôóíêöèè ïåðåíîñà ci ñ
íåáîëüøîé ãëóáèíîé. Äëÿ âñåõ i ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

ci = yi−1 + xi−1(yi−2 + xi−2(. . . (y1 + x1y0) . . .)).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

Fi(yi−1, xi−1, . . . , x1, y0) = yi−1 + xi−1(yi−2 + xi−2(. . . (y1 + x1y0) . . .)).

Ïåðåìåííûå xi è yi çäåñü ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.
Ââåäåì òàêæå ñîêðàùåíèÿ:

Fi(k) = Fi(yk+i−1, xk+i−1, . . . , xk+1, yk), Fi = Fi(0).

Ìåòîä çîëîòîãî ñå÷åíèÿ

Ëåììà 2.2.

Fn = Fk(n− k) + xn−1 · . . . · xn−kFn−k.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ðàñêðûòü âíåøíèå k−1 ñêîáîê â îïðåäåëåíèè
Fi.

Ïóñòü {Φi} = 1, 1, 2, 3, 5, 8, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è, â êîòîðîé
Φi = bϕi/

√
5e è ϕ = (

√
5 + 1)/2 � ïðîïîðöèÿ çîëîòîãî ñå÷åíèÿ (bxe îáîçíà÷àåò

áëèæàéøåå öåëîå ê ÷èñëó x). Ñïðàâåäëèâà ëåììà

Ëåììà 2.3. D(FΦm) ≤ m− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
D(FΦ2) = 0 è D(FΦ3) = 2.

Ïóñòü âûïîëíåíî D(FΦm) ≤ m− 1 è D(FΦm−1) ≤ m− 2. Çàìåòèì äàëüøå, ÷òî
êîíúþíêöèÿ n ïåðåìåííûõ ðåàëèçóåòñÿ ñ ãëóáèíîé dlog2 ne. Â ÷àñòíîñòè, êîíú-
þíêöèÿ Φm ïåðåìåííûõ ðåàëèçóåòñÿ ñ ãëóáèíîé íå áîëåå m− 2, ò.ê. Φi ≤ 2i−2 äëÿ
âñåõ i ≥ 2.

Îêîí÷àòåëüíî, ñîîòíîøåíèå D(FΦm+1) ≤ m ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé ëåììû ïðè
âûáîðå ïàðàìåòðîâ n = Φm+1 è k = Φm, ò.ê. Φm+1 = Φm + Φm−1.
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Ñëåäñòâèå 2.4.

D(Fn) ≤ dlogϕ(
√

5n)e − 1 < logϕ n+ 1, 68.

Îöåíêà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî n íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è ñ èíäåêñîì
dlogϕ(

√
5n)e.

Îöåíèì ñëîæíîñòü ìåòîäà. Îáîçíà÷èì L(n, d) ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè âñåõ
ôóíêöèé Fi(yi−1, . . . , y0) äëÿ i ≤ n îäíîé ñõåìîé ñ ãëóáèíîé d.

Ëåììà 2.5.

L(Φm,m− 1) ≤ (m+ 1)Φm+1.

Áóäåì ñòðîèòü ñõåìó, âû÷èñëÿþùóþ íå òîëüêî âñå Fi, íî è âñå êîíúþíêöèè
xi−1 · . . . ·x0, i = 1, . . . , n (åå ñëîæíîñòü îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln). Äîêàæåì, ÷òî LΦm ≤
(m+ 1)Φm+1. Î÷åâèäíî, ýòî âåðíî ïðè m = 1, 2.

Ðàññìîòðèì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Ïðè n = Φm+1 âîñïîëüçóåìñÿ ñõåìàìè, ðå-
àëèçóþùèìè

Fi, i = 1, . . . ,Φm−1,

xi−1 · . . . · x0, i = 1, . . . ,Φm−1,

Fi(Φm−1), i = 1, . . . ,Φm,

xi+Φm−1−1 · . . . · xΦm−1 , i = 1, . . . ,Φm,

Íåäîñòàþùèå ôóíêöèè FΦm−1+1, . . . , FΦm+1 âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ëåììû
2, äëÿ ÷åãî òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíî 2Φm ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Åùå Φm

ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ òðåáóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñòàâøèõñÿ êîíúþíêöèé.
Èìååì,

LΦm+1 ≤ LΦm + LΦm−1 + 3Φm ≤ (m+ 1)Φm+1 +mΦm + 3Φm ≤
≤ (m+ 2)Φm+2 − Φm+1 + Φm < (m+ 2)Φm+2.

Ëåììà äîêàçàíà.
Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì, ÷òî ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè íàáîðà ôóíêöèé Fi, i ≤ n

â ìåòîäå çîëîòîãî ñå÷åíèÿ ñîñòàâëÿåò O(n log n). Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 2.6. Ìîæíî ðåàëèçîâàòü n-ðàçðÿäíûé ñóììàòîð ñõåìîé ñëîæíîñòè

O(n log n) è ãëóáèíû logϕ n+O(1).

Ìåòîä Õðàï÷åíêî

Ìåòîä Â. Ì. Õðàï÷åíêî ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå ãëóáèíà ñëîæåíèÿ n-
ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ñîñòàâëÿåò àñèìïòîòè÷åñêè log2 n.
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Ïóñòü n = k1 + . . . + kr, à mi = ki+1 + . . . + kr. Èòåðèðóÿ ôîðìóëó ëåììû 2,
ïîëó÷àåì ôîðìóëó

Fn = Fk1(m1) + xn−1 · . . . · xm1·
· (. . . (Fkr−1(mr−1) + xmr−2−1 · . . . · xmr−1Fkr) . . .), (?)

è äàëåå, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè:

Fn = Fk1(m1) + xn−1 · . . . · xm1Fk2(m2) + . . . . . .

. . . . . .+ xn−1 · . . . · xmr−2Fkr−1(mr−1) + xn−1 · . . . · xmr−1Fkr . (∗)

Ëåììà 2.7. Ïóñòü C2
l < m ≤ C2

l+1. Òîãäà

D(F2m) ≤ m+ l + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî D(F
2
C2
l
) ≤ C2

l+1, î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâîå
ïðè l = 2. Äëÿ èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà (∗) ñ ïàðàìåòðàìè
n = 2C

2
l+1 , r = 2l è k1 = . . . = kr = 2C

2
l . Ñëàãàåìûå ôîðìóëû (∗) ðåàëèçóþòñÿ ñ

ãëóáèíîé C2
l+1 + 1, ò.ê. D(Fkj) ≤ C2

l+1 ïî ïðåäïîëîæåíèþ, à äëÿ îöåíêè ãëóáèíû
êîíúþíêöèè k1 + . . .+kj ïåðåìåííûõ èñïîëüçóåòñÿ íåðàâåíñòâî log2(k1 + . . .+kj) <

C2
l + l = C2

l+1, ãäå j = 1, . . . , r. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Fn, ïðåäñòàâëåííàÿ â âèäå
ñóììû 2l ñëàãàåìûõ, âû÷èñëÿåòñÿ íà ãëóáèíå C2

l+1 + 1 + l = C2
l+2.

Òåïåðü, äëÿ n = 2m, ãäå C2
l < m ≤ C2

l+1, èñïîëüçóåì (∗) ñ ïàðàìåòðàìè r =

2m−C
2
l è k1 = . . . = kr = 2C

2
l . Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.8.

D(Fn) < log2 n+
√

2 log2 n+ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ C2
l < m ≤ C2

l+1 ñëåäóåò, ÷òî l =

d(
√

1 + 8m− 1)/2e. Òîãäà

D(Fn) ≤ dlog2 ne+

⌈√
1 + 8dlog2 ne − 1

2

⌉
+ 1 ≤

≤ dlog2 ne+
⌈√

2 log2 n
⌉

+ 1 < log2 n+
√

2 log2 n+ 3.

Ïðè ïåðåõîäå èñïîëüçóåòñÿ ñïðàâåäëèâîå ïðè x ≥ 2 íåðàâåíñòâî:√
1 + 8dxe − 1 <

√
9 + 8x− 1 ≤ 2

√
2x,

à ïðè n = 2, 3 ñîîòíîøåíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîñòðîèòü n-ðàçðÿäíûé ñóììàòîð ãëóáèíû log2 n +√

2 log2 n + O(1). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñëîæíîñòü òàêîãî ñóììàòîðà ñîñòàâëÿåò

O
(
c
√

log2 nn
)
.
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Ëèíåàðèçàöèÿ ñëîæíîñòè

Ïóñòü n ≤ rk. Ïîëîæèì â ôîðìóëå (?) âñå ki = k. Äëÿ i = 0, . . . , r − 1 ââåäåì
îáîçíà÷åíèÿ:

Yi = Fk(y(i+1)k−1, . . . , yik), Xi = x(i+1)k−1 · . . . · xik.

Òîãäà (?) ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

Fn(yn−1, . . . , y0) = Yr−1 +Xr−1(Yr−2 +Xr−2(. . . (Y1 +X1Y0) . . .)) = Fr(Yr−1, . . . , Y0).

(Åñëè i ≥ n, òî ïîëàãàåòñÿ xi = 1 è yi = 0.)
Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî èìåþòñÿ äâà ìåòîäà (óñëîâíî íàçîâåì èõ ìåòîäîì A è

ìåòîäîì B) ðåàëèçàöèè íàáîðà ôóíêöèé F1, . . . , Fs âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
êîíúþíêöèÿìè xi−1 · . . . · x0, i = 1, . . . , s. Ïîñòðîèì íîâûé ìåòîä, íàçîâåì åãî
ìåòîäîì C. Îáîçíà÷èì LI(s), DI(s) ñëîæíîñòü è ãëóáèíó ðåàëèçàöèè óêàçàííîãî
íàáîðà ôóíêöèé ìåòîäîì I, ãäå I ∈ {A,B,C}. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òî ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ ñëîæíîñòü ìåòîäà C áóäåò ¾áëèçêà¿ ê
ñëîæíîñòè ìåòîäà A, à ãëóáèíà � ê ãëóáèíå ìåòîäà B.

Ìåòîä C çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
1. Äëÿ âñåõ j = 0, . . . , r − 1 ðåàëèçóþòñÿ íàáîðû ôóíêöèé

Fl(yjk+l−1, . . . , yjk) è êîíúþíêöèè xjk+l−1 · . . . · xjk, l = 1, . . . , k, ìåòîäîì A.
2. Äëÿ âñåõ j = 1, . . . , r âû÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèè

Fjk(yjk−1, . . . , y0) = Fj(Yj−1, . . . , Y0)

è âìåñòå ñ íèìè êîíúþíêöèè Kj = Xj−1 · . . . ·X0 ìåòîäîì B.
3. Äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , r − 1 âû÷èñëÿþòñÿ âñå ôóíêöèè

Fjk+l(yjk+l−1, . . . , y0), l = 1, . . . , k − 1, ïî ôîðìóëàì

Fjk+l(yjk+l−1, . . . , y0) = Fl(yjk+l−1, . . . , yjk) + xjk+l−1 · . . . · xjkFjk(yjk−1, . . . , y0)

è íåîáõîäèìûå êîíúþíêöèè

xjk+l−1 · . . . · x0 = (xjk+l−1 · . . . · xjk) ·Kj.

Ëåììà 2.9. Åñëè (r − 1)k < n ≤ rk, òî

LC(n) ≤ rLA(k) + LB(r) + 3n, DC(n) ≤ DA(k) +DB(r) + 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêè ñëîæíîñòè è ãëóáèíû ïîñòðîåííîé ìåòîäîì C ñõåìû
ñêëàäûâàþòñÿ èç ñóììû ñëîæíîñòåé è ãëóáèí ðåàëèçàöèè øàãîâ 1�3.

Øàã 1 ðåàëèçóåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ rLA(k) è ãëóáèíîé DA(k). Øàã 2 � ñî ñëîæ-
íîñòüþ LB(r) è ãëóáèíîé DB(r). Øàã 3 � ñî ñëîæíîñòüþ 3(r − 1)(k − 1) ≤ 3n è
ãëóáèíîé 2. Ñêëàäûâàÿ îöåíêè íà âñåõ øàãàõ, ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ ëåììû.
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Ïðèìåíèì îïèñàííûé ñïîñîá ê ïîñòðîåíèþ ñáàëàíñèðîâàííûõ ïî ñëîæíîñòè è
ãëóáèíå ñóììàòîðîâ. Ïðèìåì çà îñíîâó ñòàíäàðòíûé ìåòîä, èìåþùèé ñëîæíîñòü
3(n− 1) è ãëóáèíó 2(n− 1).

À) Âûáåðåì k, r ∼
√
n è ñòàíäàðòíûé ìåòîä â êà÷åñòâå êàê ìåòîäà A, òàê è

ìåòîäà B. Ïîëó÷èì ìåòîä ñëîæíîñòè O(n) è ãëóáèíû O(
√
n).

Á) Âûáåðåì k ∼ log n, òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííûé ìåòîä â êà÷åñòâå ìåòîäà A è ìå-
òîä çîëîòîãî ñå÷åíèÿ � â êà÷åñòâå ìåòîäà B. Ïîëó÷èì ìåòîä ëèíåéíîé ñëîæíîñòè
O(n) è ëîãàðèôìè÷åñêîé ãëóáèíû logϕ n+O(

√
log n).

Â) Âûáåðåì k ∼
√

log n, ñòàíäàðòíûé ìåòîä â êà÷åñòâå ìåòîäà A è òîëüêî ÷òî
ïîëó÷åííûé ìåòîä � â êà÷åñòâå ìåòîäà B. Ïîëó÷èì ìåòîä ñëîæíîñòè 6n+ o(n) è
ãëóáèíû logϕ n+O(

√
log n).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íå âû÷èñëÿòü êîíúþíêöèè, òî îöåíêà ñëîæíîñòè ïîñëåäíåãî
ìåòîäà ïîíèçèòñÿ äî 5n+ o(n). Òàê êàê äëÿ ïîñòðîåíèÿ n-ðàçðÿäíîãî ñóììàòîðà
ñõåìó, âû÷èñëÿþùóþ íàáîð ôóíêöèé Fi, äîñòàòî÷íî äîïîëíèòü 3n ôóíêöèîíàëü-
íûìè ýëåìåíòàìè, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2.10. Ìîæíî ðåàëèçîâàòü n-ðàçðÿäíûé ñóììàòîð ñõåìîé ñëîæíî-

ñòè 8n+ o(n) è ãëóáèíû logϕ n+ o(log n).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ ìåòîäà Õðàï÷åíêî. Íàèëó÷øàÿ
èçâåñòíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ãëóáèíû ñõåìû ñëîæåíèÿ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ïîëó÷åíà
Ì. È. Ãðèí÷óêîì è ñîñòàâëÿåò log2 n+ log2 log2 n+O(1).

Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû

1. Ïîêàçàòü, ÷òî ãëóáèíà n-ðàçðÿäíîãî ñóììàòîðà íå ïðåâîñõîäèò
D(Fn) + 1.



Ãëàâà 3

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ïóñòü K � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.
Îïðåäåëåíèå: ýëåìåíò ζ ∈ K ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì ñòåïåíè N ∈ N,

åñëè ζN = 1, è íèêàêîé èç ýëåìåíòîâ ζN/p − 1, ãäå p � ïðîñòîé äåëèòåëü N , íå
ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â K. (Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì
íóëÿ, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò b, òàêîé, ÷òî ab = 0.)

Îïðåäåëåíèå: äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå (ÄÏÔ) ïîðÿäêà N íàçûâà-
åòñÿ (KN → KN)-ïðåîáðàçîâàíèå

ÄÏÔN,ζ(γ0, . . . , γN−1) = (γ∗0 , . . . , γ
∗
N−1), γ∗j =

N−1∑
i=0

γiζ
ij. (∗)

ãäå ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè N .

Îñíîâíîå ñâîéñòâî ÄÏÔ

Ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî ÄÏÔ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ëåììà 3.1. Ïóñòü ýëåìåíòû γ∗j îïðåäåëÿþòñÿ èç (∗). Òîãäà

ÄÏÔN,ζ−1(γ∗0 , . . . , γ
∗
N−1) = (Nγ0, . . . , NγN−1),

ãäå ïîä N â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû ïîíèìàåòñÿ ñóììà N åäèíèö êîëüöà.

Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû, óñòàíîâèì íåñêîëüêî âñïî-
ìîãàòåëüíûõ ôàêòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ýëåìåíò a ∈ K íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, è a = cd,
òî ìíîæèòåëè c è d òàêæå íå ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè,
ñêàæåì, ce = 0 è e 6= 0, òî ae = (ce)d = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî a � äåëèòåëü íóëÿ.

Ëåììà 3.2. Åñëè ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè N , òî ïðè ëþáîì l =

1, . . . , N − 1
N−1∑
i=0

ζ il = 0.

20
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå

0 = ζ lN − 1 = (ζ l − 1)
N−1∑
i=0

ζ il.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ ñëåäóåò, ÷òî N � ýòî ìèíèìàëüíûé íàòó-
ðàëüíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè n, ïðè êîòîðîì ζn = 1, ïîýòîìó ζ l − 1 6= 0. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ëèáî ζ l − 1 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, ëèáî

∑N−1
i=0 ζ il = 0. Ïîêàæåì, ÷òî

ïåðâîå íåâîçìîæíî.
Ïóñòüm = ÍÎÄ(l, N). Ïî ñâîéñòâó íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ, ñóùåñòâóþò

öåëûå q, s, òàêèå, ÷òî m = ql+ sN , ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî q � ïîëîæèòåëü-
íî. Â òàêîì ñëó÷àå ζm−1 = ζql−1 äåëèòñÿ íà ζ l−1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó
m < N , íàéäåòñÿ ïðîñòîå p, òàêîå, ÷òî m | (N/p). Òîãäà (ζm − 1) | (ζN/p − 1).
Îêîí÷àòåëüíî, èìååì (ζ l − 1) | (ζN/p − 1). Ïîñêîëüêó ýëåìåíò ζN/p − 1 íå ÿâëÿ-
åòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, òî è ζ l − 1 íå ìîæåò áûòü äåëèòåëåì íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,∑N−1

i=0 ζ il = 0. Ëåììà äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Â âåêòîðå ÄÏÔN,ζ−1(γ∗0 , . . . , γ

∗
N−1) ðàññìîòðèì ïðîèç-

âîëüíóþ j-þ êîìïîíåíòó:

N−1∑
i=0

γ∗i ζ
−ij =

N−1∑
i=0

N−1∑
k=0

γkζ
kiζ−ij =

N−1∑
k=0

N−1∑
i=0

γkζ
i(k−j) =

N−1∑
k=0

γk

N−1∑
i=0

(ζk−j)i.

Âíóòðåííÿÿ ñóììà, êàê ñëåäóåò èç ëåììû 2, ðàâíà íóëþ âî âñåõ ñëó÷àÿõ, çà èñ-
êëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ k − j = 0, â êîòîðîì ýòà ñóììà ðàâíà N . Ïîýòîìó, ïðîäîëæàÿ
âûêëàäêó, ïîëó÷àåì Nγj, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ýëåìåíò N = 1 + . . . + 1 ∈ K îáðàòèì, òî
îïðåäåëåíî îáðàòíîå ê ÄÏÔ ïðåîáðàçîâàíèå

ÄÏÔ−1
N,ζ = N−1ÄÏÔN,ζ−1 .

Ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÄÏÔ

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí Γ(x) = γ0 + . . .+ γN−1x
N−1. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ,

ÄÏÔN,ζ(γ0, . . . , γN−1) =
(
Γ(ζ0), . . . ,Γ(ζN−1)

)
.

Ñìûñë îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÄÏÔ−1
N,ζ çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèè êîýô-

ôèöèåíòîâ åäèíñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè, ìåíüøåé N , èìåþùåãî çàäàííûé
íàáîð çíà÷åíèé â òî÷êàõ ζ0, . . . , ζN−1.

Ôîðìàëüíî, ñâÿçü ìåæäó ÄÏÔ è èíòåðïîëÿöèåé îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ëåì-
ìîé:

Ëåììà 3.3. Ïðåîáðàçîâàíèå ÄÏÔN,ζ çàäàåò èçîìîðôèçì: K[x]/(xN − 1)→ KN .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî ÄÏÔ ñîõðàíÿåò îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ: â êîëüöå K[x]/(xN − 1) ýòè îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ êàê ñ îáû÷íûìè ìíîãî-
÷ëåíàìè, òîëüêî ñ ïîñëåäóþùèì ïðèâåäåíèåì ïî ìîäóëþ xN − 1, â êîëüöå KN

îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî.
Äåéñòâèòåëüíî, çíà÷åíèå ñóììû ìíîãî÷ëåíîâ Γ1(x) + Γ2(x) â íåêîòîðîé òî÷êå

ñîâïàäàåò ñ ñóììîé çíà÷åíèé êàæäîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ â äàííîé òî÷êå. Ïðåäñòàâ-
ëÿÿ ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ â ôîðìå Q(x)(xN − 1) +R(x), ãäå R(x) � îñòàòîê
îò äåëåíèÿ íà xN − 1, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïåðåõîäèò â ïðîèçâåäåíèå â
ñèëó:

Γ1(ζj)Γ2(ζj) = Q(ζj)(ζjN − 1) +R(ζj) = R(ζj) = (Γ1Γ2 mod (xN − 1))(ζj).

Ëåììà äîêàçàíà.

Âû÷èñëåíèå ÄÏÔ

Íåçàâèñèìîå âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò âåêòîðà ÄÏÔ ïî ôîðìóëàì (∗) ìîæåò áûòü
âûïîëíåíî çà O(N2) îïåðàöèé â êîëüöå. Äëÿ ñîñòàâíîãî ÷èñëà N ìîæíî ïðåäëî-
æèòü áîëåå ýôôåêòèâíûé ñïîñîá.

Ïðåæäå çàìåòèì, ÷òî åñëè ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè PQ, òî ζP è
ζQ � ïðèìèòèâíûå êîðíè ñòåïåíè Q è P ñîîòâåòñòâåííî (ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü
íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ).

Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 3.4 (Êóëè, Òüþêè). ÄÏÔ ïîðÿäêà PQ ðåàëèçóåòñÿ ïðè ïîìîùè P ÄÏÔ

ïîðÿäêà Q, Q ÄÏÔ ïîðÿäêà P è PQ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíè ζ � ïðè-

ìèòèâíîãî êîðíÿ ñòåïåíè PQ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ p = 0, . . . , P − 1 è q = 0, . . . , Q− 1 çàïèøåì

γ∗pQ+q =

PQ−1∑
I=0

γIζ
I(pQ+q) =

Q−1∑
i=0

P−1∑
j=0

γiP+jζ
(iP+j)(pQ+q) =

Q−1∑
i=0

P−1∑
j=0

γiP+jζ
iqP+jpQ+jq =

P−1∑
j=0

(ζQ)jp · ζjq · γ∗(j),q,

ãäå

γ∗(j),q =

Q−1∑
i=0

γiP+j(ζ
P )iq.

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ïðîèçâåñòè âû÷èñëåíèÿ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:
à) Äëÿ j = 0, . . . , P − 1 âû÷èñëÿþòñÿ âåêòîðà(

γ∗(j),0, γ
∗
(j),1, . . . , γ

∗
(j),Q−1

)
= ÄÏÔQ,ζP (γj, γP+j, . . . , γ(Q−1)P+j).
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á) Âû÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ ω(q),j = ζjq ·γ∗(j),q, j = 0, . . . , P−1, q = 0, . . . , Q−1.

â) Çàìåòèì, ÷òî

γ∗pQ+q =
P−1∑
j=0

ω(q),j(ζ
Q)jp.

Ýòî ïîçâîëÿåò îêîí÷àòåëüíî íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðà ÄÏÔ ïî ôîðìóëàì(
γ∗q , γ

∗
Q+q, . . . , γ

∗
(P−1)Q+q

)
= ÄÏÔP,ζQ(ω(q),0, ω(q),1, . . . , ω(q),P−1),

ãäå q = 0, . . . , Q− 1.

Óòâåðæäåíèå ëåììû íåìåäëåííî ñëåäóåò èç âèäà äåéñòâèé, âûïîëíåííûõ íà
øàãàõ à�â.

Îáîçíà÷èì ñëîæíîñòü ÄÏÔ ïîðÿäêà N ÷åðåç F (N). Ïî èíäóêöèè íåñëîæíî
ïðîâåðÿåòñÿ

Ñëåäñòâèå 3.5.

F (N1 · . . . ·Nr) ≤ N1 · . . . ·Nr

(
F (N1)

N1

+ . . .+
F (Nr)

Nr

+ (r − 1)

)
.

Â óêàçàííîé îöåíêå ñëîæíîñòè ñëàãàåìîå (r−1)N1 · . . . ·Nr îòâå÷àåò îïåðàöèÿì
óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíè ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà N � ãëàäêîå ÷èñëî, ò.å. ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå îòíî-
ñèòåëüíî íåáîëüøèõ ñîìíîæèòåëåé, ìåòîä ëåììû 3.4 òàêæå íàçûâàåòñÿ àëãîðèò-
ìîì áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ). Â íàèáîëåå âàæíîì ñëó÷àå N = 2k

ïîëó÷àåì

F (2k) ≤ N

(
k

2
F (2) + k − 1

)
.

Î÷åâèäíî, F (2) ≤ 3 â ñèëó ñîîòíîøåíèé

γ∗0 = γ0 + γ1, γ∗1 = γ0 + ζγ1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôàêòè÷åñêè ζ = −1, ïðè íàëè÷èè îïåðàöèè âû÷èòàíèÿ óêàçàííûå
ôîðìóëû ïåðåïèñûâàþòñÿ êàê

γ∗0 = γ0 + γ1, γ∗1 = γ0 − γ1,

îòêóäà âûòåêàåò F (2) = 2.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî çà 2, 5k2k

(èëè 2k2k ñ èñïîëüçîâàíèåì âû÷èòàíèé) îïåðàöèé, èç êîòîðûõ k2k � ñëîæåíèÿ
(èëè âû÷èòàíèÿ), îñòàëüíûå � óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíè ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ.
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Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì K

Àëãîðèòì ÁÏÔ ïîäõîäÿùåãî ïîðÿäêà ïîçâîëÿåò áûñòðî âûïîëíÿòü óìíîæåíèå
ìíîãî÷ëåíîâ èç K[x].

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî k ∈ N ñóùåñòâóåò ζk � ïðèìèòèâíûé êîðåíü

ñòåïåíè 2k â êîëüöå K, è ýëåìåíò 2 îáðàòèì â K. Òîãäà ñëîæíîñòü M(n) óìíî-

æåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n− 1 íàä K íå ïðåâîñõîäèò O(n log n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ïåðåìíîæàåìûå ìíîãî÷ëåíû ÷åðåç A(x) =
∑n−1

i=0 aix
i

è B(x) =
∑n−1

i=0 bix
i. Âûáåðåì òàêîå k, ÷òî 2n−1 ≤ 2k < 4n−1. Ñîãëàñíî óñëîâèÿì

òåîðåìû, â êîëüöå K îïðåäåëåíî ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k è îáðàòíîå ê íåìó.
Áûñòðûé ñïîñîá óìíîæåíèÿ, îñíîâàííûé íà ÁÏÔ, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: âû-

÷èñëÿþòñÿ âåêòîðà

(a∗0, . . . , a
∗
2k−1) = ÄÏÔ2k,ζk

(a0, . . . , an−1, 0, . . . , 0),

(b∗0, . . . , b
∗
2k−1) = ÄÏÔ2k,ζk

(b0, . . . , bn−1, 0, . . . , 0).

Çàòåì êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà C(x) =
∑
cix

i = A(x)B(x) â ñèëó C(x) =

C(x) mod (x2k − 1) ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê

(c0, . . . , c2k−1) = 2−kÄÏÔ2k,ζ−1
k

(a∗0b
∗
0, . . . , a

∗
2k−1b

∗
2k−1).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óìíîæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ òðè ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k, 2k óìíî-
æåíèé íà 2−k è åùå 2k íåòðèâèàëüíûõ óìíîæåíèé, îòêóäà ïîëó÷àåì

M(n) ≤ 3F (2k) + 2k+1 = O(n log n).

Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû

1. Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ñòåïåíü ζm ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ ζ ñòåïåíè N ÿâëÿåòñÿ
ïðèìèòèâíûì êîðíåì ñòåïåíè N/ÍÎÄ(m,N).
2. Óòî÷íèòü îöåíêó ëåììû Êóëè�Òüþêè è, èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ âû÷èòàíèÿ, ïî-
êàçàòü, ÷òî F (2k) ≤ 1, 5k2k.
3. Ïóñòü ÷èñëà P è Q âçàèìíî ïðîñòû. Ïîêàçàòü, ÷òî F (PQ) ≤ PF (Q) +QF (P ).



Ãëàâà 4

Óìíîæåíèå ÷èñåë. Ìåòîä

Ø�åíõàãå�Øòðàññåíà

Ñòàíäàðòíûé (ìàøèííûé) ìåòîä óìíîæåíèÿ îñíîâàí íà èçâåñòíîì øêîëüíîì ïðè-
åìå: îäèí èç ìíîæèòåëåé ïîñëåäîâàòåëüíî óìíîæàåòñÿ íà ðàçðÿäû äðóãîãî, ñî-
îòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ñäâèíóòûå ðåçóëüòàòû çàïèñûâàþòñÿ äðóã ïîä äðóãîì
è çàòåì ñêëàäûâàþòñÿ. Óìíîæåíèå ÷èñåë 26 è 21 â ýòîé èíòåðïðåòàöèè áóäåò
âûãëÿäåòü òàê:

1 1 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 1 0

0 0 0 0 0
1 1 0 1 0

0 0 0 0 0
1 1 0 1 0

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0

Ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ýòèì ñïîñîáîì, êàê ëåãêî ïðîâå-
ðèòü, ñîñòàâëÿåò ïî ïîðÿäêó n2 îïåðàöèé. Êâàäðàòè÷íûé ïîðÿäîê ñëîæíîñòè êà-
çàëñÿ åñòåñòâåííûì äëÿ óìíîæåíèÿ äî 1961 ã., êîãäà À. À. Êàðàöóáà ïðåäëî-
æèë ìåòîä, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò èäåÿ ¾äåëåíèÿ ïîïîëàì¿: ïðåäñòàâèì 2n-
ðàçðÿäíûå ÷èñëà a è b â âèäå a12n + a0 è b12n + b0 ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ai, bi < 2n.
Òîãäà ïðîèçâåäåíèå ab ñîãëàñíî ôîðìóëå

ab = a1b122n + ((a1 + a0)(b1 + b0)− a1b1 − a0b0)2n + a0b0

ìîæíî ñâåñòè ê òðåì óìíîæåíèÿì ÷èñåë âäâîå ìåíüøåé äëèíû. Ðåêóðñèâíîå ïðè-
ìåíåíèå ýòîãî ïðèåìà â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïðèâîäèò ê îöåíêå ñëîæíîñòè O(nlog2 3),
ãäå log2 3 < 1, 585.

Â 1963 ã. À. Ë. Òîîì îáîáùèë ïðèåì Êàðàöóáû, ñâåäÿ óìíîæåíèå kn-ðàçðÿäíûõ
÷èñåë ê 2k− 1 óìíîæåíèÿì (n+O(1))-ðàçðÿäíûõ, ÷òî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü íîâóþ

25
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îöåíêó ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ â âèäå c
√

lognn. Â îñíîâå ìåòîäà Òîîìà ëåæèò èäåÿ
èíòåðïîëÿöèè: ïåðåõîäà îò êîäèðîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíà íàáîðîì åãî êîýôôèöèåíòîâ
ê êîäèðîâàíèþ íàáîðîì çíà÷åíèé â îïðåäåëåííûõ òî÷êàõ. Ðàçâèòèå èäåè èíòåð-
ïîëÿöèè ïðèâåëî â êîíöå 60-õ ãã. ê ïîÿâëåíèþ áûñòðûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ
ïðè ïîìîùè ÄÏÔ. Ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ìåòîä Ø�åíõàãå�Øòðàññåíà, îïóáëèêî-
âàííûé â 1971 ã. è îñòàâàâøèéñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèì èçâåñòíûì ñïîñîáîì
óìíîæåíèÿ âïëîòü äî 2007 ã.

Àðèôìåòèêà â êîëüöå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ÷èñëà

Ôåðìà

Ðàññìîòðèì êîëüöî Z22n+1. Ïóñòü ýëåìåíòû ýòîãî êîëüöà ïðåäñòàâëÿþòñÿ 2n+1-
ðàçðÿäíûìè ÷èñëàìè, à îïåðàöèè ñ íèìè ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ìîäóëþ 22n+1 − 1 =

(22n−1)(22n +1). Âû÷åòó a ∈ Z22n+1 â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü
ëþáîå èç ÷èñåë

{a+ b(22n + 1) | b ∈ Z} ∩ {0, . . . , 22n+1 − 1}.

Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ êîëüöà âû÷åòîâ áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü ÷èñëà-ïðåäñòàâèòåëè ýêâèâàëåíòíûõ êëàññîâ (ïî ìîäóëþ 22n + 1).

Çàìåòèì, ÷òî äâîéêà ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì ñòåïåíè 2n+1 â êîëüöå
Z22n+1. Äåéñòâèòåëüíî, 22n+1 ≡ 1, à 22n − 1 íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â ñèëó
âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë 22n ± 1.

Ëåììà 4.1. Ëþáàÿ èç îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ íà 2k â

êîëüöå Z22n+1 âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(2n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæåíèå íà ñòåïåíü äâîéêè ðåàëèçóåòñÿ ïðî-
ñòûì öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì ðàçðÿäîâ ÷èñëà-ýëåìåíòà êîëüöà. Ñëîæíîñòü öèêëè-
÷åñêîãî ñäâèãà ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíîé íóëþ, åñëè èñõîäèòü èç ñõåìíîé ìîäåëè
âû÷èñëåíèé, ëèáî O(2n) â ñëó÷àå ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè.

Ðàññìîòðèì îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ÷èñåë x, y ∈ [0, . . . , 22n+1 − 1]. Ïîëîæèì z′ =

x+y ≤ 2(22n+1−1); îáîçíà÷èì ÷åðåç z′1 ñòàðøèé 2n+1-é ðàçðÿä ÷èñëà z′ (íóìåðàöèÿ
ñ íóëÿ), à ÷åðåç z′0 � ÷èñëî, ïîëó÷àåìîå èç z′ óäàëåíèåì ýòîãî ðàçðÿäà. Òîãäà ÷èñëî

z = z′0 + z′1 = z′ − z′1(22n+1 − 1) = (x+ y) mod
(

22n+1 − 1
)

â êîëüöå Z22n+1 ïðåäñòàâëÿåò ñóììó x + y. ßñíî, ÷òî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ z

ïî ïîðÿäêó ñîâïàäàåò ñî ñëîæíîñòüþ îáû÷íîãî ñëîæåíèÿ 2n+1-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë
è ñîñòàâëÿåò, ñëåäîâàòåëüíî, O(2n).

Âû÷èòàíèå ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê óìíîæåíèþ íà 22n è ñëîæåíèþ â ñèëó òîæ-
äåñòâà x− y ≡ x+ 22ny mod (22n + 1). Ëåììà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 4.2. Ïóñòü k ≤ n + 1. Ñëîæíîñòü ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k íàä êîëüöîì

Z22
n

+1 ñîñòàâëÿåò O(k2n+k).

Ïîìèìî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ñëåäóåò îñòàíîâèòüñÿ åùå íà äâóõ. Ïåðâàÿ
ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè êàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâèòåëÿ êëàññà âû÷åòîâ � ÷èñëà èç
[0, . . . , 22n ] � ïî íåêîòîðîìó ïðåäñòàâëåíèþ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî îïåðàöèè ïðèâåäå-
íèÿ ïî ìîäóëþ 22n + 1. Ïóñòü x = u+ v22n , ãäå 0 ≤ u, v < 22n . Òîãäà

x mod (22n + 1) =

{
u− v, u ≥ v,

22n + 1 + u− v, u < v.

ßñíî, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ïî ýòîé ôîðìóëå ñâîäÿòñÿ ê âû÷èòàíèÿì è ñëîæåíèÿì è
ìîãóò áûòü âûïîëíåíû ñî ñëîæíîñòüþ O(2n).

Ëåììà 4.3. Ïóñòü 0 ≤ ξ ≤ 22n, 0 ≤ η < 2k è k ≤ 2n. Òîãäà íàõîæäåíèå ÷èñëà

z ∈ [0, . . . , 2k(22n + 1) − 1] ïî îñòàòêàì ξ è η îò äåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî íà

22n + 1 è 2k ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî ñî ñëîæíîñòüþ O(2n).

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî z ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

z = ξ +
(
(η − ξ) mod 2k

) (
22n + 1

)
ñî ñëîæíîñòüþ O(2n). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî z íàõîäèòñÿ â óñëîâëåííûõ ïðå-
äåëàõ è èìååò çàäàííûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 22n + 1 è 2k. Ëåììà äîêàçàíà.

Ìåòîä Ø�åíõàãå�Øòðàññåíà

Óìíîæåíèå N -ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ìîæíî âûïîëíèòü ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà óìíî-
æåíèÿ â êîëüöå Z22m+1, ãäå 2m ≥ 2N . Â ìåòîäå Ø�åíõàãå�Øòðàññåíà óìíîæåíèå
â êîëüöå Z22m+1 ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèÿì â êîëüöå Z22n+1, ãäå n = d(m + 1)/2e.
Âûäåëÿþòñÿ ñëó÷àè íå÷åòíîãî è ÷åòíîãî m. Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïåðâûé
ñëó÷àé.

Èòàê, ïóñòü m = 2n − 1. Ïåðåìíîæàåìûå 2m+1-ðàçðÿäíûå ÷èñëà (ýëåìåíòû
êîëüöà Z22m+1) îáîçíà÷èì ÷åðåç a è b. Ðàçîáüåì èõ íà áëîêè äëèíû 2n−1:

a =
2n+1−1∑
i=0

ai2
i2n−1

, b =
2n+1−1∑
i=0

bi2
i2n−1

, 0 ≤ ai, bi < 22n−1

.

Òîãäà

ab =
2n+1−1∑
i=0

ci2
i2n−1

mod (22m + 1), ci =
∑

ρ+σ≡i mod 2n+1

0≤ρ,σ<2n+1

aρbσ, (1)
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ïîñêîëüêó
2(ρ+σ)2n−1 ≡ 2(ρ+σ mod 2n+1)2n−1

mod (22m + 1).

Î÷åâèäíî, 0 ≤ ci < 2n+1+2n .
Åñëè çàìåòèòü, ÷òî

22n·2n−1

= 22m ≡ −1 mod (22m + 1),

òî ôîðìóëó (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ab =
2n−1∑
i=0

(ci − ci+2n)2i2
n−1

mod (22m + 1) =

2n−1∑
i=0

(ci − ci+2n + 2n+1+2n)︸ ︷︷ ︸
zi

2i2
n−1

+
2n+1−1∑
i=2n

2n+1+2n︸ ︷︷ ︸
zi

·2i2n−1

mod (22m + 1) =

2n+1−1∑
i=0

zi2
i2n−1

mod (22m + 1).

ßñíî, ÷òî 0 ≤ zi < 2n+2+2n . Ïðè n ≥ 2 âûïîëíÿåòñÿ n + 2 + 2n ≤ 2n+1, ò.å. äëÿ
çàïèñè ÷èñëà zi äîñòàòî÷íî 2n+1 äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ.

Ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ÷àñòè: âû÷èñëåíèå zi è âîññòàíîâëåíèå
ab. Ðàññìîòðèì ýòè ÷àñòè â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

×àñòü II. Âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ èç zi

Ïóñòü

ab =
2n+1−1∑
i=0

wi2
i2n−1

, 0 ≤ wi < 22n−1

.

Ïî ñóùåñòâó, çàäà÷à ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè áëîêîâ wi ïî èçâåñòíûì zi. Ïðîèçâå-
äåíèå ab ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ Aj:

Aj =
2n−1−1∑
i=0

z4i+j2
i2n+1

, j = 0, . . . , 3.

Áëîêè zi â êàæäîì èç ýòèõ ñëàãàåìûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïîñêîëüêó èìåþò äëèíó
íå áîëåå 2n+1. Ïîñêîëüêó ñëîæåíèå â êîëüöå Z22m+1 èìååò ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü
(ñì. ëåììó 1), ïîëó÷àåì äëÿ ñëîæíîñòè âòîðîé ÷àñòè îöåíêó O(2m).

×àñòü I. Âû÷èñëåíèå zi

Â ñèëó 0 ≤ zi < 2n+2(22n + 1) äëÿ âû÷èñëåíèÿ zi äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü îñòàòêè
îò äåëåíèÿ zi íà ÷èñëà 2n+2 è 22n + 1 è çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 2. Ñîãëàñ-
íî ëåììå 2, ñëîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ âñåõ zi ðàâíà 2nO(2n) = O(22n). Îöåíèì
ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ zi mod 2n+2 è zi mod 22n + 1.
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à) Âû÷èñëåíèå zi mod 2n+2.
Îáîçíà÷èì

αi = ai mod 2n+2, βi = bi mod 2n+2

è ïîëîæèì

u =
2n+1−1∑
i=0

αi2
i(3n+5), v =

2n+1−1∑
i=0

βi2
i(3n+5).

Òîãäà

uv =
2n+2−1∑
i=0

γi2
i(3n+5), γi =

∑
ρ+σ=i

αρβσ.

Ïðè ýòîì â ñóììå, âûðàæàþùåé uv, ñëàãàåìûå íå íàêëàäûâàþòñÿ äðóã íà äðóãà
â ñèëó

γi < 2n+1(2n+2)2 = 23n+5.

Ïîýòîìó âñå γi ìîãóò áûòü âîññòàíîâëåíû èç uv ñ íóëåâîé ñëîæíîñòüþ.
Ïî ïîñòðîåíèþ,

ci ≡ γi + γi+2n+1 mod 2n+2,

ñëåäîâàòåëüíî,

zi ≡ γi + γi+2n+1 − γi+2n − γi+3·2n mod 2n+2. (2)

Îêîí÷àòåëüíî, ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ âñåõ zi mod 2n+2 ìîæíî îöåíèòü ñëîæíî-
ñòüþ óìíîæåíèÿ (3n + 5)2n+1-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë u è v ïëþñ O(n2n) îïåðàöèé äëÿ
ðåàëèçàöèè ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé (2). Óìíîæåíèå ìîæíî ðåàëèçîâàòü, íàïðèìåð,
ìåòîäîì Êàðàöóáû çà O((n2n)log2 3) = o(22n) îïåðàöèé.

á) Âû÷èñëåíèå zi mod 22n + 1.
Ïðè 0 ≤ i < 2n, ó÷èòûâàÿ, ÷òî 22n ≡ 2−2n ≡ −1 mod (22n + 1), çàïèøåì

ĉi = 2i(ci − ci+2n) ≡

≡
∑

ρ+σ≡i mod 2n+1

0≤ρ,σ<2n+1

(2ρaρ)(2
σbσ)− 2−2n

∑
ρ+σ≡i+2n mod 2n+1

0≤ρ,σ<2n+1

(2ρaρ)(2
σbσ) ≡

≡
∑

ρ+σ≡i mod 2n

0≤ρ,σ<2n+1

(2ρaρ)(2
σbσ) ≡

≡
∑

ρ+σ≡i mod 2n

0≤ρ,σ<2n

(2ρaρ − 2ρaρ+2n)(2σbσ − 2σbσ+2n) mod (22n + 1).

Äàëåå â ýòîì ïóíêòå âñå âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïî ìîäóëþ 22n + 1.
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Ïîëîæèì
âi = 2i(ai − ai+2n), b̂i = 2i(bi − bi+2n).

Ñïðàâåäëèâî(
2n−1∑
i=0

âix
i

)(
2n−1∑
i=0

b̂ix
i

)
=

2n+1−1∑
i=0

( ∑
ρ+σ=i

âρb̂σ

)
xi ≡

≡
2n−1∑
i=0

( ∑
ρ+σ≡i mod 2n

âρb̂σ

)
xi =

2n−1∑
i=0

ĉix
i mod (x2n − 1).

Ïðèâåäåííàÿ âûêëàäêà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ĉi ìîæíî âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2n. Âû÷èñëÿåì:

(a∗0, . . . , a
∗
2n−1) = ÄÏÔ2n,4(â0, . . . , â2n−1),

(b∗0, . . . , b
∗
2n−1) = ÄÏÔ2n,4(b̂0, . . . , b̂2n−1),

(ĉ0, . . . , ĉ2n−1) = ÄÏÔ2n,4−1(a∗0b
∗
0, . . . , a

∗
2n−1b

∗
2n−1).

Îáùàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé â ýòîì ïóíêòå ñêëàäûâàåòñÿ èç O(22n) îïåðàöèé
(âû÷èñëåíèå âi, b̂i), O(n22n) îïåðàöèé (ðåàëèçàöèÿ ÄÏÔ) è 2n óìíîæåíèé â Z22n+1.

Ñëîæíîñòü ìåòîäà óìíîæåíèÿ

Ñëó÷àé m = 2n − 1 ðàñìîòðåí ïîëíîñòüþ. Ñëó÷àé m = 2n − 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî, òîëüêî ÷èñëà a è b ðàçáèâàþòñÿ íà 2n áëîêîâ äëèíû 2n−1 è, â êîíå÷íîì
ñ÷åòå, óìíîæåíèå â Z22m+1 ñâîäèòñÿ ê 2n−1 óìíîæåíèÿì â Z22n+1.

Â èòîãå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ ñëîæíîñòè
µ(m) óìíîæåíèÿ â Z22m+1:

µ(2n− 1) ≤ 2nµ(n) + γ0(n− 1)22n, (3)

µ(2n− 2) ≤ 2n−1µ(n) + γ0(n− 1)22n−1 (4)

ïðè ïîäõîäÿùåé êîíñòàíòå γ0.
Ïîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ γ, òàêàÿ, ÷òî

µ(n) ≤ γk2n+k (5)

ïðè n ≤ 2k + 1.
Îïðåäåëèì γ′ òàê, ÷òîáû ïðè n ≤ 3 áûëî ñïðàâåäëèâî µ(n) ≤ γ′k2n+k. Ïîëî-

æèì γ = max{γ′, γ0}.
Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ γ ïðè n ≤ 3 ñîîòíîøåíèå (5) âûïîëíÿåòñÿ . Ïðîâåðèì

èíäóêòèâíûé ïåðåõîä ïðè íå÷åòíîì àðãóìåíòå (3); ÷åòíûé ñëó÷àé (4) ïðîâåðÿåòñÿ
àíàëîãè÷íî:

µ(2n− 1) ≤ 2nγk2n+k + γ022n+k ≤ γ(k + 1)2(2n−1)+(k+1),
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü, ïîñêîëüêó åñëè n ∈ [2k−1 +2, 2k+1], òî 2n−2, 2n−1 ∈
[2k + 2, 2k+1 + 1].

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì, ÷òî ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ñî-
ñòàâëÿåò O(n log n log log n).
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Óìíîæåíèå ÷èñåë. Ìåòîä Ôþðåðà

Ìåòîä Ôþðåðà, ïðåäëîæåííûé â 2007 ã., ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü íàèëó÷øåé èçâåñòíîé
ñåãîäíÿ îöåíêè ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë nclog∗ n log n, ãäå log∗ n�
ñâåðõëîãàðèôì, î÷åíü ìåäëåííî ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ èç ñîîòíîøå-
íèÿ:

blog . . . log︸ ︷︷ ︸
log∗ n

nc = 1.

Âûáîð ïîäõîäÿùåãî êîëüöà

Ðàññìîòðèì êîëüöî C[x]/(x2p +1). Â íåì ýëåìåíò x ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì
ñòåïåíè 2p+1 èç åäèíèöû (÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìî ïî îïðåäåëåíèþ: ìíîãî÷ëåíû
x2p − 1 è x2p + 1 âçàèìíî ïðîñòû). Îáîçíà÷èì ζ = eiπ/2

p
. Çàìåòèì, ÷òî

x2p + 1 =
2p−1∏
k=0

(x− ζ2k+1).

Äëÿ q ∈ N ïîëîæèì ξ = eiπ/(2
p+q). Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí ρq(x) ñòåïåíè ìåíüøå 2p

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρq(ζ
2k+1) = ξ2k+1, k = 0, . . . , 2p − 1.

Ëåììà 5.1. Ìíîãî÷ëåí ρq(x) ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì ñòåïåíè 2p+q+1 â

C[x]/(x2p + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ, ρ2q

q (x) = x â êîëüöå C[x]/(x2p +1). Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðè ëþáîì k

ρ2q

q (x) mod (x− ζ2k+1) = ρ2q

q (ζ2k+1) = ξ(2k+1)2q = ζ2k+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ρ2q

q (x) ≡ x mod (x2p + 1). Çíà÷èò, ρq(x) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ñòåïåíè
2p+q+1 èç åäèíèöû. Ïðèìèòèâíîñòü ñëåäóåò èç ñðàâíåíèÿ

ρ2p+q

q (x)− 1 ≡ x2p − 1 ≡ −2 mod (x2p + 1).

32
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Ëåììà 5.2. Ìîäóëè êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà ρmq (x) mod (x2p + 1) íå ïðåâîñ-

õîäÿò 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (ρmq (x) mod (x2p + 1)) =
∑2p−1

k=0 rkx
k. Ïîäñòàâëÿÿ â ðàâåí-

ñòâî ζx âìåñòî x, ïîëó÷èì (ρmq (ζx) mod (x2p−1)) =
∑2p−1

k=0 rkζ
kxk. Ïî îïðåäåëåíèþ

ìíîãî÷ëåíà ρq(x):

ÄÏÔ2p,ζ2

(
r0ζ

0, r1ζ
1, . . . , r2p−1ζ

2p−1
)

=
(
ξm, ξ3m, . . . , ξ(2(2p−1)+1)m

)
.

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äëÿ îáðàòíîãî ÄÏÔ, èñêîìûå êîýôôèöèåíòû rk
ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû êàê

rk = ζ−k2−p
2p−1∑
l=0

ξm(2l+1)ζ−2kl.

Î÷åâèäíî, âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò 1.

ÄÏÔ â êîëüöå C[x]/(x2p + 1)

Ïóñòü ω = ρ(s−1)(p+1)(x) � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè 2s(p+1) â êîëüöå C[x]/(x2p+

1). ÄÏÔ ïîðÿäêà N = 2s(p+1), ïîñòðîåííîå ìåòîäîì Êóëè-Òüþêè ñ ðàçëîæåíèåì
ïîðÿäêà íà ìíîæèòåëè 2(s−1)(p+1)2p+1, èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

� 2(s−1)(p+1) ïàðàëëåëüíî âûïîëíÿåìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÄÏÔ2p+1, x;
� N ïàðàëëåëüíûõ óìíîæåíèé ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî øàãà íà ñòåïåíè ïðè-

ìèòèâíîãî êîðíÿ ω;
� 2p+1 ïðèìåíÿåìûõ ê âåêòîðàì, âû÷èñëåííûì íà ïðåäûäóùåì øàãå, è ïàðàë-

ëåëüíî âûïîëíÿåìûõ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2(s−1)(p+1).
Ðàñùåïëÿÿ âíåøíèå ÄÏÔ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî, ÷òî

ïðè âû÷èñëåíèè ÄÏÔ ïîðÿäêà N ÷åðåäóþòñÿ s áëîêîâ, â êîòîðûõ ïàðàëëåëüíî
âûïîëíÿþòñÿ N/2p+1 ÄÏÔ ïîðÿäêà 2p+1 ñ ïðèìèòèâíûì êîðíåì x, è s−1 áëîêîâ, â
êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíûå óìíîæåíèÿ òåêóùåãî âåêòîðà íà ñòåïåíè
ω.

Ïðè ýòîì ðåàëèçàöèÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2p+1 ñîñòîèò â âûïîëíåíèè îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíè x â êîëüöå � ïîñëåäíèå ñâîäÿò-
ñÿ ê öèêëè÷åñêîìó ñäâèãó êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ, åñëè ýëåìåíòû êîëüöà
C[x]/(x2p + 1) çàïèñûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ïî ìîäóëþ x2p+1 − 1.

Áîëåå òî÷íî (îïÿòü ïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Êóëè�Òüþêè), ÄÏÔ ïîðÿäêà 2p+1

ñîñòîèò èç p + 1 ñëîåâ, â êîòîðûõ ïàðàëëåëüíî âûïîëíÿþòñÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2,
à ìåæäó ñëîÿìè âûïîëíÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíûå óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíè x. ÄÏÔ
ïîðÿäêà 2 � ýòî ïðîñòî ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå: ÄÏÔ2, x2

p (γ0, γ1) = (γ0+γ1, γ0−γ1).
Ïóñòü äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ êîäèðó-

þòñÿ E äâîè÷íûìè ðàçðÿäàìè äî è ïîñëå çàïÿòîé (ïëþñ îäèí ðàçðÿä ïîä çíàê
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÷èñëà), à îïåðàöèè ñ íèìè ïðîèçâîäÿòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ (àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé
îøèáêè) 21−E è ñ îòáðàñûâàíèåì ðàçðÿäîâ ñòàðøå E−ãî. Òîãäà ñëîæíîñòü êàæäîé
èç îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíü x â êîëüöå C[x]/(x2p +1)

ñîñòàâëÿåò O(2pE).
Òîãäà ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ èç êîëüöà (C[x]/(x2p + 1))[y] ïî ìî-

äóëþ yN − 1 ìîæíî îöåíèòü êàê

3s(N/2p+1)(p+ 1)2p+1O(2pE) + (3s− 2)NL∗ ≤ O(2pEN logN) + 3sNL∗, (1)

ãäå ÷åðåç L∗ îáîçíà÷åíà ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â êîëüöå C[x]/(x2p + 1) ñ ïîãðåø-
íîñòüþ 21−E (ïîä ïîãðåøíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ îøèáêà â êàæäîì êî-
ýôôèöèåíòå ìíîãî÷ëåíà).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âñå âû÷èñëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè, â ÷àñòíîñòè, êîí-
ñòàíòû ωm äàíû ñ òî÷íîñòüþ E çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Â ñèëó íàêîïëåíèÿ ïîãðåø-
íîñòè (àáñîëþòíîé âåëè÷èíû îøèáêè) ïî õîäó âû÷èñëåíèé òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé
âû÷èñëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ïðîèçâåäåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâåííî ìåíüøå,
÷åì òî÷íîñòü èñõîäíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Îöåíèì ñîïóòñòâóþùåå àëãîðèòìó óìíî-
æåíèÿ èçìåíåíèå ïîãðåøíîñòè, ñ÷èòàÿ, ÷òî íå ïðîèñõîäèò ïåðåïîëíåíèÿ â ñòàð-
øèõ ðàçðÿäàõ.

Òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé

Äàëåå ñ êàæäûì ìíîãî÷ëåíîì a, âîçíèêàþùèì â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé, ìû áóäåì
àññîöèèðîâàòü âåëè÷èíó ea, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé îöåíêîé àáñîëþòíîé âåëè-
÷èíû ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ a. Ýòó îöåíêó áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ïîãðåøíî-
ñòüþ.

Ïîãðåøíîñòü ea±b ðåçóëüòàòà a ± b âûïîëíåíèÿ ëþáîé èç îïåðàöèé ñëîæåíèÿ
èëè âû÷èòàíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a è b, äàííûõ ñ ïîãðåøíîñòÿìè ea è eb ìîæíî
ïîëîæèòü ðàâíîé ea + eb, ñ÷èòàÿ, ÷òî èñïîëüçóþòñÿ òî÷íûå àëãîðèòìû ñëîæåíèÿ
è âû÷èòàíèÿ (2E-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë).

Ðàññìîòðèì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ u, v ∈ C[x]/(x2p + 1) (êàæäûé
èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ èìååò ñòåïåíü íå âûøå 2p+1 − 1). Ïóñòü àáñî-
ëþòíûå âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ îãðàíè÷åíû ÷èñëàìè U è
V ñîîòâåòñòâåííî, à ïîãðåøíîñòè � ñîîòâåòñòâåííî eu è ev. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî
ïîãðåøíîñòü àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ â êîëüöå C[x]/(x2p + 1) íå ïðåâîñõîäèò 21−E.

Ïîñêîëüêó êàæäûé èç êîýôôèöèåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ uv ÿâëÿåòñÿ ñóììîé 2p+1

ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ-ñîìíîæèòåëåé, òî åãî ïî-
ãðåøíîñòü ìîæíî îöåíèòü êàê

euv = 2p+1(evU + euV + eveu + 21−E).

Åñëè U = V = Ω(2−E) è 1 ≥ ev = eu = Ω(2−E), òî ïîëîæèì euv = c12p+1Ueu
ïðè íåêîòîðîì c1 ≥ 1.
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Îñîáî ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìíîãî÷ëåí v ñîâïàäàåò ñ ωm. Ñîãëàñíî ëåì-
ìå 5.2, V ≤ 1. Ò.ê. v � ïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí, òî ïîëîæèì ev = 2−E. Ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèé eu = Ω(2−E) è eu/U ≥ 2−E ìîæíî ïîëîæèòü euv = c22peu ïðè
íåêîòîðîì c2 ≥ 1.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî êîýôôèöèåíòà a ïðîèçâåäåíèÿ uv

ïîëîæèì ea = euv.

Îáå óêàçàííûå îöåíêè äëÿ ïîãðåøíîñòè çàâèñÿò îò âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ
ìíîãî÷ëåíîâ-ñîìíîæèòåëåé. Ðàññìîòðèì, êàê èçìåíÿåòñÿ âåëè÷èíà êîìïëåêñíûõ
êîýôôèöèåíòîâ ïðè âû÷èñëåíèè ÄÏÔ.

Ïóñòü êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû êîìïîíåíò γj èñõîäíîãî âåêòîðà íå ïðå-
âîñõîäÿò A ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ñëåäóåò, ÷òî ïîä
äåéñòâèåì ÄÏÔ ïîðÿäêà 2p+1 ìàêñèìóì àáñîëþòíîé âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ
óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì â 2p+1 ðàç. Ñîãëàñíî ëåììå 5.2, ïðè óìíîæåíèè íà
ωm ýòîò ìàêñèìóì óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì â 2p ðàç. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàê-
ñèìóìà àáñîëþòíîé âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ êîìïîíåíò γ∗j âåêòîðà çíà÷åíèé
ÄÏÔ ñïðàâåäëèâà îöåíêà 2s(p+1)2(s−1)pA < N2A.

Îöåíèì âåëè÷èíó íàêîïëåííîé ïîãðåøíîñòè. Ïóñòü îíà íå ïðåâîñõîäèò eγ äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ êîìïîíåíò γj. Òîãäà êîýôôèöèåíò óâåëè÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè ïðè
âûïîëíåíèè âíóòðåííåãî ÄÏÔ ïîðÿäêà 2p+1 ìîæíî îöåíèòü êàê 2p+1, à êîýôôè-
öèåíò óâåëè÷åíèÿ ïðè óìíîæåíèè íà ωm � êàê c22p, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
eu/U ≥ 2−E. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàêñèìóìà e∗γ ïîãðåøíîñòè êîýôôèöèåíòîâ êîì-
ïîíåíò γ∗j ïîëó÷àåì îöåíêó e∗γ ≤ N(c22p)s < cs2N

2.

Óñëîâèå eu/U ≥ 2−E â àëãîðèòìå âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ óìíîæåíèÿõ íà ñòåïåíè
ω, åñëè èçíà÷àëüíî âûïîëíåíî eγ/A ≥ 2−E, ò.ê. â ñëó÷àå êàæäîé ýëåìåíòàðíîé
îïåðàöèè (ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå íà ωm) îòíîøåíèå eu/U íå óáûâàåò.

Óìíîæåíèå â C[x]/(x2p + 1)

Îñòàëîñü óêàçàòü êàê óìíîæàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû èç C[x]/(x2p + 1) ñ ïîãðåøíî-
ñòüþ 21−E. Ïîëå C èçîìîðôíî ôàêòîð-êîëüöó R[i]/(i2 + 1) (ýëåìåíòû êîòîðî-
ãî ïðåäñòàâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè 1). Ìíîãî÷ëåíû èç
C[x]/(x2p + 1) ∼= R[i, x]/(i2 + 1, x2p + 1) ìîãóò áûòü ïåðåìíîæåíû êàê îáû÷íûå
ìíîãî÷ëåíû ïåðåìåííûõ i è x ñ ïîñëåäóþùèì ïðèâåäåíèåì ïî ìîäóëÿì.

Óìíîæèì êîýôôèöèåíòû ïåðåìíîæàåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ íà 2E (êîýôôèöèåíòû,
òàêèì îáðàçîì, ñòàíîâÿòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè). Çàïèøåì ýòè ìíîãî÷ëåíû êàê

a(i, x) =
1∑
j=0

2p+1−1∑
l=0

aj,li
jxl, b(i, x) =

1∑
j=0

2p+1−1∑
l=0

bj,li
jxl.

Êîýôôèöèåíòû ïðîèçâåäåíèÿ èñõîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîëó÷àþòñÿ äåëåíèåì êîýô-
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ôèöèåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ ab íà 22E. Îáîçíà÷èì

h(i, x) =
1∑
j=0

2p+1−1∑
l=0

22Eijxl,
a′(i, x) = a(i, x) + h(i, x),

b′(i, x) = b(i, x) + h(i, x).

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ a′, b′, h ïîëîæèòåëüíû. Ïðè ýòîì ab =

a′b′− a′h− b′h− h2. Òåì ñàìûì çàäà÷à ñâåäåíà ê óìíîæåíèþ ìíîãî÷ëåíîâ ñ íåîò-
ðèöàòåëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè (2E + 1)−ðàçðÿäíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òàêîå óìíîæåíèå ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ 2p+13(4E + p + 4)−ðàçðÿäíûõ ÷èñåë
ïðè ïîäñòàíîâêå 24E+p+4 → i è 23(4E+p+4) → x. Îêîí÷àòåëüíî èìååì, ÷òî ñëîæ-
íîñòü óìíîæåíèÿ â C[x]/(x2p + 1) ïî ïîðÿäêó íå ïðåâîñõîäèò ñëîæíîñòè óìíî-
æåíèÿ O(2p(E + p))−ðàçðÿäíûõ ÷èñåë (â ýòîé æå îöåíêå ó÷èòûâàåòñÿ ñëîæíîñòü
O(2pE) äîïîëíèòåëüíûõ ñëîæåíèé è âû÷èòàíèé ïðè âû÷èñëåíèè a′, b′, âîññòà-
íîâëåíèè ab è ïðèâåäåíèè ïî ìîäóëÿì i2 + 1, x2p + 1). Àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ñ
ïîãðåøíîñòüþ 21−E ïîëó÷àåòñÿ îòáðàñûâàíèåì ðàçðÿäîâ êîýôôèöèåíòîâ ðåçóëü-
òàòà ìëàäøå E−ãî ïîñëå çàïÿòîé.

Îöåíêà ñëîæíîñòè

Â ìåòîäå Ôþðåðà èñïîëüçóåòñÿ âûáîð ïàðàìåòðîâ E = Θ(logN) è p = log2 log2N+

O(1). Ïåðåìíîæàåìûå ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè íàä C[x]/(x2p + 1)

ñòåïåíè ìåíüøå N/2 ñëåäóþùèì îáðàçîì: îíè ðàçáèâàþòñÿ íà áëîêè äëèíû E/3,
êîòîðûå èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê öåëûå ÷èñëà, êàæäûå 2p−1 ïîäðÿä ðàñïîëîæåííûõ
áëîêîâ èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà èç êîëüöà C[x]/(x2p+1).

Ïîëó÷èâøèåñÿ ìíîãî÷ëåíû (ïåðåìåííîé y) ïåðåìíîæàþòñÿ ïðè ïîìîùè
ÄÏÔ ïîðÿäêà N , îïèñàííîãî âûøå. ×èñëî èç ìíîãî÷ëåíà âîññòàíàâëèâàåòñÿ çà
O(2pEN) îïåðàöèé ïðè ïîäñòàíîâêå x = 2E/3, y = 22p−1E/3 è ïðèâåäåíèè ïîäîáíûõ.

Ïàðàìåòð E âûáèðàåòñÿ, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé. Â îáîçíà÷åíè-
ÿõ èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ïðè ñòàðòå àëãîðèòìà A ≤ 2E/3, ïîýòîìó ïîëîæèì
eγ = A2−E. Êîýôôèöèåíòû êîìïîíåíò âåêòîðà çíà÷åíèé ÄÏÔ èìåþò àáñîëþò-
íûå âåëè÷èíû íå áîëåå N2A è ïîãðåøíîñòè íå áîëåå cs2N

2eγ.
Êîýôôèöèåíòû ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ èç C[x]/(x2p + 1), àáñîëþòíûå

âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò U , îãðàíè÷åíû âåëè÷èíîé
2p+1U2. Ïîãðåøíîñòü ïîñëå èõ ïåðåìíîæåíèÿ âîçðàñòàåò íå áîëåå, ÷åì â c12p+1U

ðàç (ñì. ïðåäûäóùèé ïóíêò). Ïîýòîìó äëÿ ìàêñèìóìà àáñîëþòíûõ âåëè÷èí êî-
ýôôèöèåíòîâ W è èõ ïîãðåøíîñòåé eW ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïîêîìïîíåíòíûõ óìíî-
æåíèé âåêòîðîâ çíà÷åíèé ÄÏÔ èìååì îöåíêè

W ≤ 2p+1U2 ≤ 2p+1N4A2,

eW = c1c
s
22p+1N2Ueγ ≤ c1c

s
22p+1N4Aeγ.
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Çàìåòèì, ÷òî eW/W ≥ c1c
s
2N

2eγ/U ≥ c1c
s
2eγ/A ≥ 2−E.

Îáðàòíîå ÄÏÔ (ñ òî÷êè çðåíèÿ îöåíîê òî÷íîñòè è ñëîæíîñòè) îòëè÷àåòñÿ îò
ïðÿìîãî äåëåíèåì íà N , êîòîðîå âûðàæàåòñÿ â ñäâèãå ïîçèöèè çàïÿòîé â ïðåä-
ñòàâëåíèè êîýôôèöèåíòîâ è âåäåò ê óìåíüøåíèþ îöåíîê äëÿ àáñîëþòíûõ çíà÷å-
íèé è ïîãðåøíîñòåé â N ðàç. Îêîí÷àòåëüíî àáñîëþòíûå âåëè÷èíû è ïîãðåøíîñòè
êîìïîíåíò âåêòîðà çíà÷åíèé çàêëþ÷èòåëüíîãî ÄÏÔ îöåíèâàþòñÿ êàê 2p+1N5A2

è c1c
2s
2 2p+1N5A22−E ñîîòâåòñòâåííî.

Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïåðâàÿ îöåíêà áûëà ìåíüøå 2E−1, à ïîñëåäíÿÿ îöåíêà áû-
ëà ìåíüøå 1/4 (ïåðâîå óñëîâèå ñëåäóåò èç âòîðîãî). Òîãäà, åñëè â çàêëþ÷åíèå
àëãîðèòìà âûïîëíèòü ïðèâåäåíèå âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñòåïåíÿõ y ïî ìîäó-
ëþ x2p + 1 (ýòî ñâîäèòñÿ ê ïàðàëëåëüíûì âû÷èòàíèÿì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë), òî
èòîãîâàÿ ïîãðåøíîñòü áóäåò ìåíüøå 1/2, à àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíûõ
êîýôôèöèåíòîâ � ìåíüøå 2E.

Ïðèõîäèì ê óñëîâèþ 2E/3 ≥ c1c
2s
2 2p+1N5 = o(N6), âûïîëíåíèÿ êîòîðîãî ìîæíî

äîáèòüñÿ, ïîëàãàÿ E = c3 log2N ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàíòå c3.

Òåîðåìà 5.1. Óìíîæåíèå n-ðàçðÿäíûõ öåëûõ ÷èñåë ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé ñëîæ-

íîñòè L(n) = nclog∗ n log n, ãäå log∗ n îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

1 ≤ log2 . . . log2︸ ︷︷ ︸
log∗ n

n < 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé (1), â êîòîðîé L∗, ñîãëàñíî ïðåäûäóùå-
ìó ïóíêòó, ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó êàê L(O(2p(E + p))):

L(n) ≤ O(2pEN logN) + 3sNL(O(2p(E + p))),

à n ≤ 2p−2NE/3. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî N � n/ log2 n, E � log n, 2p � log n, s �
log n/ log log n, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

L(n) ≤ α

(
n log2 n+

n

log2 n log2 log2 n
L
(
blog2

2 nc
))

.

Ïóñòü L(n) ≤ nc
log∗(

√
n/4)

0 log2 n ïðè 2 ≤ n < 256. Ïîëîæèì c = max{1, c0, 3α} è
ïðîâåðèì ïî èíäóêöèè, ÷òî L(n) ≤ nclog∗(

√
n/4) log2 n. Çàìåòèì, ÷òî ïðè n ≥ 256

ñïðàâåäëèâî n > log2
2 n è log2(

√
n/4) = 1

2
log2 n − 2 ≥ 1

4
log2 n, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

log∗(
√

log2
2 n/4) ≤ log∗(

√
n/4)− 1.

Ïðèìåíÿÿ èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå äëÿ n ≥ 256 ïîëó÷àåì

L(n) ≤ α
(
n log2 n+ 2n log2 nc

log∗(
√
n/4)−1

)
= n log2 n

(
2αclog∗(

√
n/4)−1 + α

)
,

îòêóäà ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå ñîîòíîøåíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà.



Ãëàâà 6

Äåëåíèå ÷èñåë. Àðèôìåòèêà

ìíîãî÷ëåíîâ

Áûñòðîå äåëåíèå ÷èñåë

Ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ äåëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê èíâåðòèðîâàíèþ è óìíîæåíèþ, äîñòà-
òî÷íî ðàññìîòðåòü îïåðàöèþ èíâåðòèðîâàíèÿ. Ïóñòü äàíî ÷èñëî A ∈ [1/2, 1],
è ïîëîæèì R = 1/A. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà Rn, òàêîãî, ÷òî
|R−Rn| ≤ 2−n. Èíà÷å ãîâîðÿ, Rn åñòü ïðèáëèæåíèå ê R ñ òî÷íîñòüþ 2−n. Îáùèé
ñëó÷àé, êîãäà A /∈ [1/2, 1], ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííîìó ïðè çàìåíå A íà 2kA è
ïîñëåäóþùåì óìíîæåíèè ðåçóëüòàòà íà 2k (ýòè îïåðàöèè ðåàëèçóþòñÿ ñäâèãîì
ïîçèöèè çàïÿòîé, ÷òî â ñõåìíîé ìîäåëè âûïîëíÿåòñÿ áåñïëàòíî).

Ïóñòü a..k îáîçíà÷àåò ÷èñëî a ñ îòñå÷åííûìè ðàçðÿäàìè ïîñëå çàïÿòîé ìëàäøå
k-ãî � ýòî ïðèáëèæåíèå ê a ñ òî÷íîñòüþ 2−k.

Ïóñòü A èçâåñòíî ñ òî÷íîñòüþ äî n + O(1) çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Îïðåäåëèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ri ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r0 = 1, r̃i+1 = 2ri − A..4+2i · r2
i , ri = (r̃i)..4+2i . (1)

Ëåììà 6.1.

|1− riA..4+2i | < 2−2i−1−1/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè i = 0. Äîêàæåì èíäóê-
òèâíûé ïåðåõîä îò i ê i+ 1.

à) Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñïðàâåäëèâî:

0 ≤ 1− r̃i+1A..4+2i = (1− riA..4+2i)
2 ≤ 2−2i−1.

Î÷åâèäíî ri+1 > 0. Èç ëåâîãî íåðàâåíñòâà äîïîëíèòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî ri+1 ≤
A−1
..4+2i

≤ 2.

38
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á) Ïîëó÷èì âñïîìîãàòåëüíóþ îöåíêó:

|ri+1A..4+2i+1 − r̃i+1A..4+2i | ≤
≤ |ri+1A..4+2i+1 − ri+1A..4+2i |+ |ri+1A..4+2i − r̃i+1A..4+2i | ≤
≤ ri+1 |A..4+2i+1 − A..4+2i |+ A..4+2i |ri+1 − r̃i+1| ≤

≤ 2 · 2−4−2i + 1 · 2−4−2i+1

< 2−3−2i + 2−4−2i .

â) Îêîí÷àòåëüíî, óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç âûêëàäêè:

|1− ri+1A..4+2i+1| ≤ |ri+1A..4+2i+1 − r̃i+1A..4+2i |+ |1− r̃i+1A..4+2i | <

< 2−3−2i + 2−4−2i + 2−1−2i =
11

16
2−2i < 2−2i−1/2.

Ñëåäñòâèå 6.2. |1− riA| < 2−2i−1
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

|1− riA| ≤ |1− riA..4+2i |+ ri |A− A..4+2i | < 2−2i−1−1/2 + 2−3−2i < 2−2i−1

.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ri åñòü ïðèáëèæåíèå ê R ñ òî÷íîñòüþ 21−2i−1
.

Îöåíêà ñëîæíîñòè

Îïðåäåëèì ñïåöèàëüíóþ ôóíêöèþM(n), êîòîðàÿ, âî-ïåðâûõ, íå ìåíüøå ñëîæíî-
ñòè óìíîæåíèÿ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë, à âî-âòîðûõ äëÿ ëþáûõ x, y ∈ N ïðè x ≤ y

âûïîëíåíî
M(x)/x ≤M(y)/y. (2)

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò ñóïåðëèíåéíîñòü: M(x + y) ≥ M(x) + M(y). Èç
ìåòîäà Ø�åíõàãå�Øòðàññåíà ñëåäóåò, ÷òî M(n) = O(n log n log log n).

Òåîðåìà 6.1. Ñëîæíîñòü èíâåðòèðîâàíèÿ (ñ òî÷íîñòüþ 2−n) ñîñòàâëÿåò

I(n) = O(M(n)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî ÷èñëà ñ òî÷íîñòüþ 2−n äîñòàòî÷íî
îïðåäåëèòü ri âïëîòü äî i = dlog2 ne + 1. Âû÷èñëåíèå ri+1, îòòàëêèâàÿñü îò ri,
ìîæíî âûïîëíèòü çà 2 óìíîæåíèÿ (5 + 2i)-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë è îäíîãî âû÷èòàíèÿ
ñî ñëîæíîñòüþ 2M(5 + 2i) +O(2i). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäíåãî ri
áóäåò çàòðà÷åíî

dlog2 ne+1∑
i=0

(2M(5 + 2i) +O(2i)) ≤ 2M
(
2dlog2 ne+2 + 5 log2 n+ 10

)
+O(n) = O(M(n))

îïåðàöèé. Ïîñëåäíèé ïåðåõîä ñïðàâåäëèâ â ñèëó M(cn) = O(M(n)), ãäå c � êîí-
ñòàíòà.
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Òàêèì îáðàçîì, ôàêòè÷åñêè ñëîæíîñòü èíâåðòèðîâàíèÿ è, êàê ñëåäñòâèå, äå-
ëåíèÿ, ïî ïîðÿäêó íå âûøå ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ.

Óêàçàííûé ìåòîä èíâåðòèðîâàíèÿ áûë ïðåäëîæåí Ñ. Êóêîì îêîëî 1966 ã.
Ïî ñóùåñòâó, ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ïåðåëîæåíèåì èçâåñòíîãî ìåòîäà Íüþòîíà�
Ðàôñîíà íà äèñêðåòíûé ñëó÷àé: â ìåòîäå Íüþòîíà�Ðàôñîíà äëÿ ïîèñêà ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ f(x) = 0 ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàöèÿ xi+1 = xi − f(xi)

f ′(xi)
. Â íàøåì ñëó÷àå

f(x) = A− 1/x.

Àðèôìåòèêà ìíîãî÷ëåíîâ

Îò ÷èñåë ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ îñíîâíûõ îïåðàöèé ñ ìíîãî÷ëåíàìè. Áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì R ñ åäèíèöåé áåç äåëèòå-
ëåé íóëÿ. Ìíîãî÷ëåí êîäèðóåòñÿ íàáîðîì ñâîèõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïðè ðåàëèçàöèè
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ ìíîãî÷ëåíàìè ñëîæíîñòü áóäåì èçìåðÿòü ÷èñëîì
àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé: ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé, óìíîæåíèé, äåëåíèé, óìíîæå-
íèé â êîëüöå R.

Î÷åâèäíî, ñëîæåíèå èëè âû÷èòàíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè, ìåíüøåé n, èìååò
ñëîæíîñòü n. Äëÿ óìíîæåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìîäèôèêàöèåé àëãîðèòìà
Ø�åíõàãå�Øòðàññåíà, êîòîðûé â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíîâ èìååò äàæå áîëåå ïðîñòîå
ñòðîåíèå, ÷åì äëÿ ÷èñåë. Óìíîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ â êîëüöå R[x]/(x2m +1), è òàêæå
èñïîëüçóåòñÿ ÄÏÔ. Ïðàâäà, ïðèõîäèòñÿ îòäåëüíî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé êîëüöà
R õàðàêòåðèñòèêè 2, ò.ê. ÄÏÔ ïîðÿäêà ñòåïåíè äâîéêè íå îïðåäåëåíî â êîëüöå
R[x]/(x2m +1). Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäëàãàåòñÿ óìíîæàòü â êîëüöàõ R[x]/(x2·3m +x3m +

1) è èñïîëüçîâàòü ÄÏÔ ïîðÿäêà ñòåïåíè òðîéêè.

Ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ìåòîäîì Ø�åíõàãå�Øòðàññåíà,
êàê è â ñëó÷àå ÷èñåë, ñîñòàâëÿåò O(n log n log log n), ïðè ýòîì äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ
íåèçâåñòíû ìåòîäû ñ ëó÷øèì ïîðÿäêîì ñëîæíîñòè.

Ðîëü òî÷íîñòè â çàäà÷å èíâåðòèðîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ èãðàåò ÷èñëî èçâåñòíûõ
êîýôôèöèåíòîâ. Ïóñòü çàäàí ìíîãî÷ëåí f(x), ìëàäøèé êîýôôèöèåíò f(0) êîòî-
ðîãî îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïóñòü rn(x)f(x) = 1 mod xn, ò.å. rn(x) = f−1(x) mod xn.
Òîãäà î÷åðåäíîå ïðèáëèæåíèå r2n(x) = f−1(x) mod x2n ìîæåò áûòü íàéäåíî èç
àíàëîãè÷íîãî (1) ñîîòíîøåíèÿ

r2n(x) = 2rn(x)− f(x)r2
n(x). (3)

Ñëîæíîñòü I(n) íàõîæäåíèÿ ìëàäøèõ n êîýôôèöèåíòîâ îáðàòíîãî ìíîãî-
÷ëåíà, òàêèì îáðàçîì, ñîñòàâëÿåò O(M(n)), ãäå M(n) � ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè
óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n − 1, äîïîëíåííàÿ, êàê è äëÿ ÷èñåë, óñëîâè-
åì M(x)/x ≤M(y)/y ïðè x ≤ y.
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Äåëåíèå ñ îñòàòêîì

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî q(x) è îñòàòêà r(x) îò äåëåíèÿ ìíîãî-
÷ëåíà a(x), deg a < 2n, íà ìíîãî÷ëåí b(x), deg b = n. Îïèñûâàåìûé äàëåå ñïîñîá
âû÷èñëåíèé áûë ïðåäëîæåí Ô. Øòðàññåíîì.

Ïðåäñòàâèì äåëèìûé ìíîãî÷ëåí â âèäå a(x) = h(x)xn + g(x), deg g < n. Ïåðå-
ïèøåì ðàâåíñòâî a(x) = q(x)b(x) + r(x) â âèäå

h(x)xn = q(x)b(x) + r′(x), (4)

ãäå r′(x) = r(x)− g(x).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå c̃(x) = xdeg cc

(
1
x

)
, êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû

ìíîãî÷ëåíà c̃ ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà c, ïåðåïèñàííûìè â îáðàò-
íîì ïîðÿäêå.

Ïîäñòàâèì â (4) 1/x âìåñòî x è óìíîæèì íà xdeg h+n:

xdeg h+nh

(
1

x

)
x−n = xdeg h+nq

(
1

x

)
b

(
1

x

)
+ xdeg h+nr′

(
1

x

)
,

îòêóäà, çàìå÷àÿ, ÷òî deg h = deg q, ïîëó÷àåì

h̃(x) = q̃(x)̃b(x) + r̃′(x)xn+deg h−deg r′ ,

è äàëåå, äîìíîæåíèåì íà xn−1−deg h:(
h̃(x)xn−1−deg h

)
=
(
q̃(x)xn−1−deg h

)
b̃(x) +

(
r̃′(x)xn−1−deg r′

)
xn.

Ìíîãî÷ëåíû â ñêîáêàõ îáîçíà÷èì ÷åðåç ĥ(x), q̂(x), r̂(x) ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî,
ñòåïåíè âñåõ òðåõ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíû n− 1. Ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

ĥ(x) = q̂(x)̃b(x) + r̂(x)xn, (5)

êîòîðîå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

Íàéäåì ìíîãî÷ëåí i(x) =
(
b̃(x)

)−1

mod xn. Èç (5) ñëåäóåò, ÷òî q̂(x) =

i(x)ĥ(x) mod xn, ò.å. ÷àñòíîå q(x) îïðåäåëÿåòñÿ èç ïðîèçâåäåíèÿ i(x)ĥ(x). Íàêîíåö,
îñòàòîê íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå r(x) = (q(x)b(x) − a(x)) mod xn. Òàêèì îáðàçîì,
ñëîæíîñòü D(n) ðàññìîòðåííîãî àëãîðèòìà ìîæíî îöåíèòü êàê I(n) + 2M(n) +

O(n).

Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû

1. Îáîñíîâàòü ñîîòíîøåíèå M(cn) = O(M(n)), êîòîðîå èñïîëüçîâàëîñü ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå òåîðåìû 1.
2. Îòòàëêèâàÿñü îò ìåòîäà Íüþòîíà�Ðàôñîíà, ïîñòðîèòü àëãîðèòì ïðèáëèæåí-
íîãî âû÷èñëåíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ, ñëîæíîñòü êîòîðîãî ïî ïîðÿäêó ðàâíàM(n).
3. Äîêàçàòü ôîðìóëó (3).
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Àðèôìåòèêà ÷èñåë. Ëîãàðèôì è

ýêñïîíåíòà

Àðèôìåòèêî-ãåîìåòðè÷åñêîå ñðåäíåå

Ïóñòü a, b ≥ 0. Ïîëîæèì a0 = a, b0 = b è ïðè ëþáîì k ≥ 1 ïîëîæèì ak = ak−1+bk−1

2

è bk =
√
ak−1bk−1. Àðèôìåòèêî-ãåîìåòðè÷åñêèì ñðåäíèì ÷èñåë a è b íàçûâàåòñÿ

ïðåäåë ââåäåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

ÀÃÑ(a, b) = lim
k→∞

ak = lim
k→∞

bk.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak} è {bk} ñõîäÿòñÿ ê ïðåäåëó î÷åíü áûñòðî: ðàçíîñòü
ak− bk ñòàíîâèòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà 2−n ïðè k ≈ log2(n log2 |a− b|). Áîëåå òî÷íî
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé. Äëÿ óäîáñòâà âñþäó äàëåå
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a ≥ b.

Ëåììà 7.1. Ïóñòü 1 ≤ a
b
≤ 1 + 22m. Òîãäà

à) an
bn
≤ 1 + 22m−n

;

á) ïðè n ≥ m ñïðàâåäëèâî an
bn
≤ 1 + 23−2n+1−m

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ï. à) èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 0 ñîîòíîøåíèå ãàðàí-
òèðóåòñÿ óñëîâèåì ëåììû. Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä äîêàçûâàåò âûêëàäêà:

an+1

bn+1

=
1

2

(√
an
bn

+

√
bn
an

)
≤
√
an
bn
≤
√

1 + 22m−n < 1 + 22m−n−1

.

Òàêæå èíäóêöèåé äîêàæåì ï. á). Ïðè n = m èìååì ÷àñòíûé ñëó÷àé ï. à).
Ïîëîæèì an

bn
= 1 + ε, òîãäà(

an+1

bn+1

)2

=

(√
1 + ε+ 1√

1+ε

2

)2

=
1 + ε+ 2 + 1

1+ε

4
≤ 4 + ε2

4
≤
(

1 +
ε2

8

)2

â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ 1
1+ε
≤ 1−ε+ε2. Ñëåäîâàòåëüíî, an+1

bn+1
≤ 1+ ε2

8
, à èç ε ≤ 23−2n+1−m

ñëåäóåò ε2

8
≤ 23−2n+2−m

. Ëåììà äîêàçàíà.

42
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Ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû. Òåîðåìà Ãàóññà

Ïðè a, b > 0 îïðåäåëèì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

I(a, b) =

∫ +∞

0

dx√
(x2 + a2)(x2 + b2)

,

îòíîñÿùèéñÿ ê ñåìåéñòâó ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 7.1 (Ãàóññ).

I(a, b) =
π

2ÀÃÑ(a, b)
.

Òåîðåìà âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ äâóõ ëåìì.

Ëåììà 7.2. Ïðè a ≥ b
π

2a
≤ I(a, b) ≤ π

2b
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî I(a, a) ≤ I(a, b) ≤ I(b, b). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

I(a, a) =

∫ +∞

0

dx

x2 + a2
=

1

a

∫ +∞

0

dy

y2 + 1
=

1

a
arctg y

∣∣∣∣+∞
0

=
π

2a
.

Ëåììà 7.3.

I(a, b) = I

(
a+ b

2
,
√
ab

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u = 1
2

(
x− ab

x

)
. Çàìåòèì, ÷òî

(x2 + a2)(x2 + b2) = x2(a+ b)2 + (x2 − ab)2 = 4x2

(
u2 +

(
a+ b

2

)2
)
.

Êðîìå òîãî,

x du =
x

2

(
1 +

ab

x2

)
dx =

1

2

(
x+

ab

x

)
dx =

√
u2 + ab dx.

Òîãäà

I(a, b) =
1

2

∫ +∞

0

dx

x
√
u2 +

(
a+b

2

)2
=

1

2

∫ +∞

−∞

du√(
u2 +

(
a+b

2

)2
)

(u2 + ab)

=

=

∫ +∞

0

du√(
u2 +

(
a+b

2

)2
)

(u2 + ab)

= I

(
a+ b

2
,
√
ab

)
.

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíà ïðîñòàÿ ëåììà:
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Ëåììà 7.4.

I(1, b) = 2

∫ √b
0

dx√
(x2 + 1)(x2 + b2)

.

Äîêàçàòåëüñòâî.∫ +∞

√
b

dx√
(x2 + 1)(x2 + b2)

=

∫ 0

√
b

−bdu
u2
√

((b/u)2 + 1)(b/u)2 + b2)
=

=

∫ √b
0

du√
(u2 + b2)(u2 + 1)

.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé � îíà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ýë-
ëèïòè÷åñêèìè èíòåãðàëàìè è ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Ëåììà 7.5. Åñëè b ∈ (0, 1], òî

0 ≤ I(1, b)− (2 + b2/2) ln

(√
1

b
+

√
1 +

1

b

)
+

1

2
b
√

1 + b ≤ 1

5
b3/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. À) Äëÿ íà÷àëà íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïðîñòûå ñîîòíîøåíèÿ: ïðè α ≥
0

1− α

2
≤ 1√

1 + α
≤ 1− α

2
+
α2

2
.

Ëåâîå íåðàâåíñòâî âåðíî â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè α ≤ 2:

(1−α/2)2(1 +α) = (1−α+α2/4)(1 +α) = 1−α2 +
α2

4
(1 +α) = 1 +

α2

4
(α− 3) ≤ 1.

Ïðàâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç

(1− α/2 + α2/2)2 = 1− α + α2 +
1

4
(α− α2)2 ≥ 1− α + α2 ≥ 1

1 + α
.

Á) Âûïèøåì ïðîèçâîäíûå äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

ln
(
x+
√
x2 + b2

)′
=

1√
x2 + b2

,
(
x
√
x2 + b2

)′
=

2x2 + b2

√
x2 + b2

.

Â) Íèæíÿÿ îöåíêà ëåììû äîêàçûâàåòñÿ êàê

I(1, b) = 2

∫ √b
0

dx√
(x2 + 1)(x2 + b2)

≥
∫ √b

0

2− x2

√
x2 + b2

dx =

=

∫ √b
0

2 + b2/2√
x2 + b2

dx−
∫ √b

0

x2 + b2/2√
x2 + b2

dx =

= (2 + b2/2) ln
(
x+
√
x2 + b2

)∣∣∣√b
0
− x

2

√
x2 + b2

∣∣∣√b
0

=

= (2 + b2/2) ln

(√
b+
√
b+ b2

b

)
− 1

2
b
√

1 + b.
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Ã) Âåðõíÿÿ îöåíêà ñëåäóåò èç öåïî÷êè íåðàâåíñòâ:

∫ √b
0

1√
(x2 + b2)

(
2√

x2 + 1
− (2− x2)

)
dx ≤

≤
∫ √b

0

1√
(x2 + b2)

x4dx ≤ 1

b

∫ √b
0

x4dx =
1

5
b3/2.

Ëåììà äîêàçàíà.

Àëãîðèòì Áðåíòà�Ñàëàìèíà

Ïóñòü äàíî ÷èñëî X, è òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü lnX ñ òî÷íîñòüþ 2−2N . Îáùóþ ñõåìó
âû÷èñëåíèé îïèñûâàåò äèàãðàììà:

X −→ 2nX = X0 ∈ [2N+1, 2N+2) −→

−→ b =

(
2X0

X2
0 − 1

)2

, X0 =
√

1/b+
√

1 + 1/b −→

−→ ÀÃÑ(1, b) −→ I(1, b) =
π

2ÀÃÑ(1, b)
−→

−→ lnX0 ≈ I(1, b)/2 −→ lnX = lnX0 − n ln 2.

Ïðåäâàðèòåëüíî äîìíîæåíèåì íà ïîäõîäÿùóþ ñòåïåíü äâîéêè âõîä àëãîðèò-
ìà ïðèâîäèòñÿ ê èíòåðâàëó X0 ∈ [2N+1, 2N+2). Ýòî ãàðàíòèðóåò äîñòàòî÷íóþ ìà-
ëîñòü ïàðàìåòðà b, òàêîãî, ÷òî X0 =

√
1/b +

√
1 + 1/b. À èìåííî, b ≤ 2−2N .

Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 7.5, lnX0 = I(1, b)/2 + b/4 + ε. Ïðè ýòîì ε ïî àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíå ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó êàê b3/2

10
+ b2

8
+ b2

4
lnX0. Åñëè N ≥ 2, òî

ε ≤ b
(

1
5·2N+1 + 1

22N+3 + N+2
22N+2

)
≤ b/4, ñëåäîâàòåëüíî, | lnX0 − I(1, b)/2| ≤ b/2.

Ïîìèìî âû÷èñëåíèÿ ÀÃÑ, àëãîðèòì ñîäåðæèò íåñêîëüêî àääèòèâíûõ îïåðà-
öèé, èíâåðòèðîâàíèé è óìíîæåíèé, â òîì ÷èñëå óìíîæåíèé íà êîíñòàíòû π è ln 2,
êîòîðûå òîæå íóæäàþòñÿ â âû÷èñëåíèè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòè êîíñòàíòû óæå
âû÷èñëåíû ñ òî÷íîñòüþ, ïî ìåíüøåé ìåðå, äî íåñêîëüêèõ ìèëëèîíîâ çíàêîâ �
è ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ ëþáûõ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé. Èíà÷å, äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ óêàçàííûõ (è ìíîãèõ äðóãèõ) êîíñòàíò ñ òî÷íîñòüþ 2−n èçâåñòíû àëãîðèòìû
ñëîæíîñòè O(log n)M(n), èõ ìû îñòàâèì çà ñêîáêàìè.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû èíòåãðàë I(1, b) áûë âû÷èñëåí ñ òî÷íîñòüþ b/2. Òîãäà òî÷-
íîñòü, ñ êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ lnX0 îöåíèâàåòñÿ êàê 3b/4 è, ïðè íàäëåæàùåé òî÷-
íîñòè çàêëþ÷èòåëüíîãî âû÷èòàíèÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ lnX ìîæåò áûòü îöåíåíà
êàê b.

Îöåíèì òî÷íîñòü ε, ñ êîòîðîé íàäî âû÷èñëèòü ÀÃÑ(1, b), ÷òîáû îáåñïå÷èòü
òî÷íîñòü b/2 äëÿ I(1, b). Äëÿ ýòîãî ñ òî÷íîñòüþ b íàäî âû÷èñëèòü îòíîøåíèå
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π/ÀÃÑ(1, b) (äåëåíèå íà 2 âûïîëíÿåòñÿ òî÷íî è ïðè ýòîì âäâîå óìåíüøàåòñÿ ïî-
ãðåøíîñòü). Òàê êàê íåêîòîðûé çàïàñ òî÷íîñòè (ñêàæåì, b/2) íóæíî îñòàâèòü
äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ è óìíîæåíèÿ íà π, òî ïðèáëèæåííîå ê ÀÃÑ çíà÷åíèå ÀÃÑ∗

äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ |π/ÀÃÑ∗−π/ÀÃÑ(1, b)| ≤ b/2. Ýòî ïîçâîëÿåò
âûïèñàòü ñîîòíîøåíèå äëÿ ε âèäà∣∣∣∣ π

ÀÃÑ(1, b)− ε
− π

ÀÃÑ(1, b)

∣∣∣∣ ≤ b/2.

Íåñëîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ε ≤ b(ÀÃÑ(1, b)/π)2. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîëîæèòü
ε = 2−2N−2 log2N−c0 ïðè ïîäõîäÿùåé êîíñòàíòå c0.

Òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ÀÃÑ

Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî âûïîëíÿåìûå â õîäå àëãîðèòìà äåéñòâèÿ äàþò ïðèáëèæåí-
íûé ðåçóëüòàò (â ñëó÷àå êâàäðàòíîãî êîðíÿ, ýòî â ïðèíöèïå íåèçáåæíî). Îöå-
íèì ðîñò àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ïðè âû÷èñëåíèè ÀÃÑ. Ïóñòü â äåéñòâèòåëü-
íîñòè âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ak} è {bk} âû÷èñëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{a′k = ak+eak} è {b′k = bk+ebk}. Îáîçíà÷èì ek = max{|eak|, |ebk|}. Ïóñòü EM è EQ îáî-
çíà÷àþò ïîãðåøíîñòü âûïîëíåíèÿ óìíîæåíèÿ è âû÷èñëåíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ
ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 7.6.

ek+1 ≤ 2
ak+1

bk+1

ek +
e2
k

bk+1

+ EQ +
√
EM .

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ïîãðåøíîñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëüøå ïðèðàñòàåò ïðè
âû÷èñëåíèè bk.

|b′k+1 −
√
akbk| =

∣∣∣∣√a′kb
′
k + eMk + eQk −

√
akbk

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣√a′kb

′
k + eMk −

√
a′kb
′
k

∣∣∣∣+
∣∣∣√a′kb

′
k −

√
akbk

∣∣∣+ EQ. (7.1)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî |
√
α + β −

√
α| ≤

√
|β|, ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷à-

ñòè (7.1) ìîæíî îöåíèòü êàê
√
EM .

Ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà |
√

1 + ε − 1| ≤ |ε| âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷à-
ñòè (7.1) îöåíèì êàê∣∣∣∣√(ak + eak)(bk + ebk)−

√
akbk

∣∣∣∣ ≤
≤
√
b′k
∣∣√ak + eak −

√
ak
∣∣+
√
ak

∣∣∣∣√bk + ebk −
√
bk

∣∣∣∣ ≤
≤

√
b′k
ak
ek +

√
ak
bk
ek = 2

ak+1

bk+1

ek + ek

√
bk
ak

(√
b′k/bk − 1

)
≤ 2

ak+1

bk+1

ek +
e2
k

bk+1

.
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Ëåììà äîêàçàíà.
Ïîäáèðàÿ ïàðàìåòðû EQ ≤ ek/3, EM ≤ e2

k/9 è, òàê êàê ìîæíî ïîëàãàòü (ïðè

íàäëåæàùåì âûáîðå e0) 3ek ≤ bk+1, òî èìååì ek+1 ≤
(

2ak+1

bk+1
+ 1
)
ek è, êàê ñëåä-

ñòâèå,
ek ≤ (2ak/bk + 1)(2ak−1/bk−1 + 1) · . . . · (2a1/b1 + 1)e0.

Â íàøåì ñëó÷àå

a0/b0 = 1/b =

(
X2

0 − 1

2X0

)2

≤
(

22N+4 − 1

2N+3

)2

< 22N+2 < 1 + 221+dlog2(N+1)e
.

Ïóñòü m = dlog2(N + 1)e + 1. Òîãäà ïðè ïîìîùè ëåììû 1 ïðè k ≤ m − 1 ìîæíî
îöåíèòü 2ak/bk + 1 êàê 3 + 22m−k+1 < 22m−k+2. À ïðè k ≥ m óêàçàííîå âûðàæåíèå
îöåíèì êàê 2am/bm + 1 ≤ 2(1 + 2) + 1 < 23. Òåïåðü ïðè k = L+m− 1 ïîëó÷àåì

ek ≤ 2(2m−1+2)+...+(21+2)+3Le0 < 22m+2m+3Le0.

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà

Îöåíèì ÷èñëî èòåðàöèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÀÃÑ ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ. Ïî-
ñêîëüêó ñîãëàñíî ëåììå 1: ak − bk ≤ 23−2k+1−m

bk, òî ïðè k ≥ 2m + c1 ïîãðåø-
íîñòü, ñ êîòîðîé ëþáîå èç ÷èñåë ak è bk ïðèáëèæàåò ÀÃÑ(1, b), íå ïðåâîñõîäèò
ε/2 = 2−2N−2 log2N−c0−1. Âûáèðàÿ e0 â âèäå 2−4N−7 log2N−c2 , ïîëó÷àåì ek < ε/2 �
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ÀÃÑ â àëãîðèòìå íå ïðåâîñõîäèò ε.

Òàêèì îáðàçîì, ÀÃÑ âû÷èñëÿåòñÿ çà 2 log2N + O(1) èòåðàöèé, íà êàæäîé èç
êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óìíîæåíèå è èçâëå÷åíèå êîðíÿ ñ (4 + o(1))N -ðàçðÿäíûìè
÷èñëàìè. Ïîýòîìó îáùàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò O(logN)M∗(N).

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî b äîëæíî áûòü äàíî ñ òî÷íîñòüþ 2−(4+o(1))N , ñëåäîâàòåëüíî
÷èñëî X äîëæíî áûòü èçâåñòíî ñ òî÷íîñòüþ äî (2 + o(1))N çíàêîâ.
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Áûñòðûé âàðèàíò àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ n! áûë ïðåäëîæåí Ø�åíõàãå îêîëî
1994 ã. � îí èìååò ñëîæíîñòü O(M(log n!)) = O(M(n log n)) è îñíîâàí íà èäåå
¾äåëåíèÿ ïîïîëàì¿.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {pi} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â ïî-
ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n, ðàâ-
íî π(n) ∼ n

lnn
(Àäàìàð, Âàëëå Ïóññåí).

Ìåòîä Ø�åíõàãå ñîñòîèò â âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèé â îáðàòíîì ïî-
ðÿäêå:

n! = 2kx0, x0 = x2
1y1, x1 = x2

2y2, x2 = x2
3y3, . . . , xs = 1,

ãäå yi ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, âõîäÿùèõ â xi−1 â íå÷åò-
íîé ñòåïåíè, è ïîýòîìó xi ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì; k � ñòåïåíü âõîæäåíèÿ äâîéêè â
n!. Íàïðèìåð,

21! = 218x0, x0 = 39 · 54 · 73 · 11 · 13 · 17 · 19,

x1 = 34 · 52 · 7, y1 = 3 · 7 · 11 · 13 · 17 · 19,

x2 = 32 · 5, y2 = 7.

x3 = 3, y3 = 5,

x4 = 1, y4 = 3.

Ïóñòü ei(N) � ñòåïåíü, â êîòîðîé ÷èñëî pi âõîäèò â N . Èçâåñòíî (è ëåãêî
ïðîâåðÿåòñÿ), ÷òî

ei(n!) = bn/pic+ bn/p2
i c+ bn/p3

i c+ . . . = bn/pic+ ei(bn/pic!). (1)

Ïðèíöèïèàëüíî âû÷èñëåíèå ôàêòîðèàëà ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ: (I) ïîèñê ïðî-
ñòûõ ÷èñåë pi ≤ n, (II) âû÷èñëåíèå ïîêàçàòåëåé ei(n!) è ei(yj), (III) íåïîñðåäñòâåí-
íîå âû÷èñëåíèå ôàêòîðèàëà ïðè ïîìîùè äåéñòâèé âèäà x2y.
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Ýòàï III

Ðàññìîòðèì òðåòèé ýòàï. Îöåíèì âåëè÷èíó ÷èñåë xi è yi.

Ëåììà 8.1. Ïóñòü n! < 22t. Òîãäà xi < 22t−i
è åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p äåëèò yi,

òî p ≤ n/2i−2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé x2
i ≤ xi−1 è x0 ≤ n!.

Äîêàæåì âòîðîå.
à) Åñëè p|yi, òî p|xi−1, p2|xi−2 è ò.ä. Îêîí÷àòåëüíî, p2i−1|x0.
á) Çàìåòèì, ÷òî ei(n!) < n/pi + n/p2

i + . . . = n/(pi − 1), îòêóäà ei(n!) ≤ n− 1.
â) Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè pm|n!, òî p ≤ 2n/m. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè pi > 2n/m, òî

ei(n!) = bn/pic+ ei(bn/pic!) ≤ 2bn/pic − 1 ≤ 2bm/2c − 1 < m.

ã) Ïîýòîìó èç à) ñëåäóåò, ÷òî p ≤ n/2i−2.
Îöåíèì ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ yj, åñëè äàíû ei(yj). Ñëîæíîñòü ïåðåìíîæåíèÿ

2s ÷èñåë äëèíû b íå ïðåâîñõîäèò

2s−1M(b) + 2s−2M(2b) + . . .+M(2s−1b) = O(sM(2sb)).

Ïî ëåììå ÷èñëî yj ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íå áîëåå ÷åì π(n/2j−2) (ïðîñòûõ)
÷èñåë äëèíû log2 n, ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(M(n/2j) log n).

×èñëî xj−1, åñëè äàíû ÷èñëà xj è yj âû÷èñëÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(M(2t−j)),
ò.ê. ÷èñëî xj ñîãëàñíî ëåììå èìååò äëèíó íå áîëåå 2t−j, à yj � íå áîëåå, ÷åì xj−1,
ò.å. 2t−j+1.

Ñóììèðóÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ yj è xj−1 ïî âñåì j è ó÷èòûâàÿ, ÷òî 2t =

O(n log n), ïîëó÷àåì äëÿ ñëîæíîñòè ýòàïà III îöåíêó

log2 n∑
j=0

O(M(n/2j) log n+M(2t/2j)) = O(M(n) log n+M(2t)) = O(M(n log n)).

Ýòàï II

Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü òîëüêî íàáîð ïîêàçàòåëåé ei(n!), ò.ê. äëÿ
ëþáîãî j ïîêàçàòåëü ei(yj) ñîâïàäàåò ñ (j−1)-ì ðàçðÿäîì ÷èñëà ei(n!) (íóìåðàöèÿ
ñ íóëÿ). Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïîñòðîåíèþ:

ei(n!) = ei(y1) + 2ei(y2) + . . .+ 2s−1ei(ys).

Ïðè êàæäîì i ïîêàçàòåëü ei(n!) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (1) çà O(log n) äå-
ëåíèé è ñëîæåíèé log n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë, ò.å. ñî ñëîæíîñòüþ O(M(log n) log n).
Îáùàÿ ñëîæíîñòü, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïðåâîñõîäèò π(n)O(M(log n) log n) =

O(nM(log n)).
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Ýòàï I

Åñëè âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñõåìîé èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, òî âñå
íåîáõîäèìûå ïðîñòûå ÷èñëà pi ñëåäóåò ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè çàðàíåå. Îäíàêî ïðè
ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ýòè ïðîñòûå
÷èñëà òîæå äîëæíû áûòü âû÷èñëåíû.

Äàëåå ìû áåç äîêàçàòåëüñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå

ln lnn <
∑
i≤π(n)

1

pi
< ln lnn+ C,

ñïðàâåäëèâîå ïðè ëþáîì n ≥ 2.
Ïóñòü íàì äàíû ïðîñòûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå

√
n. Òîãäà îñòàëüíûå ïðî-

ñòûå ÷èñëà â èíòåðâàëå [
√
n, n] ìîãóò áûòü íàéäåíû ìåòîäîì ¾ðåøåòà Ýðàòîñôå-

íà¿. Äëÿ ýòîãî ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñëîæåíèÿìè âû÷èñëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

pi, 2pi, . . . , mipi,

òàêèå, ÷òî mi = bn/pic. Âñåãî ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòîÿò íå áîëåå ÷åì èç
n
∑

i≤π(
√
n)

1
pi

= Θ(n log log n) ÷èñåë. Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü èõ âû÷èñëåíèÿ
ñîñòàâëÿåò O(n log n log log n).

Çàìåòèì, ÷òî äâà óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðà äëèíû k è l ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû
â îäèí óïîðÿäî÷åííûé íàáîð íå áîëåå ÷åì çà k + l − 1 îïåðàöèé ñðàâíåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Êàê ñëåäñòâèå, íàáîð èç m óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ
ñóììàðíîé äëèíû N ìîæíî óïîðÿäî÷èòü çà O(N logm) îïåðàöèé ñðàâíåíèÿ, åñëè
ïðîâîäèòü ïîïàðíûå îáúåäèíåíèÿ â áèíàðíîì äåðåâå. Îïåðàöèÿ ñðàâíåíèÿ ÷èñåë
äëèíû b èìååò ñëîæíîñòü O(b).

Ðàçîáüåì èñõîäíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ãðóïïû: â j-é ãðóïïå � ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëàì pi, π(n2−1−j

) < i ≤ π(n2−j
), ãäå 1 ≤ j <

log2 log2 n.
Ïî ïîñòðîåíèþ, j-ÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç

n
∑

π(n2−1−j
)<i≤π(n2−j

)

1

pi
= nΘ(log(2−j/2−1−j)) = O(n)

÷èñåë. Ïðè ýòîì â j-é ãðóïïå íå áîëåå π(n2−j
) < n2−j

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü óïîðÿäî÷èâàíèÿ ÷èñåë â j-é ãðóïïå ìîæíî îöåíèòü

êàê O(n log n2−j
) = 2−jO(n log n) îïåðàöèé ñðàâíåíèÿ log2 n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë, ò.å.

2−jO(n log2 n). Ñóììàðíàÿ ñëîæíîñòü óïîðÿäî÷èâàíèé ïî âñåì ãðóïïàì ñëåäîâà-
òåëüíî îöåíèâàåòñÿ êàê O(n log2 n).

Ïîëó÷åííûå log2 log2 n óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ äëèíû íå áîëåå n óïîðÿ-
äî÷èâàþòñÿ çà log2 log2 n îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïðè ýòîì äëèíà âñåõ ïðîìå-
æóòî÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ íå ïðåâîñõîäèò n � ñëîæíîñòü ýòîãî øàãà
O(n log n log log n).
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Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç P (n) ñëîæíîñòü ãåíåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðî-
ñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n, òî ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå

P (n) ≤ P (
√
n) +O(n log2 n),

îòêóäà ñëåäóåò P (n) = O(n log2 n).
Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ñëîæíîñòè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè âû÷èñëåíèÿ n! ïîëó-

÷àåì îöåíêó O(M(n log n) + n log2 n).


