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Следствие 1. Пусть d > 1 — заданное число. Задача поиска базиса про-
странства всех периодов функции алгебры логики степени не выше d по
ее многочлену Жегалкина может быть решена полиномиальным алго-
ритмом относительно числа переменных этой функции.
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В современной электронике многие преобразования выполняются кон-
вейерными схемами. Конвейерная схема считывает значения входов и об-
новляет значения выходов на каждом такте рабочей частоты, но соответ-
ствующий входному набору аргументов результат вычисляется с задерж-
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кой (латентностью) в несколько тактов. Это побуждает рассмотреть следу-
ющую модель вычислений, которую мы назовем программами с запазды-
ванием. Программа с запаздыванием t над базисом B и множеством вход-
ных переменных X определяется как разновидность неветвящейся про-
граммы:

g1 = f1(Y1), g2 = f2(Y2), . . . , gk = fk(Yk),

где fi ∈ B и Yi ⊂ X ∪
⋃
j≤i−t{gj}. При t = 1 имеем обычную неветвящу-

юся программу. При t > 1 выбор аргументов для выполнения очередной
операции ограничен результатами, полученными не менее t шагов назад.

Как обычно, k (длина последовательности) называется сложностью про-
граммы. Программа реализует оператор F , если каждая компонента опе-
ратора функционально эквивалентна некоторой функции gi. Через C(t)

B (F )
обозначим сложность оператора F — минимальную длину реализующей
его программы с запаздыванием t.

Основной вопрос: насколько вычисление конкретного оператора слож-
нее в модели программ с запаздыванием относительно модели обычных
неветвящихся программ. Заметим, что в модели с запаздыванием любые
t последовательных функций gi+1, gi+2, . . . , gi+t вычисляются независимо.
Таким образом, модели присуща локальная параллельность.

Очевидно,
C

(1)
B (F ) ≤ C

(t)
B (F ) ≤ t · C(1)

B (F ). (1)

Рассмотрим несколько простых примеров вычислений над базисом из
одной операции умножения B = {∗}. Первые два примера демонстрируют
достижимость как оптимистической, так и пессимистической границ (1).
Параметр t далее считаем постоянным.

Пример 1. Возведение в N -ю степень.
Утверждение 1. C(t)

B

(
xN
)
∼ t log2N.

Доказательство. Верхнюю оценку дает метод Брауэра [2] и (1). Для до-
казательства нижней достаточно заметить, что за серию из t шагов (на-
помним, что они выполняются независимо) максимум вычисленных пока-
зателей степени xM может быть не более чем удвоен. �

Пример 2. Вычисление последовательных степеней.
Утверждение 2. C(t)

B

(
x, x2, . . . , xN

)
∼ N.

Доказательство. За t−1 серий по tшагов легко получить степени x2, . . . , xt

(на самом деле, достаточно log2 t серий). Далее, в каждой очередной серии
из t шагов можно последовательно вычислять степени x(k+1)t, x(k+1)t−1, . . . ,
xkt+1. Длина описанной программы не превосходит N + t2. �
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Из общих соображений ясно, что запаздывание не замедляет существен-
но вычисление операторов, допускающих эффективные параллельные ре-
ализации. Напомним, что глубина программы определяется как глубина
изображающего ее графа (схемы), т. е. как длина максимального ориенти-
рованного пути от входа к выходу.
Лемма 1. Если оператор F вычисляется неветвящейся программой над
базисом B со сложностью C и глубиной D, то C(t)

B (F ) ≤ C + tD.
Доказательство. Программу можно разбить на D подпрограмм (слоев),
состоящих из независимых (параллельно выполняемых) шагов. Подпро-
грамма из k независимых шагов тривиально реализуется dk/te сериями из
t шагов в модели с запаздыванием t, откуда следует требуемая оценка. �

Утверждение 2 выводится из леммы 1, поскольку последовательные N
степеней переменной x легко вычислить программой сложности N − 1 и
глубины dlog2Ne.

В свете сказанного вопрос о замедлении вычислений в модели программ
с запаздыванием содержателен для операторов, программы оптимальной
сложности для которых имеют глубину, по порядку совпадающую со слож-
ностью. Следующие два примера иллюстрируют эту ситуацию.

Пример 3. Вычисление префиксов πi = x1 · . . . · xi, 1 ≤ i ≤ N .
Утверждение 3. C(t)

B (π1, . . . , πN) ∼ 2tN/(t+ 1).
Доказательство.Докажем нижнюю оценку. Разобьем программу на серии
из t операций. Предположим, что вычисление укладывается в k серий.
Пусть программа вычисляет максимальное произведение x1 · . . . · xN как
x1 · p1 · . . . · pk, где pi — множитель, добавляемый в i-й серии. Допускается,
что некоторые pi могут быть равны 1.

Вычисление всех pi требует не менееN−1−k шагов программы. Учиты-
вая, что еще минимум N − 1 шагов требуется для вычисления собственно
префиксов, длина программы оценивается как 2(N − 1) − k. Получаем
оценку kt ≥ 2(N − 1)− k, откуда следует k ≥ 2(N − 1)/(t+ 1).

Иначе, нижнюю оценку можно получить, отталкиваясь от известного
соотношения C + D ≥ 2N − 2 для сложности C и глубины D программ,
реализующих префиксы N переменных, см. [3]. Поскольку для программы
с запаздыванием t выполнено D ≤ C/t+ 1, то (1 + 1/t)C & 2N .

Покажем, что оценка достижима. Пусть для простоты N = k(t + 1).
Максимальный префикс вычисляется по формуле

πN = x1 · p1 · xt+2 · p2 · x2(t+1)+1 · . . . · pk, pi = x(i−1)(t+1)+2 · . . . · xi(t+1).



126 И.С. Сергеев

Обозначим pi, j = x(i−1)(t+1)+2 · . . . · x(i−1)(t+1)+j+1 — промежуточные стадии
вычисления pi (при этом pi = pi, t). Остальные префиксы получаются как

πi(t+1)+1 = πi(t+1) ·xi(t+1)+1, πi(t+1)+j = πi(t+1)+1 ·pi+1, j−1, j = 2, . . . , t+ 1.

Программу можно составить, последовательно объединяя серии следу-
ющего вида при i от 2− t до k − 1:

pi+t−1, 2, pi+t−2, 3, . . . , pi+1, t, πi(t+1)+1,

πi(t+1)−1, πi(t+1)−2, . . . , πi(t+1)−t+1, π(i+1)(t+1).

Неопределенные величины из программы исключаются (заменяются чем
угодно). Длина программы равна 2t(k + t− 2) = 2N/(t+ 1) +O(t2). �

Сделаем еще одно элементарное наблюдение. Пусть X1, . . . , Xt — рав-
номощные группы переменных. Очевидно,

C
(t)
B (F (X1), . . . , F (Xt)) ≤ t · C(1)

B (F ). (2)

В следующем примере (несмотря на схожесть с предыдущим) свойство (2)
позволяет избежать существенных потерь во времени при переходе к мо-
дели программ с запаздыванием.

Пример 4. Вычисление дополняющих произведений ci =
∏

j 6=i xj,
1 ≤ i ≤ N .
Утверждение 4. C(t)

B (c1, . . . , cN) ∼ 3N.
Доказательство. Сложность системы в модели без запаздывания равна
3N − 6, см. [1]. Схема, доставляющая оптимальную оценку в этой модели,
состоит из последовательной части (вычисление префиксов πi = x1·. . .·xi и
суффиксов σi = xi · . . . ·xN) и параллельной части (произведения суффик-
сов и префиксов). Но эту схему можно перестроить в более параллельную.

Пусть N = tk. Разобьем множество переменных на t групп
Xj = (x(j−1)k+1, . . . , xjk), j = 1, . . . , t, мощности k. Обозначим префикс-
ные и суффиксные произведения в каждой из групп через πi, j = πi(Xj) и
σi, j = σi(Xj). Положим формально π0, j = σk+1, j = 1. Через pj = πk, j = σ1, j

обозначим произведение всех переменных группы Xj.
Если i = (j − 1)k+ l, где 1 ≤ l ≤ k, то ci можно вычислить по формуле

ci(x1, . . . , xN) = cj(p1, . . . , pt) · πl−1, j · σl+1, j. (3)

Множество всех суффиксов k переменных вычисляется тривиально не-
ветвящейся программой длины k− 1. Поэтому согласно (2) все σi, j, и сре-
ди них pj, могут быть вычислены программой с запаздыванием t длины
t(k − 1).
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Далее, за t − 1 серий по t шагов можно вычислить все дополняющие
группы Xj произведения uj = cj(p1, . . . , pt).

При каждом j произведения uj · πl−1, j, 1 ≤ l ≤ k, образуют систему
префиксов {πi(uj, Xj) | 1 ≤ i ≤ k}. Согласно (2), они вычисляются про-
граммой длины t(k − 1).

Теперь любое произведение (3) может быть получено одним умноже-
нием выражения uj · πl−1, j, найденного на предыдущем шаге, и суффик-
са σl+1, j. Эти умножения независимы, поэтому могут быть выполнены за
N шагов. Общая длина программы не превосходит 2t(k − 1) + N + t2 =
3N +O(t2). �

Иначе, этот результат можно получить как следствие из леммы 1: систе-
ма дополняющих произведений N переменных вычисляется неветвящейся
программой сложности 3N+o(N) и глубины o(N), что по сути и доказано
в утверждении 4.
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Рассмотрим тестирование схем из функциональных элементов (СФЭ),
реализующих произвольные булевы функции. Пусть имеется СФЭ S, ре-
ализующая булеву функцию f(x̃n), где xn = (x1, x2, . . . , xn). Пусть на S
воздействует источник неисправностей U так, что один или несколько эле-
ментов схемы S переходят в неисправное состояние. Тогда схема S вместо
исходной функции f(x̃n) будет реализовывать некоторую, возможно, от-




