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Ïðåäèñëîâèå

Áûñòðûå âû÷èñëåíèÿ � îäíà èç íàèáîëåå çíà÷èìûõ îáëàñòåé ïðèëîæåíèÿ
óñèëèé ìàòåìàòèêîâ. Â ñîâðåìåííîì ìèðå � öàðñòâå ðàçíîîáðàçíûõ ôîðì ýëåê-
òðîíèêè è èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà � ïðàêòè÷åñêè âñå ñôåðû æèçíè ïðîíè-
çàíû ïëîäàìè ýòîé òåîðèè.

Öåëüþ íàñòîÿùèõ çàìåòîê ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìàòèçàöèÿ íàèáîëåå ïëîäîòâîðíûõ
èäåé, âåäóùèõ ê áûñòðûì ìåòîäàì âû÷èñëåíèé. Èçëîæåíèå ïîñòðîåíî âîêðóã
âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, à òàêæå åå ðàçíî-
âèäíîñòè � ôîðìóë. Ýòî ñäåëàíî ñîçíàòåëüíî: ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷òîáû íå ïåðå-
ãðóæàòü ïîíÿòèéíûé àïïàðàò, ñ äðóãîé � ÷òîáû íå ïûòàòüñÿ îáúÿòü íåîáúÿòíîå,
ïóñòü ýòî è îãðàíè÷èâàåò âûáîð ïðèëîæåíèé äëÿ èëëþñòðàöèè èäåé.

Ïðèâîäèìûå ïðèìåðû îõâàòûâàþò ïðåèìóùåñòâåííî áóëåâû è àðèôìåòè-
÷åñêèå (àëãåáðàè÷åñêèå) âû÷èñëåíèÿ êàê íàèáîëåå ïðàêòè÷åñêè âîñòðåáîâàí-
íûå è èíòåíñèâíî èññëåäóåìûå òåîðèåé ñëîæíîñòè. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïî-
ïóëÿðíûå, ñòàâøèå êëàññè÷åñêèìè ìîíîãðàôèè î ñëîæíîñòè áóëåâûõ ôóíê-
öèé [314, 176, 56, 217] íàïèñàíû ñ àêöåíòîì íà íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè. Ñïî-
ñîáàì áûñòðûõ âû÷èñëåíèé â íèõ îòâîäèòñÿ âòîðîñòåïåííàÿ ðîëü � â îñíîâíîì,
äëÿ äåìîíñòðàöèè òî÷íîñòè íèæíèõ îöåíîê. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà îò÷àñòè âîñïîë-
íÿåò ýòîò ïðîáåë.

Àëãåáðàè÷åñêèì àëãîðèòìàì, êàê ïðàâèëî, èìåþùèì íåïîñðåäñòâåííûé âû-
õîä íà ïðèëîæåíèÿ, óäåëÿåòñÿ áîëüøå âíèìàíèÿ. Ïîæàëóé, íàèáîëåå ïîëíî
ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ áûñòðûõ àëãåáðàè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ èçëîæåíà â [189],
ïîâûøåííîå âíèìàíèå âû÷èñëåíèÿì ñ ìàòðèöàìè è ìíîãî÷ëåíàìè óäåëÿåòñÿ
â [141, 261]. Õîðîøèì ââåäåíèåì â òåîðèþ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ñëóæàò êíè-
ãè [21, 154]. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà âêëþ÷àåò òîëüêî íåñêîëüêî ôðàãìåíòîâ òåîðèè,
äåìîíñòðèðóþùèõ ðàçíîîáðàçèå âû÷èñëèòåëüíûõ ïðèåìîâ.

Êîíå÷íî, âûáîð ñþæåòîâ äëÿ êíèãè áûë ïðîäèêòîâàí âêóñàìè àâòîðà. Ïî-
ìèìî øèðîêî èçâåñòíûõ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ñèíòåçà â íåé ðàññêàçûâàåòñÿ î
ðåçóëüòàòàõ ïîñëåäíèõ 10�20 ëåò. Òåîðèÿ áûñòðûõ âû÷èñëåíèé ïðîäîëæàåò ðàç-
âèâàòüñÿ, õîòÿ êàæäûé ñëåäóþùèé øàã äàåòñÿ âñå òðóäíåå.

Èãîðü Ñåðãååâ
Ñõîäíÿ/Ìîñêâà,
àïðåëü 2022 ã.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Áàçîâàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü, êîòîðóþ ìû ðàññìàòðèâàåì, � ýòî ñõåìû èç
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (äàëåå, ïðîñòî ñõåìû). Ñõåìà íàä áàçèñîì (ìíîæå-
ñòâîì ôóíêöèé) B � ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ, â
êîòîðîì âåðøèíû, íå èìåþùèå âõîäÿùèõ ðåáåð, îòìå÷åíû êàê âõîäû, à âåðøè-
íû, íå èìåþùèå èñõîäÿùèõ ðåáåð, îòìå÷åíû êàê âûõîäû.

Âõîäàì ïðèïèñàíû ñèìâîëû ïåðåìåííûõ èëè êîíñòàíò áàçèñà B, îñòàëüíûì
âåðøèíàì1) � ñèìâîëû ôóíêöèé èç áàçèñà B. Ôóíêöèîíèðîâàíèå ñõåìû îïðå-
äåëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì, îò âõîäîâ ê âûõîäàì: â êàæäîé âåðøèíå âû-
÷èñëÿåòñÿ ñîïîñòàâëåííàÿ åé ôóíêöèÿ, àðãóìåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò ôóíêöèè,
ïîñòóïàþùèå ïî âõîäÿùèì â âåðøèíó ðåáðàì.

Ñõåìà ðåàëèçóåò îïåðàòîð F , åñëè íà âûõîäàõ ñõåìû âû÷èñëÿþòñÿ âñå êîì-
ïîíåíòû îïåðàòîðà. Íà ðèñ. 1à) èçîáðàæåíà ñõåìà, âû÷èñëÿþùàÿ àðèôìåòè÷å-
ñêóþ ñóììó òðåõ áèò 2y2 + y1 = x1 + x2 + x3 ïî ïðàâèëàì2) y1 = x1 ⊕ x2 ⊕ x3,
y2 = x1(x2⊕x3)⊕x2x3. Â íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé ñèòóàöèè ñõåìà èìååò îäèí
âûõîä è ðåàëèçóåò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ.
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Ðèñ. 1: Ïðèìåð ñõåìû (à) è ôîðìóëû (á)

Ñëîæíîñòü ñõåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî âåðøèí â åå ãðàôå áåç ó÷åòà âõî-
äîâ. Ñëîæíîñòü îïåðàòîðà F ïðè ðåàëèçàöèè ñõåìàìè íàä áàçèñîì B îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê ñëîæíîñòü ìèíèìàëüíîé ðåàëèçóþùåé åãî ñõåìû è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
CB(F ). Ãëóáèíà ñõåìû � ýòî äëèíà (èçìåðÿåìàÿ â ðåáðàõ èëè ôóíêöèîíàëüíûõ
ýëåìåíòàõ) ìàêñèìàëüíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî âõîä è âûõîä
ñõåìû. Ïî àíàëîãèè, ãëóáèíà îïåðàòîðà F îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëüíàÿ ãëó-
áèíà ðåàëèçóþùåé åãî ñõåìû, è îáîçíà÷àåòñÿ êàê DB(F ). Ñëîæíîñòü è ãëóáèíà
êëàññà (ò.å. ìíîæåñòâà) îïåðàòîðîâ F îïðåäåëÿþòñÿ êàê CB(F) = maxF∈F CB(F )
è DB(F) = maxF∈F DB(F ).

Èçâåñòíî, ÷òî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ îïåðàòîðà â ëþáîì ïîëíîì êîíå÷íîì
áóëåâîì áàçèñå � îäíà è òà æå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà.

1Ýòè âåðøèíû íàçûâàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè.
2Çäåñü è äàëåå ñèìâîë êîíúþíêöèè áóäåò îïóñêàòüñÿ, êàê ýòî ïðèíÿòî äëÿ ìóëüòèïëèêà-

òèâíûõ îïåðàöèé.
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Ñõåìû íàä áàçèñîì èç åäèíñòâåííîé ïîëóãðóïïîâîé îïåðàöèè {+} íàçûâàþò-
ñÿ àääèòèâíûìè ñõåìàìè. Ââèäó îñîáîé ðîëè àääèòèâíûõ ñõåì â òåîðèè ñèíòåçà
äëÿ ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà LA ñ ìàòðèöåé A òàêèìè ñõå-
ìàìè ìû èñïîëüçóåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå L+(A) âìåñòî C{+}(LA); ïðè ýòîì
óäîáíî ãîâîðèòü, ÷òî ñõåìà âû÷èñëÿåò ñàìó ìàòðèöó A. Ïóñòü òàêæå L(A) îçíà-
÷àåò ñëîæíîñòü óíèâåðñàëüíîé àääèòèâíîé ñõåìû, ò.å. ïðàâèëüíî âû÷èñëÿþùåé
ìàòðèöó A â ëþáîé êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïå.

Ôîðìóëà � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ñõåìû, â êîòîðîì çàïðåùåíû âåòâëåíèÿ âåð-
øèí: èç ëþáîé âåðøèíû ãðàôà èñõîäèò íå áîëåå îäíîãî ðåáðà. Ïîä ñëîæíî-
ñòüþ ôîðìóëû ïðèíÿòî ïîíèìàòü ÷èñëî âõîäîâ ïåðåìåííûõ3). Íà ðèñ. 1á) èçîá-
ðàæåí ïðèìåð ôîðìóëû, âû÷èñëÿþùåé ôóíêöèþ ãîëîñîâàíèÿ maj3(x1, x2, x3) =
(x1 ∨ x2)x3 ∨ x1x2.

Ôîðìóëó ìîæíî òàêæå èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âûðàæåíèå, êîòîðîå ìîæíî çà-
ïèñàòü â îäíó ñòðî÷êó (îòñþäà � íàçâàíèå òåðìèíà). Äëÿ òàêîé èíòåðïðåòàöèè
ëó÷øå ïîäîéäåò ñëåäóþùåå èíäóêòèâíîå ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå. Ôîðìóëà íàä
áàçèñîì B, ñëîæíîñòü ôîðìóëû, ãëóáèíà ôîðìóëû è ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ôîð-
ìóëîé, îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 0) êîíñòàíòû áàçèñà ÿâëÿþòñÿ ôîð-
ìóëàìè ñëîæíîñòè è ãëóáèíû 0; 1) ñèìâîëû ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè
ñëîæíîñòè 1, ãëóáèíû 0 è ðåàëèçóþò ñîîòâåòñòâóþùèå òîæäåñòâåííûå ôóíê-
öèè; 2) âûðàæåíèå G(F1, ..., Fk), ãäå G � ñèìâîë, îáîçíà÷àþùèé îòëè÷íóþ îò
êîíñòàíòû k-ìåñòíóþ ôóíêöèþ g ∈ B, à Fi � ôîðìóëà ñëîæíîñòè Li è ãëóáèíû
Di, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ fi, ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ñëîæíîñòè L1 + . . .+Lk, ãëó-
áèíû max{D1, ..., Dk}+ 1 è ðåàëèçóåò ôóíêöèþ g(f1, . . . , fk). Â áèíàðíîì ñëó÷àå
(k = 2) äëÿ çàïèñè ôîðìóëû ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü ñèìâîëû áèíàðíûõ îïåðàöèé:
âìåñòî G(F1, F2) ïèøóò F1 ◦ F2, ãäå g = x ◦ y.

Â óêàçàííîì îïðåäåëåíèè F1, . . . , Fk íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè ïîäôîðìóëàìè
ôîðìóëû G(F1, ..., Fk).

Ñëîæíîñòü îïåðàòîðà F ïðè ðåàëèçàöèè ôîðìóëàìè íàä áàçèñîì B (íå çà-
âèñèò îò ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ΦB(F ). Ïî àíàëîãèè ñî
ñõåìàìè ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå ΦB(F) äëÿ ôîðìóëüíîé ñëîæíîñòè êëàññà îïåðà-
òîðîâ F . Ãëóáèíà ðåàëèçàöèè ëþáîãî îïåðàòîðà ñõåìàìè è ôîðìóëàìè íàä îäíèì
è òåì æå áàçèñîì ñîâïàäàåò, ïîýòîìó ìû èñïîëüçóåì åäèíîå îáîçíà÷åíèå DB. Ïðè
èññëåäîâàíèè ãëóáèíû âû÷èñëåíèé ÷àñòî óäîáíî ðàññìàòðèâàòü èìåííî ôîðìó-
ëû êàê òîïîëîãè÷åñêè áîëåå ïðîñòîé îáúåêò ïî ñðàâíåíèþ ñî ñõåìàìè.

Âàæíûé ïîäêëàññ ôîðìóë îáðàçóþò áåñïîâòîðíûå ôîðìóëû. Áåñïîâòîðíîé
íàçûâàåòñÿ ôîðìóëà, â êîòîðîé ñèìâîë êàæäîé ïåðåìåííîé âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå
îäíîãî ðàçà. Ôóíêöèè, ðåàëèçóåìûå áåñïîâòîðíûìè ôîðìóëàìè íàä áàçèñîì B,
òàêæå íàçûâàþòñÿ áåñïîâòîðíûìè èëè, åñëè òî÷íåå, áåñïîâòîðíî âûðàçèìûìè â
áàçèñå B.

Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå áóëåâû áàçèñû: ñòàíäàðòíûé áàçèñ B0 = {∨,∧, }, áàçèñ
Æåãàëêèíà B1 = {⊕,∧, 1}, ìîíîòîííûé áàçèñ BM = {∨,∧}, áàçèñ B2 èç âñåõ
äâóìåñòíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé (áèíàðíûé áàçèñ), óíàðíûé áàçèñ U2 = B2\{⊕,∼}.
Çäåñü ¾∼¿ îçíà÷àåò áóëåâó îïåðàöèþ ýêâèâàëåíòíîñòè.

3Íî ýòî íå î÷åíü ïðèíöèïèàëüíî, ïîñêîëüêó â ôîðìóëå íàä êîíå÷íûì áàçèñîì ÷èñëî âõîäîâ
è ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ � âåëè÷èíû îäíîãî ïîðÿäêà.
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Îñíîâíûå àðèôìåòè÷åñêèå áàçèñû äëÿ âû÷èñëåíèé íàä ïîëóêîëüöîì R: ïîë-
íûé áàçèñAR = {+,−, ∗}∪{ax|a ∈ R}, ëèíåéíûé áàçèñARL = {+,−}∪{ax|a ∈ R},
ìîíîòîííûé áàçèñ AR+ = {+, ∗}, ïîëíûé áàçèñ ñ äåëåíèåì ARD = {+,−, ∗, /} ∪
{ax|a ∈ R} (â ñëó÷àå áàçèñà ñ äåëåíèåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî R � êîëüöî).

Ïðèíÿòûå ñîãëàøåíèÿ

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè âûðàæåíèé ìû áóäåì îïóñêàòü îáîçíà÷åíèÿ áàçèñà â
ôóíêöèîíàëàõ ñëîæíîñòè (ñêàæåì, ïèñàòü C(F ) âìåñòî CB(F )) â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà èñïîëüçóåìûé áàçèñ ïîíÿòåí èç êîíñòåêñòà, íàïðèìåð, âíóòðè äîêàçàòåëü-
ñòâà óòâåðæäåíèé.

Àíàëîãè÷íî, â îáîçíà÷åíèÿõ àðèôìåòè÷åñêèõ áàçèñîâ è îïåðàòîðîâ ìû áó-
äåì îïóñêàòü óêàçàíèÿ íà ïîëóêîëüöî R, íàä êîòîðûì ïðîèçâîäÿòñÿ âû÷èñëå-
íèÿ (íàïðèìåð, ïèñàòü A âìåñòî AR èëè Mn âìåñòî MR

n ), êîãäà ýòî ïîíÿòíî èç
êîíòåêñòà.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîðÿäêîâ ðîñòà íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé ìû èñïîëüçóåì
ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ: f ≺ g ðàâíîñèëüíî f = o(g); f 4 g ðàâíîñèëüíî
f = O(g); f � g ðàâíîñèëüíî f = ω(g); f < g ðàâíîñèëüíî f = Ω(g); f � g
ðàâíîñèëüíî f = Θ(g); f ∼ g, f . g, f & g îçíà÷àþò àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâî
è íåðàâåíñòâà.

Äàëåå X (àíàëîãè÷íî Y , Z) êàê ïðàâèëî áóäåò îçíà÷àòü íàáîð ïåðåìåííûõ xi,
âîçìîæíî îðãàíèçîâàííûõ â âèäå ìàòðèöû (xi,j).

Îáîçíà÷åíèÿ

B � áóëåâî ìíîæåñòâî {0, 1}
N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1, 2, 3, . . .
N0 � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë 0, 1, 2, . . .
P � ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë
[[n]] � ìíîæåñòâî {0, 1, . . . , n− 1}
Ck
n � ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïî k
Pn � êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ
Mn � êëàññ ìîíîòîííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ
Sn � êëàññ ñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ
P(A) � âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A
E[A] � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñîáûòèÿ A
‖X‖ � âåñ áóëåâà âåêòîðà (÷èñëî åäèíèö)
|A| � âåñ ìàòðèöû (÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ)
u� v � ïîêîìïîíåíòíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ u è v
A⊗B � êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A è B 59
T1 ⊗ T2 � òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñèñòåì áèëèíåéíûõ ôîðì T1 è T2 59
T1 ⊕ T2 � ïðÿìàÿ ñóììà ñèñòåì áèëèíåéíûõ ôîðì T1 è T2 114
CB(F ) � ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè îïåðàòîðà F ñõåìàìè íàä áàçèñîì B 6
ΦB(F ) � ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè îïåðàòîðà F ôîðìóëàìè íàä áàçèñîì B 7
DB(F ) � ãëóáèíà ðåàëèçàöèè îïåðàòîðà F â áàçèñå B 6
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C(F ),Φ(F ) � ñëîæíîñòü îïåðàòîðà F â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì áóëåâîì áàçèñå
8

L+(A) � ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ìàòðèöû A àääèòèâíûìè ñõåìàìè â áàçè-
ñå {+} 7

L(A) � ñëîæíîñòü óíèâåðñàëüíîé àääèòèâíîé ñõåìû äëÿ ìàòðèöû A 7
CACd (F ) � ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè îïåðàòîðà F AC-ñõåìàìè ãëóáèíû d 135
C
AC[⊕]
d (F ) � ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè îïåðàòîðà F AC[⊕]-ñõåìàìè ãëóáèíû d

135
W+
d (A) � ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ìàòðèöû A ëèíåéíûìè ñõåìàìè ãëóáèíû d

â áàçèñå {+} 136
Wd(A) � ñëîæíîñòü óíèâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñõåìû ãëóáèíû d äëÿ ìàòðèöûA

136
DA(n) � ìèíèìàëüíàÿ ãëóáèíà äåðåâà íà n âõîäàõ èç êîìïðåññîðîâ A 47
B2 � áàçèñ èç âñåõ äâóìåñòíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé (áèíàðíûé áóëåâ áàçèñ) 7
B0 � ñòàíäàðòíûé áóëåâ áàçèñ {∨,∧, } 7
B1 � áàçèñ Æåãàëêèíà {⊕,∧, 1} 7
BM � ìîíîòîííûé áóëåâ áàçèñ {∨,∧} 7
B3 � áàçèñ {maj3(x, y, z), x, 1} 44
U2 � óíàðíûé áàçèñ äâóìåñòíûõ ôóíêöèé B2 \ {⊕,∼} 7
Uk � óíàðíûé áàçèñ k-ìåñòíûõ ôóíêöèé 44
AR � ïîëíûé àðèôìåòè÷åñêèé áàçèñ {+,−, ∗} ∪ {ax|a ∈ R} íàä ïîëóêîëü-

öîì R 8
ARL � ëèíåéíûé àðèôìåòè÷åñêèé áàçèñ {+,−} ∪ {ax|a ∈ R} 8
AR+ � ìîíîòîííûé àðèôìåòè÷åñêèé áàçèñ {+, ∗} 8
ARD � àðèôìåòè÷åñêèé áàçèñ ñ äåëåíèåì {+,−, ∗, /} ∪ {ax|a ∈ R} íàä êîëü-

öîì R 8
ARD+ � ìîíîòîííûé àðèôìåòè÷åñêèé áàçèñ ñ äåëåíèåì {+, ∗, /} íàä êîëü-

öîì R 19
ÀÃÑ(a, b) � àðèôìåòèêî-ãåîìåòðè÷åñêîå ñðåäíåå ÷èñåë a è b 68
cB � êîíñòàíòà ðàâíîìåðíîñòè áàçèñà B 49
Ck � öèêë äëèíû k â ãðàôå 126
mon f � ìíîæåñòâî ìîíîìîâ ìíîãî÷ëåíà f 147
rkR T � ðàíã ñèñòåìû áèëèíåéíûõ ôîðì T íàä ïîëóêîëüöîì R 57
rkR T � ãðàíè÷íûé ðàíã ñèñòåìû áèëèíåéíûõ ôîðì T íàä ïîëóêîëüöîì R

58
tw(G) � äðåâåñíàÿ øèðèíà ãðàôà G 125
CONNn(X) � ôóíêöèÿ (s, t)-ïðîâîäèìîñòè n-âåðøèííîãî ãðàôà 17
CWk,n(X) � ìíîãî÷ëåí öèêëè÷åñêèõ áëóæäàíèé äëèíû k â ãðàôå íà n âåð-

øèíàõ 125
DR
n � îïåðàòîð äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ èç R[x] ïî ìîäóëþ xn 55

ÄÏÔN, ζ [R] � äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîðÿäêà N ñ ïðèìèòèâíûì
êîðíåì ζ â êîëüöå R 25

HAMn(X) � ãàìèëüòîíèàí ïîðÿäêà n 18
HomG,n(X) � ìíîãî÷ëåí ãîìîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé ãðàôà G íà ïîëíûé n-

âåðøèííûé ãðàô 126



10

In(x) � îïåðàòîð èíâåðòèðîâàíèÿ n-ðàçðÿäíîãî ÷èñëà x ∈ [1/2, 1] ñ òî÷íîñòüþ
2−n 53

LA � ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé A 7
Λn � ëèíåéíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ, x1 ⊕ . . .⊕ xn 11
majn � ôóíêöèÿ ãîëîñîâàíèÿ n áóëåâûõ ïåðåìåííûõ 106
Mn, MR

n � îïåðàòîðû óìíîæåíèÿ n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë è ìíîãî÷ëå-
íîâ ñòåïåíè < n íàä ïîëóêîëüöîì R 23

M(n),MR(n) � ñãëàæåííûå ôóíêöèè ñëîæíîñòè îïåðàòîðîâ Mn è MR
n 30

MCR
n � îïåðàòîð ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèè äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ f, g ∈ R[x] ñòå-

ïåíè < n ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà h ñòåïåíè n, f(g(x)) mod h(x) 76
MMR

n � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ n× n ìàòðèö íàä ïîëóêîëüöîì R 24
MMR

m,n,p � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðà m× n è n× p íàä R 59
MODm

n � îïåðàòîð ñëîæåíèÿ n ïåðåìåííûõ ïî ìîäóëþ m 43
MODm,r

n � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ðàâåíñòâà ñóììû n ïåðåìåííûõ ÷èñëó r
ïî ìîäóëþ m, 43

µn(X;Y ) � ìóëüòèïëåêñîðíàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà n îò 2n èíôîðìàöèîííûõ
ïåðåìåííûõ yi: ïðèíèìàåò çíà÷åíèå yX 41

ÍÎÄn(a, b) (èëè ÍÎÄ(a, b)) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü n-ðàçðÿäíûõ ÷è-
ñåë èëè ìíîãî÷ëåíîâ a è b ñòåïåíè < n 13 30

QRn,m, QR
R
n,m � îïåðàòîðû äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì: n-ðàçðÿäíîãî ÷èñëà íà m-

ðàçðÿäíîå è ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè < n íà ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m íàä R 30 55
Σn � îïåðàòîð ñëîæåíèÿ n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë 12
Σm,n � îïåðàòîð ñëîæåíèÿ m øòóê n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë 48
SHn(v, x) � îïåðàòîð ñäâèãà n-ðàçðÿäíîãî ÷èñëà x íà v ïîçèöèé âëåâî 14
ÑËm,n � îïåðàòîð ñëèÿíèÿ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ äëèíû m è n 32
SORTn � îïåðàòîð ñîðòèðîâêè íàáîðà äëèíû n 31
STG(X) � ìíîãî÷ëåí Êèðõãîôà (ìíîãî÷ëåí îñòîâíûõ äåðåâüåâ) ãðàôà G 19
Tn,b(x) � îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷èñëà x < 2n èç b-è÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â

äâîè÷íîå 30
T kn � ìîíîòîííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ ñ ïîðîãîì k,

T kn = (x1 + . . .+ xn > k) 31

� Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû èëè ñëåäñòâèÿ.

I Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �

• Äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ.



Ãëàâà 1

Ïîñëåäîâàòåëüíûé ìåòîä s

Íà ñàìîì äåëå, ìåòîä íå èìååò ñïåöèàëüíîãî îáùåïðèíÿòîãî íàçâàíèÿ.
Ýòî ñàìûé ïðîñòîé ïóòü âû÷èñëåíèé, êîòîðûé ñðàçó ïðèõîäèò íà óì �
ïîïðîáîâàòü ñâåñòè çàäà÷ó ðàçìåðà n ê çàäà÷å ðàçìåðà n− 1.

Ñõåìû äëÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè s

Ëèíåéíóþ áóëåâó ôóíêöèþ n ïåðåìåííûõ Λn(x1, . . . , xn) = x1⊕x2⊕ . . .⊕xn ëåãêî
âû÷èñëèòü, ðóêîâîäñòâóÿñü ïðàâèëîì

Λn = xnΛn−1 ∨ xnΛn−1, èëè Λn = xnΛn−1 ∨ (xn ∨ Λn−1 ), (1.1)

ãäå Λn−1 � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn−1.

Òåîðåìà 1.1. CU2(Λn) 6 3n− 3, CB0(Λn) 6 4n− 4.

I Ôîðìóëû (1.1) ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèÿì CU2(Λn) 6 CU2(Λn−1)+3 è CB0(Λn) 6
CB0(Λn−1) + 4. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî òàêæå âåðíî CB0(Λn) 6 CB0(Λn−1) + 4, ïî-
ñêîëüêó ôîðìóëû (1.1) îñòàþòñÿ â ñèëå ïðè èíâåðñèè âõîäÿùèõ â íèõ ëèíåéíûõ
ôóíêöèé. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñõåìû èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.11). �

⊕
-
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· · ·
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: i
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i∨-

- �
��

-

(B0)

Ðèñ. 1.1: Ñõåìû äëÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè

Ïðîñòîé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ íà ñàìîì äåëå îêàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì. Ïðè
ýòîì äîêàçàòåëüñòâî íèæíèõ îöåíîê äâîéñòâåííî äîêàçàòåëüñòâó âåðõíèõ. Ñîîò-
âåòñòâóþùèé ñïîñîá ðàññóæäåíèÿ â òåîðèè íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè íàçûâàåò-
ñÿ ìåòîäîì ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò èëè ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòîâ. Ïðèâåäåì

1Ñõåìà â áàçèñå B0 íà ðèñ. 1.1 ðåàëèçóåò ëèíåéíóþ ôóíêöèþ èëè åå îòðèöàíèå â çàâèñèìîñòè
îò ÷åòíîñòè n.

11
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ïðîñòîé ïðèìåð â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò
Ê. Øíîððó [285].

Òåîðåìà 1.2 ([285]). CU2(Λn) > 3n− 3.

I Ïóñòü n > 2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ìèíèìàëüíóþ ñõåìó, âû÷èñëÿþùóþ
ëèíåéíóþ ôóíêöèþ f = Λn ⊕ σ, ãäå σ ∈ B. Ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó e1 ñõåìû
ïðèñîåäèíåíû âõîäû äâóõ ðàçíûõ ïåðåìåííûõ, îáîçíà÷èì èõ x è y. Ïî ñâîéñòâó
ôóíêöèé áàçèñà U2, ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû α, β ∈ B, òàêèå, ÷òî êàê ïðè ïîä-
ñòàíîâêå x = α, òàê è ïðè y = β âûõîä ýëåìåíòà e1 îáðàùàåòñÿ â êîíñòàíòó.
Çàìåòèì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ïåðåìåííûõ x, y (íà ñàìîì äåëå, îáå),
ñêàæåì, x, ïðèñîåäèíÿåòñÿ åùå ê êàêîìó-òî ýëåìåíòó e2 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïîäñòàíîâêà x = α óñòðàíÿëà áû çàâèñèìîñòü ôóíêöèè f îò y, è íàîáîðîò).

Òîãäà ïðè ïîäñòàíîâêå x = α ñõåìà óïðîùàåòñÿ: èç íåå ìîæíî óäàëèòü, ïî
ìåíüøåé ìåðå, ýëåìåíòû e1, e2 è íåêîòîðûé ýëåìåíò e3, ê êîòîðîìó ïðèñîåäèíÿë-
ñÿ âûõîä ýëåìåíòà e1. Íîâàÿ ñõåìà ðåàëèçóåò ëèíåéíóþ ôóíêöèþ n− 1 ïåðåìåí-
íûõ. Ïîëó÷àåì CU2(f) > min{CU2(Λn−1), CU2(Λn−1)}, îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò
òðåáóåìàÿ îöåíêà. �

• Òî÷íîñòü îöåíêè òåîðåìû 1.1 äëÿ áàçèñà B0 äîêàçàë Í. Ï. Ðåäüêèí â [63] òàêæå ìåòî-

äîì ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò, íî äîêàçàòåëüñòâî òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ íåñêîëüêèõ ñëó÷àåâ. Áî-

ëåå òîãî, Ðåäüêèí [66] äîêàçàë, ÷òî â ëþáîì ïîëíîì áóëåâîì áàçèñå B ïðè n > 2 âûïîëíåíî

CB(Λn) 6 7(n− 1), ïðè÷åì ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, â áàçèñå B = {∧, }.

Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà ñóììàòîðà s

×åðåç Σn áóäåì îáîçíà÷àòü áóëåâ (2n, n + 1)-îïåðàòîð ñëîæåíèÿ n-ðàçðÿäíûõ
÷èñåë: Σn(A,B) = A+B. Ïóñòü â äâîè÷íîé çàïèñè

A = [an−1, an−2, . . . , a0], B = [bn−1, bn−2, . . . , b0], A+B = [zn, zn−1, . . . , z0].

Òåîðåìà 1.3. CB2(Σn) 6 5n− 3.

I Ðåçóëüòàò äàåò ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ ïðîñòîé øêîëüíûé ìåòîä ñëîæåíèÿ. Åå
ñòðóêòóðà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.2.

FA3

? ?

?

� �zn

zn−1

cn−1

an−1 bn−1

· · · FA3

? ?

?

� �c2

z1

c1

a1 b1

HA

? ?

?
z0

a0 b0

Ðèñ. 1.2: Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà ñóììàòîðà

Ïîñëåäîâàòåëüíî äâèãàÿñü îò ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ ê ñòàðøèì, âñÿêèé ðàç çíà-
÷åíèå î÷åðåäíîãî ðàçðÿäà ñóììû è ïåðåíîñà â ñëåäóþùèé ðàçðÿä âû÷èñëÿåòñÿ
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ñõåìîé ñóììàòîðà òðåõ áèòîâ, îáîçíà÷àåìîé FA3 (ñîêðàùåíèå îò full adder), ïî
ôîðìóëàì

xi = ai ⊕ bi, yi = aibi, zi = xi ⊕ ci, ci+1 = yi ⊕ xici (1.2)

ñî ñëîæíîñòüþ 5, ñì. ðèñ. 1à). Â ìëàäøåì ðàçðÿäå ïåðåíîñà íåò, è ñëîæåíèå
âûïîëíÿåòñÿ áîëåå ïðîñòîé ñõåìîé HA (half adder � ïîëóñóììàòîð): z0 = x0 =
a0 ⊕ b0, c1 = y0 = a0b0. �

• Í. Ï. Ðåäüêèí â ðàáîòå [65] ïîêàçàë, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ñõåìà ìèíèìàëüíà, ò.å. CB2
(Σn) =

5n− 3. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ãîðàçäî ñëîæíåå, ÷åì äëÿ ñõåìíîé ñëîæíîñòè ëèíåéíîé ôóíêöèè.

Åñëè áàçèñ íå ñîäåðæèò ëèíåéíûõ ôóíêöèé (ñëó÷àé B0 èëè U2), òî ïåðåíîñû
óäîáíåå âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëàì2)

ci+1 = yi ∨ xici, xi = ai ∨ bi, yi = aibi. (1.3)

Íàïðèìåð, òàê ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè CU2(Σn) 6 7n− 4 è CB0(Σn) 6 9n− 5.
Àíàëîãè÷íî ñòðîÿòñÿ ñõåìû äëÿ âû÷èòàíèÿ.

Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Áèíàðíûé àëãîðèòì s

Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ÍÎÄ(a, b), êàê èçâåñò-
íî, ìîæíî âû÷èñëèòü ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Åâêëèäà çà O(n) èòåðàöèé âèäà3)

(a, b) = (b, a mod b).
Ïðè ðàáîòå â äâîè÷íîé àðèôìåòèêå íåñêîëüêî áîëåå åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ áèíàðíûé àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé É. Ñòàéíîì [298]. Îí ñîñòîèò â öèê-
ëè÷åñêîì âûïîëíåíèè èòåðàöèé:

1. Åñëè a < b, òî ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(b, a).

2. Åñëè b = 0, òî ÍÎÄ(a, b) = a.

Ïóñòü a′ = a mod 2, b′ = b mod 2.

3. Åñëè a′ = b′ = 0, òî ÍÎÄ(a, b) = 2 ·ÍÎÄ(a/2, b/2);

èíà÷å, åñëè a′ = 0, b′ = 1, òî ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(a/2, b);

èíà÷å, åñëè a′ = 1, b′ = 0, òî ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(a, b/2);

èíà÷å, ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ((a− b)/2, b).

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ïðîñìàòðèâàåò ÷èñëà (äâîè÷íóþ çàïèñü) ñïðàâà íàëå-
âî è ïîïóòíî ìîäèôèöèðóåò èõ. Äîâîëüíî î÷åâèäíî, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè
ñóììàðíàÿ äëèíà ÷èñåë a è b óìåíüøàåòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå íà 1, ïîýòîìó âû-
÷èñëåíèå ÍÎÄ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë òðåáóåò íå áîëåå 2n− 1 òàêèõ èòåðàöèé.

2Ðàçëè÷èå ìåæäó (1.2) è (1.3) ïðîèñòåêàåò èç äâóõ ñïîñîáîâ çàïèñè ôóíêöèè ãîëîñîâàíèÿ
òðåõ ïåðåìåííûõ: maj3(a, b, c) = ab⊕ ac⊕ bc = ab ∨ ac ∨ bc.

3Êàê òîëüêî íà êàêîì-òî øàãå ïîëó÷àåòñÿ (r, 0), äåëàåòñÿ çàêëþ÷åíèå ÍÎÄ(a, b) = r.
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Òåîðåìà 1.4. C(ÍÎÄn) 4 n2.

I Êàê îáû÷íî, äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ àëãîðèòìà ÍÎÄ â âèäå ñõåìû òðåáóåòñÿ
íåìíîãî äîïîëíèòåëüíîé ðàáîòû. Ñîåäèíèì ïîñëåäîâàòåëüíî 2n−1 áëîêîâ, êàæ-
äûé èç êîòîðûõ ðåàëèçóåò î÷åðåäíóþ èòåðàöèþ àëãîðèòìà. Áîëåå òî÷íî, i-é
áëîê îñóùåñòâëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå (ai, bi, ei, ki)→ (ai+1, bi+1, ei+1, ki+1, ri), ãäå ÷å-
ðåç (ai, bi) è (ai+1, bi+1) îáîçíà÷àåòñÿ ïàðà ÷èñåë (a, b) íà âõîäå è íà âûõîäå ïðè
a0 = a è b0 = b, ei+1 = ei ∨ (min{ai, bi} = 0) � ïðèçíàê âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ
øàãà 2 íà êàêîé-òî èç i ïåðâûõ èòåðàöèé (ïîëàãàåì e0 = 0), ki+1 = ki + a′i · b′i �
íàêàïëèâàþùèéñÿ ïðè âûïîëíåíèè ïóíêòà 1 øàãà 3 ïîêàçàòåëü ñòåïåíè äâîéêè â
ÍÎÄ (ïðè k0 = 0), ri = min{ai, bi} � íå÷åòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ÍÎÄ(a, b) â ñëó÷àå
âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ íà øàãå 2.

Âû÷èñëåíèÿ çàâåðøàåò ïîäñõåìà âûáîðà ïðàâèëüíîãî çíà÷åíèÿ. Íîìåð èòåðà-
öèè, íà êîòîðîé àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó, îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ei−1 · ei = 1.
Òîãäà ÍÎÄ(a, b) = 2kiri.

Êàæäûé èç áëîêîâ â öåïî÷êå âêëþ÷àåò ïîäñõåìû ñðàâíåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, ñëî-
æåíèÿ è âûáîðà (ìóëüòèïëåêñîð) è ïîýòîìó èìååò ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü. Ôèíàëü-
íàÿ ñõåìà âêëþ÷àåò ïîäñõåìó âûáîðà ñëîæíîñòè O(n2) (âûáîð ìîæíî âûïîëíèòü
ïî ôîðìóëå4) [k, r] =

∨
i(ei−1 · ei)[ki, ri]) è ïîäñõåìó ñäâèãà, ñëîæíîñòü êîòîðîé

îöåíèâàåòñÿ êàê O(n log n) ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé ëåììû (ñì. òàêæå â [43]).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç SHn(v, x) îïåðàòîð ñäâèãà n-ðàçðÿäíîãî ÷èñëà x íà v < n

ïîçèöèé âëåâî: (v, x)→ 2vx.

Ëåììà 1.1 ([43]). C(SHn) 4 n log n.

� Ïðîñòàÿ ñõåìà ðåàëèçàöèè ñäâèãà ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ìåòîäîì. Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ äâîè÷íîé çàïèñüþ âåëè÷èíû ñäâèãà: v = [vk, . . . , v0]. Ïîëîæèì x0 = x
è äàëåå xi = 22ivixi−1 ïðè i = 1, . . . , k. Òîãäà xk = 2vx.

Ñõåìà ñäâèãà ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ñîåäèíåíèåì k ∼ log2 n ïîäñõåì
(2, 1)-ìóëüòèïëåêñîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ vi âûáè-
ðàåò ëèáî xi−1, ëèáî 22ixi−1.

�

• Èìååòñÿ íå ìåíåå äåñÿòêà âàðèàöèé êàê àëãîðèòìà Åâêëèäà, òàê è áèíàðíîãî àëãîðèòìà: â

÷àñòíîñòè, åñòü ïðàâîñòîðîííÿÿ âåðñèÿ ïåðâîãî è ëåâîñòîðîííÿÿ âåðñèÿ âòîðîãî. Î òåîðåòè÷å-

ñêè áîëåå áûñòðûõ àëãîðèòìàõ ÍÎÄ ðå÷ü èäåò â ñëåäóþùåé ãëàâå, ñì. íà ñòð. 30.

Ôîðìóëû äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë s

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê ðàçðÿäó çàíèìàòåëüíûõ. Çàïèñàòü íàòóðàëüíîå
÷èñëî n ôîðìóëîé, èñïîëüçóÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, ñêîáêè è âîçìîæ-
íî ìåíüøåå ÷èñëî åäèíèö. Íàïðèìåð, ìèíèìàëüíàÿ çàïèñü äëÿ ÷èñëà 11 èìååò

4Äèçúþíêöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïîðàçðÿäíî.
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âèä (1+1)(1+1+1+1+1)+1. Èíà÷å ãîâîðÿ, ðå÷ü èäåò îá îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû
ΦAN

+
(n), êîòîðóþ äàëåå áóäåì êðàòêî îáîçíà÷àòü5) Φ+(n).
Ïåðâîå óïîìèíàíèå ýòîé çàäà÷è íàõîäÿò â ðàáîòå Ê. Ìàëåðà è ß. Ïîïêåíà

1953 ã. [248]. Íåñìîòðÿ íà èíòåðåñ ê ïðîáëåìå è íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ðåçóëüòàòîâ,
äîëãîå âðåìÿ áûëè èçâåñòíû òîëüêî ïðîñòûå îáùèå îöåíêè 3 log3 n 6 Φ+(n) <
3 log2 n ≈ 4.33 lnn (ïðè n > 2). Âåðõíþþ îöåíêó çäåñü äîñòàâëÿåò ñõåìà Ãîðíåðà.
Ëèøü â 2009 ã. Äæ. Çåëèíñêè ïîëó÷èë ïåðâóþ íåòðèâèàëüíóþ âåðõíþþ îöåíêó
è ïîçäíåå óëó÷øèë åå äî Φ+(n) < 3.76 lnn [319]. Ìû ïðåäëàãàåì ê ðàññìîòðåíèþ
óïðîùåííûé âàðèàíò åãî ìåòîäà.

Òåîðåìà 1.5 ([319]). Ïðè âñåõ n > 2 ñïðàâåäëèâî Φ+(n) 6 10 log12 n ≈ 4.02 lnn.

I Îáîçíà÷èì ÷åðåç vp(n) ÷èñëî öèôð p − 1 íà ìëàäøåì êîíöå p-è÷íîé çàïèñè
÷èñëà n. Èíà÷å ãîâîðÿ, ýòî íàèáîëüøåå k, ïðè êîòîðîì n ≡ −1 mod pk.

Òàêæå ââåäåì ïðåîáðàçîâàíèå
[∗−a

b

]
: n → n−a

b
. Ïðåäïîëàãàÿ b | (n − a),

çàìåòèì, ÷òî

Φ(n) 6 Φ

([
∗ − a
b

]
n

)
+ Φ(a) + Φ(b). (1.4)

Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n, ÷òî Φ(n) 6 C lnn ïðè ïîäõîäÿùåé (âîçìîæíî ìåíü-
øåé) êîíñòàíòå C � åå çíà÷åíèå áóäåò óñòàíîâëåíî â õîäå äîêàçàòåëüñòâà.

0) Ïðè 2 6 n 6 6 íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ñ êîíñòàíòîé C = 5/ ln 5 ≈ 3.11.
Òåïåðü, ïîëàãàÿ n > 7, äîêàæåì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä îò n − 1 ê n. Äàëåå äëÿ
êðàòêîñòè ïîëîæèì vp = vp(n).

1) Ïóñòü v2 6 1, èíà÷å ãîâîðÿ, n 6≡ 3 mod 4. Åñëè ìëàäøèå äâîè÷íûå ðàçðÿäû
n ðàâíû n1 è n0, òî ïåðåéäåì îò n ê n′ =

[∗−n1

2

] [∗−n0

2

]
n > 1 è âîñïîëüçóåìñÿ (1.4).

Ïîëó÷àåì Φ(n) 6 Φ(n′) + 5. Êàê ñëåäñòâèå, èíäóêòèâíûé ïåðåõîä äîêàçûâàåòñÿ
ïðè ëþáîì C > 5/ ln 4 ≈ 3.61.

2) Ïóñòü v3 = 0. Òîãäà a = n mod 3 6 1. Ïåðåéäåì îò n ê n′ =
[∗−a

3

]
n.

Ñîãëàñíî (1.4), ïîëó÷àåì Φ(n) 6 Φ(n′) + 4. Â ýòîì ñëó÷àå èíäóêòèâíûé ïåðåõîä
óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè C > 4/ ln 3 ≈ 3.64.

3) Â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå v2 > 2 è v3 > 1. Â ÷àñòíîñòè, n > 11. Çàìåòèì, ÷òî
n ≡ (2v23v3 − 1) mod 2v2+13v3 .

3.1) Ðàññìîòðèì n′ =
[∗−1

2

]v2n. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî 2 | n′ è v3(n′) = v3(n).
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ n′′ = n′/2 âûïîëíåíî n′′ ≡ 3v3−1

2
mod 3v3 . Òàêèì îáðàçîì,

òðîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà n′′ îêàí÷èâàåòñÿ íà v3 åäèíèö. Ïîýòîìó ïðè n′′ 6= 3v3−1
2

âîçìîæåí ïåðåõîä ê n′′′ =
[∗−1

3

]v3n′′, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ê 1 =
[∗−1

3

]v3−1
n′′. Â

îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

Φ(n) 6 Φ(n′′′) + 3v2 + 2 + 4v3 6 C ln(n/(2v2+13v3)) + 3v2 + 4v3 + 2.

Êàê ñëåäñòâèå, äëÿ îáîñíîâàíèÿ èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà òðåáóåòñÿ

3v2 + 4v3 + 2 6 C((v2 + 1) ln 2 + v3 ln 3).

5Îáû÷íî ýòó âåëè÷èíó îáîçíà÷àþò ||n||.
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Ïðè C > 2/ ln 2 ≈ 2.88 ýòî íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç áîëåå ïðîñòîãî:

3v2 + 4v3 6 C(v2 ln 2 + v3 ln 3). (1.5)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå n′′ = 3v3−1
2

ïîëó÷àåì âû÷èñëåíèå n = 2v23v3 − 1 ñî ñëîæíî-
ñòüþ 3v2 +4v3−2. Óñëîâèå (1.5) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïåðåõîäà
â ñèëó ln(n+ 1) 6 lnn+ 1

11
ïðè n > 11.

3.2) Ïóñòü v3 < v2/2. Ïîëîæèì n′ =
[∗−2

3

]v3n. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî a =
(n′ mod 3) 6= 2 è v2(n′) = v2(n). Òîãäà n′ èìååò âèä

n′ = 2v2+1(3m− δ) + 2v2 − 1, δ =

{
0, a = (v2 mod 2)

1, a 6= (v2 mod 2)
.

Ðàññìîòðèì n′′ =
[∗−a

3

]
n′. Òîãäà

(n′′ mod 2v2+1) ∈
{

2v2 − 1

3
,

2v2 − 2

3
,

5 · 2v2 − 2

3
,

5 · 2v2 − 1

3

}
.

Â ñèñòåìå ñ îñíîâàíèåì 4 ýòè îñòàòêè èìåþò âèä ñîîòâåòñòâåííî

4
v2
2
−1 + . . .+ 4 + 1, 2(4

v2−1
2
−1 + . . .+ 4 + 1),

4
v2
2 + 2(4

v2
2
−1 + . . .+ 4 + 1), 3 · 4

v2−1
2 + (4

v2−1
2
−1 + . . .+ 4 + 1).

Ïîýòîìó ïðè n′′ 6= 2v2−1
3

âîçìîæåí ïåðåõîä ê n′′′ =
[∗−d

4

]bv2/2c
n′′, ãäå d ∈ {1, 2}.

Ðàñêëàäûâàÿ, êàê â ï. 1, ïðåîáðàçîâàíèå
[∗−d

4

]
â êîìïîçèöèþ

[∗−n1

2

] [∗−n0

2

]
, ïî-

ëó÷àåì

Φ(n) 6 Φ(n′′′) + 5v3 + 4 + 5bv2/2c 6 C ln(n/(3v3+14bv2/2c)) + 5bv2/2c+ 5v3 + 4.

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îáîñíîâàíèÿ èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà íåîáõîäèìî

5bv2/2c+ 5v3 + 4 6 C(2bv2/2c ln 2 + (v3 + 1) ln 3).

Ïðè C > 4/ ln 3 ýòî íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç

5bv2/2c+ 5v3 6 C(2bv2/2c ln 2 + v3 ln 3). (1.6)

Â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå n′′ = 2v2−1
3

(ïðè ýòîì 2 | v2 è a = 0) âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä

ê 1 =
[∗−1

4

](v2/2)−1
n′′. Òàê ïîëó÷àåì âû÷èñëåíèå n = 2v23v3 − 1 ñî ñëîæíîñòüþ

5v3 + 5bv2/2c − 2. Êàê è â ï. 3.1 âûøå, óñëîâèå (1.6) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ
îáîñíîâàíèÿ èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà.

3.3) Îñòàëîñü îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíóþ êîíñòàíòó C, ñ êîòîðîé ïðîõîäèò äî-
êàçàòåëüñòâî. Åå âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (1.5) è (1.6). Äëÿ ëþáûõ
v2, v3 äîëæíî áûòü âûïîëíåíî

C > min

{
3v2 + 4v3

v2 ln 2 + v3 ln 3
,

5bv2/2c+ 5v3

2bv2/2c ln 2 + v3 ln 3

}
.
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Ïðè v3 > v2/2 èñïîëüçóåì ïåðâóþ îöåíêó, åå ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè v3 = v2/2,
à ïðè v3 6 bv2/2c � âòîðóþ, ìàêñèìóì êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ïðè v3 = bv2/2c. Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû 10/ ln 12. �

• Áîëåå ñèëüíóþ îöåíêó Φ+(n) < 3.76 lnn Çåëèíñêè ïîëó÷èë, àíàëèçèðóÿ ðàçëîæåíèÿ ïî

áîëüøîìó ÷èñëó ïðîñòûõ îñíîâàíèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàêñèìóì îòíîøåíèÿ Φ+(n)/ lnn

äîñòèãàåòñÿ íà ÷èñëå 1439 è ðàâåí 26/ ln 1439 ≈ 3.58. Ðàçóìååòñÿ, ýòî íå èñêëþ÷àåò âîçìîæíî-

ñòè ïîëó÷åíèÿ îöåíîê âèäà (C+o(1)) lnn ñ ãîðàçäî ìåíüøèìè êîíñòàíòàìè C. Ê. Àìàíî [122] ñ

îïîðîé íà êîìïüþòåðíûå ðàñ÷åòû äîêàçàë, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ n ñïðàâåäëèâî Φ+(n) < 3.24 lnn.

Àëãîðèòìû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Âû÷èñëåíèå ôóíêöèè

ïðîâîäèìîñòè è ãàìèëüòîíèàíà s

Ñîïîñòàâèì ðåáðàì ïîëíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà Kn íà n âåðøèíàõ áóëåâû
ïåðåìåííûå X = {xe}. Çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿþò ïðîèçâîëüíûé ãðàô
G ⊂ Kn: xe = 1 îçíà÷àåò, ÷òî e ∈ G; xe = 0 � ÷òî e /∈ G. Ôóíêöèÿ (s, t)-
ïðîâîäèìîñòè ãðàôà îïðåäåëÿåò íàëè÷èå îðèåíòèðîâàííîãî ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî
âåðøèíû s è t. Åå ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé

CONNn(X) =
∨

P � (s, t)-ïóòü â Kn

∧
e∈P

xe.

Ðè÷àðä Ýðíåñò
Áåëëìàí

Óíèâåðñèòåò Þæíîé
Êàðîëèíû, ñ 1965 ïî 1984

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ÷èñëî ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ äâå
âåðøèíû â ãðàôå, ìîæåò áûòü ýêñïîíåíöèàëüíî âåëèêî,
âñå èõ ìîæíî ¾ïåðåáðàòü¿ ïðîñòûì àëãîðèòìîì ïîëè-
íîìèàëüíîé ñëîæíîñòè. Ýòîò àëãîðèòì áûë íåçàâèñèìî
îáíàðóæåí Ë. Ôîðäîì [183], Ý. Ìóðîì [255] è Ð. Áåëë-
ìàíîì [129] â 1950-õ ãã.

Òåîðåìà 1.6 ([129, 183, 255]). CBM (CONNn) 4 n3.

I Ïóñòü âåðøèíû ãðàôà íóìåðóþòñÿ íàòóðàëüíûìè
÷èñëàìè èç îò 1 äî n. Äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì s = 1 è
t = n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç y
(l)
j ôóíêöèþ, õàðàêòåðèçóþùóþ

íàëè÷èå ïóòè äëèíû l èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó j. Âñå
y

(l)
j âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì

y
(1)
j = x1,j, y

(l+1)
j =

n−1∨
i=2

y
(l)
i · xi,j (1.7)

ñî ñëîæíîñòüþ 4 n3. Îêîí÷àòåëüíî, CONNn = y
(1)
n ∨ y(2)

n ∨ . . . ∨ y(n−1)
n . �

Ïðèíöèï ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ÷åðåç ðåøåíèå ïîäîá-
íûõ ïîäçàäà÷ èçâåñòåí ïîä íàçâàíèåì äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå (òåðìèí
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ïðåäëîæåí Áåëëìàíîì). Íà åãî áàçå ñòðîÿòñÿ ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ
ìíîãèõ îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì (ïîñòðîåíèå äåðåâà Øòåéíåðà, ïîèñê ìàêñè-
ìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà â ãðàôå è ò.ï.).

• Àëãîðèòì Áåëëìàíà�Ôîðäà�Ìóðà ðàáîòàåò íå òîëüêî â áóëåâîì, íî è âî ìíîãèõ äðóãèõ

àðèôìåòè÷åñêèõ ïîëóêîëüöàõ. Íàèáîëüøåå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå îí èìååò äëÿ òðîïè÷åñêèõ

ïîëóêîëåö (R,min,+). Áóëåâîé çàäà÷å ïðîâîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷à î ïîèñêå êðàò÷àé-

øåãî ïóòè ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè â ãðàôå: ïåðåìåííûå xe ïðèíèìàþò âåùåñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ è èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê âåñà, ïðèïèñàííûå ðåáðàì, âû÷èñëÿåìàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

minP
∑
e∈P xe, ãäå P ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî ïóòåé. Àëãîðèòì ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà èäåìïî-

òåíòíîñòü àääèòèâíîé îïåðàöèè ïîëóêîëüöà (ôîðìóëû (1.7) âêëþ÷àþò ïóòè ñ öèêëàìè). Îáû÷-

íûé âåùåñòâåííûé ìíîãî÷ëåí � àíàëîã ôóíêöèè CONNn � èìååò óæå ñâåðõïîëèíîìèàëüíóþ

ìîíîòîííóþ àðèôìåòè÷åñêóþ ñëîæíîñòü < n22n, êàê ïîêàçàëè Ì. Äæåððóì è Ì. Øíèð [213].

Ïóñòü Π(j1, . . . , jk) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë
j1, . . . , jk. Ãàìèëüòîíèàí ïîðÿäêà n � ýòî ìíîãî÷ëåí

HAMn(X) =
∑

(i1, ..., in−1)∈Π(1, 2, ..., n−1)

x0,i1xi1,i2 · . . . · xin−2,in−1xin−1,0,

â êîòîðîì êàæäûé ìîíîì ñîîòâåòñòâóåò ãàìèëüòîíîâó öèêëó â ïîëíîì îðèåíòè-
ðîâàííîì ãðàôå íà n âåðøèíàõ 0, 1, . . . , n− 1. Ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî ïåðåìåí-
íûõ ïðèçíàêîâ íàëè÷èÿ ðåáåð â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå G (êàê âûøå) ìíîãî÷ëåí
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ÷èñëà ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ â G.

Àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ð. Áåëëìàíà [130], Ì. Õåëäà è
Ð. Êàðïà [206] ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü îïòèìàëüíóþ ìîíîòîííóþ àðèôìåòè÷åñêóþ
ñõåìó äëÿ ãàìèëüòîíèàíà.

Òåîðåìà 1.7 ([130, 206]). CA+(HAMn) 4 n22n.

I Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hs,J , ãäå J ⊂ [[n]] \ {0, s} è |J | = k, ìíîãî÷ëåí

Hs,J =
∑

(i1, ..., ik)∈Π(J)

xs,i1xi1,i2 · . . . · xik−1,ikxik,0,

ïåðå÷èñëÿþùèé ãàìèëüòîíîâû ïóòè èç âåðøèíû s â âåðøèíó 0 â ïîëíîì ãðàôå
íà ìíîæåñòâå âåðøèí J ∪ {0, s}.

Ïîëîæèì Hs,∅ = xs,0. Â îáùåì ñëó÷àå èìååì

Hs,J =
∑
j∈J

xs,j ·Hj,J\{j} è HAMn =
n−1∑
j=1

x0,j ·Hj,[[n]]\{0,j}. (1.8)

Åñëè âñå ìíîãî÷ëåíû Hs,J ïðè 1 6 s 6 n − 1 è |J | = k − 1 âû÷èñëåíû, òî
âû÷èñëåíèå ìíîãî÷ëåíîâHs,J , |J | = k, ïî ôîðìóëå (1.8) òðåáóåò íå áîëåå 2knCk

n−2

îïåðàöèé. Ñëåäîâàòåëüíî,

C(HAMn) 6 2n+
n−2∑
k=1

2knCk
n−2 � n22n.
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• Äæåððóì è Øíèð [213] ïîêàçàëè, ÷òî îöåíêà òåîðåìû 1.7 ïî ïîðÿäêó òî÷íà íå òîëüêî äëÿ

âåùåñòâåííîãî àðèôìåòè÷åñêîãî, íî è äëÿ òðîïè÷åñêîãî ïîëóêîëüöà (R,min,+), â êîòîðîì

ãàìèëüòîíèàí ñîîòâåòñòâóåò îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å êîììèâîÿæåðà � ïîèñêó êðàò÷àéøåãî

îáõîäà âñåõ âåðøèí ãðàôà. Ïðè ýòîì ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà òåîðåìû 1.7,

êîòîðàÿ, åñëè ñ÷èòàòü àêêóðàòíî, ñîñòàâëÿåò (n−1)((n−2)2n−3+1), � ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ.

Ìîíîòîííûå ñõåìû äëÿ ìíîãî÷ëåíà Êèðõãîôà s

Èäåÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü â òîì ÷èñëå è âåñüìà
íåòðèâèàëüíûå ðåçóëüòàòû, â ÷åì ìû óáåäèìñÿ íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ ìíîãî-
÷ëåíîâ Êèðõãîôà.

Ðàññìîòðèì ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G, ðåáðàì êîòîðîãî ïðèïèñà-
íû ñèìâîëû âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ xe (âåñà). Íàïîìíèì, ÷òî îñòîâíûì äå-
ðåâîì ãðàôà íàçûâàåòñÿ ïîäãðàô, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, ñâÿçûâàþùèì âñå
âåðøèíû ãðàôà. Ìíîãî÷ëåí Êèðõãîôà (ìíîãî÷ëåí îñòîâíûõ äåðåâüåâ) ãðàôà G
îïðåäåëÿåòñÿ êàê

STG(X) =
∑

T � îñò. äåð. â G

∏
e∈T

xe.

Ìíîãî÷ëåí Êèðõãîôà íåñâÿçíîãî ãðàôà óäîáíî îïðåäåëèòü êàê ïðîèçâåäåíèå
ìíîãî÷ëåíîâ Êèðõãîôà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Äîïóñêàåòñÿ íàëè÷èå êðàòíûõ ðå-
áåð.

Ìîíîòîííàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ìíîãî÷ëåíà Êèðõãîôà âåëèêà:
Ñ. Þêíà è Õ. Ñàéâåðò [218] äîêàçàëè6), ÷òî CAR

+
(STKn) = 2Ω(

√
n). Ñèòóàöèÿ ìå-

íÿåòñÿ ïðè ðàñøèðåíèè áàçèñà. Òàê, íåäàâíî Ñ. Ôîìèí, Ä. Ãðèãîðüåâ è Ã. Êîøå-
âîé [182] îáíàðóæèëè ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòûõ ìîíîòîííûõ ñõåì ñ äåëåíèåì äëÿ
ýòîé çàäà÷è7). Ìåòîä îñíîâàí íà ïîñëåäîâàòåëüíîì äîáàâëåíèè âåðøèí â ãðàô.

Òåîðåìà 1.8 ([182]). Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G íà n âåðøèíàõ CAR
D+

(STG) 4 n3, ãäå

AD+ = {+, ∗, /}.

Äìèòðèé Þðüåâè÷
Ãðèãîðüåâ

Íàöèîíàëüíûé öåíòð íàó÷íûõ
èññëåäîâàíèé Ôðàíöèè,

Ëèëëü, ñ 1998

I Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ñõåìó äëÿ ïîëíîãî ãðàôà Kn.
Ñõåìà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâ-
êîé íóëåé âìåñòî íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü âåðøèíû ãðàôà íóìåðóþòñÿ ÷èñëàìè îò 1 äî n,
ðåáðà � ïàðàìè ÷èñåë.

Ñõåìà ñòðîèòñÿ èíäóêòèâíî. Îáîçíà÷èì wn = x1,n +
x2,n+ . . .+xn−1,n. Óäàëèì èç ãðàôà âåðøèíó n è äîáàâèì
íîâûå ðåáðà ei,j, ñîåäèíÿþùèå âñåâîçìîæíûå ïàðû i, j

6Ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ íå òîëüêî â àðèôìåòè÷åñêîì, íî è â òðîïè÷åñêîì ïîëóêîëüöå
(R,min,+).

7Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, ñõåìû ñ äåëåíèåì íå ñîâñåì ìîíîòîííû, ò.ê. îíè ïîçâîëÿþò âû-
÷èñëÿòü íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû ñ îòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, íàïðèìåð, x2 − xy + y2

êàê (x3 + y3)/(x+ y).
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îñòàâøèõñÿ âåðøèí8). Ðåáðó ei,j ïðèïèøåì âåñ x′i,j = xi,n ·
xj,n/wn. Íîâûé ãðàô îáîçíà÷èì ÷åðåç K ′n−1.

Íàøà öåëü � äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå

STKn(X) = wn · STK′n−1
(X,X ′). (1.9)

Åñëè âûäåëèòü â ïðîèçâîëüíîì îñòîâíîì äåðåâå ãðà-
ôà Kn ðåáðà, èíöèäåíòíûå âåðøèíå n, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ñïîñîá ïåðå÷èñëåíèÿ
âñåõ îñòîâíûõ äåðåâüåâ. Ïóñòü J = {J1, . . . , Js} � íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ìíîæå-
ñòâà âåðøèí 1, . . . , n−1 íà ïîäìíîæåñòâà. Â êàæäîì ïîëíîì ãðàôå íà âåðøèíàõ
Ji âûáåðåì îñòîâíîå äåðåâî è ñîåäèíèì åãî ðåáðîì ñ âåðøèíîé n, ñì. ðèñ. 1.3à.
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Ðèñ. 1.3: Ñòðóêòóðà îñòîâíûõ äåðåâüåâ ãðàôîâ Kn (à) è K ′n−1 (á)

Ïóñòü KA � ïîëíûé ïîäãðàô ãðàôà Kn íà ìíîæåñòâå âåðøèí A. Îáîçíà÷èì
wA =

∑
i∈A xi,n. Òîãäà

STKn =
∑
J

∏
A∈J

wA · STKA . (1.10)

Àíàëîãè÷íî, âûäåëÿÿ èç îñòîâíîãî äåðåâà ãðàôà K ′n−1 ìíîæåñòâî äîïîëíè-
òåëüíûõ ðåáåð ei,j, ïîëó÷èì ñïîñîá ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ îñòîâíûõ äåðåâüåâ â K ′n−1.
Ñíîâà ïóñòü J = {J1, . . . , Js} � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí 1, . . . , n−1. Â êàæ-
äîì ãðàôå KJi âûáåðåì îñòîâíîå äåðåâî. Ýòè äåðåâüÿ ñîåäèíèì ðåáðàìè ei,j,
ðóêîâîäñòâóÿñü (âíåøíèì) îñòîâíûì äåðåâîì ïîëíîãî ãðàôà, ïîñòðîåííîãî íà
ìíîæåñòâàõ Ji êàê íà âåðøèíàõ, ñì. ðèñ. 1.3á. Ïðè ëþáûõ 1 6 k, l 6 s ïîëîæèì

X ′k,l =
∑

i∈Jk, j∈Jl

x′i,j = wJk · wJl/wn. (1.11)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç KJ ïîëíûé ãðàô íà âåðøèíàõ Ji ñ âåñàìè ðåáåð X ′k,l. Ïîëó÷àåì

STK′n−1
=
∑
J

STKJ
∏
A∈J

STKA . (1.12)

Òåïåðü (1.9) ñëåäóåò èç (1.10) è (1.12), åñëè âûïîëíåíî STKJ =
(∏

A∈J wA
)
/wn.

Ïðîâåðèì ýòî.

8Ïî õîäó äîêàçàòåëüñòâà ìû äîïóñêàåì íàëè÷èå â ãðàôå íåñêîëüêèõ ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ
îäíó è òó æå ïàðó âåðøèí.
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Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó. Ïóñòü â ïîëíîì ãðàôå Ks íà s âåðøè-
íàõ âåñ ðåáðà (i, j) ðàâåí xixj (ôàêòè÷åñêè òåïåðü ìû ïðèïèñûâàåì âåñà âåðøè-
íàì). Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì òåîðåìû À. Êýëè [156].

Ëåììà 1.2 ([156]). STKs = x1x2 · . . . · xs(x1 + x2 + . . .+ xs)
s−2.

� Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà èçâåñòíîì ñïîñîáå ïîäñ÷åòà îñòîâíûõ äåðåâüåâ.
Ïî óñëîâèþ, âêëàä êàæäîãî îñòîâíîãî äåðåâà â ìíîãî÷ëåí STKs èìååò âèä∏s

i=1 x
di
i , ãäå di � ñòåïåíü âåðøèíû i â äåðåâå.

Îñòîâíîå äåðåâî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êîäîì [a1, a2, . . . , as−2], 1 6 ai 6 s,
òàê: a1 � íîìåð âåðøèíû, ñ êîòîðîé ñîåäèíåíà âèñÿ÷àÿ âåðøèíà ñ ìèíèìàëüíûì
íîìåðîì; óäàëèì ýòó âèñÿ÷óþ âåðøèíó âìåñòå ñ èíöèäåíòíûì åé ðåáðîì, ïîñëå
÷åãî a2 îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî, è òàê äî òåõ ïîð, ïîêà â äåðåâå íå îñòàíåòñÿ
òîëüêî îäíà âåðøèíà9).

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî äåðåâî ñ êîäîì [a1, a2, . . . , as−2] âõîäèò â ìíîãî÷ëåí
STKs â âèäå ìîíîìà x1x2 · . . . · xs

∏s−2
i=1 xai .

Ñîãëàñíî (1.11), â ëåììå 1.2 ñëåäóåò ïîëîæèòü xi = wJi/
√
wn, ÷òîáû ñ ó÷åòîì

wJ1 + . . .+ wJs = wn ïîëó÷èòü STKJ =
(∏

A∈J wA
)
/wn, ÷òî äîêàçûâàåò (1.9).

Íàêîíåö, íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ëþáîé íàáîð êðàòíûõ ðåáåð (â ãðàôå K ′n−1)
ìîæíî çàìåíèòü îäíèì, âåñ êîòîðîãî ðàâåí ñóììå âåñîâ ýòèõ ðåáåð � ìíîãî÷ëåí
Êèðõãîôà ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ. Ïîýòîìó ôîðìóëà (1.9) âëå÷åò ñîîòíîøåíèå

C(STKn) 6 C(STKn−1) +O(n2),

îòêóäà ñëåäóåò îöåíêà òåîðåìû.
Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò ãðàôà Kn ê ïðîèçâîëüíîìó ñâÿç-

íîìó ãðàôó G â ñõåìå íå âîçíèêàåò äåëåíèé íà íîëü, ïîñêîëüêó wn 6= 0 âî âñåõ
ðàñ÷åòíûõ ôîðìóëàõ. Â ñëó÷àå íåñâÿçíîãî ãðàôà äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ìíîãî-
÷ëåíû Êèðõãîôà âñåõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. �

• Áóëåâà âåðñèÿ ìíîãî÷ëåíà Êèðõãîôà
∨
T

∧
e∈T xe (ñóììà áåðåòñÿ ïî îñòîâíûì äåðåâüÿì

T ⊂ G) îïðåäåëÿåò ñâÿçíîñòü ãðàôà G. Îíà òîæå èìååò ìîíîòîííóþ áóëåâó ñëîæíîñòü 4 n3.

Ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ Á. Ðîÿ [281],

Ð. Ôëîéäà [181] è Ñ. Óîðøåëëà [312] îïðåäåëåíèÿ íàëè÷èÿ ïóòåé ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí

â ãðàôå. Òðîïè÷åñêèé âàðèàíò çàäà÷è èìååò ñâåðõïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü 2Ω(
√
n) [218].

9Òàêîé ñïîñîá ïåðå÷èñëåíèÿ îñòîâíûõ äåðåâüåâ ïðåäëîæåí Õ. Ïðþôåðîì [275].



Ãëàâà 2

Äåëåíèå ïîïîëàì /2

Äåëåíèå çàäà÷è íà ïîäîáíûå ÷àñòè, äâå èëè áîëåå, � îäèí èç ñàìûõ ïðî-
äóêòèâíûõ ïðèåìîâ òåîðèè áûñòðûõ âû÷èñëåíèé, ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü
ýôôåêòèâíûå ðåêóðñèâíûå àëãîðèòìû â ðàçíîîáðàçíûõ ñèòóàöèÿõ.

Ñëîæíîñòü ôîðìóë äëÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè /2

Êîðîòêèå ôîðìóëû äëÿ ëèíåéíîé áóëåâîé ôóíêöèè Λn(X) â áàçèñå B0 ñòðîÿòñÿ,
ñëåäóÿ îáîáùàþùåìó (1.1) ïðàâèëó

Λn(X) = Λn1(X
1) · Λn2(X

2) ∨ Λn1(X
1) · Λn2(X

2), (2.1)

ãäå X = (X1, X2), |X i| = ni è n = n1 + n2. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí
Ñ. Â. ßáëîíñêèì [111] åùå â 1950-õ ãã.

Òåîðåìà 2.1 ([111]). Ïðè ëþáîì n

ΦB0(Λn) 6 n2 +
(
n− 2blog2 nc

) (
2dlog2 ne − n

)
< (9/8)n2. (2.2)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 2m ñïðàâåäëèâî ΦB0(Λn) 6 n2.

I Òðåáóåìàÿ îöåíêà äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè ïðè ïîìîùè (2.1) ñ ðàçáèåíèåì
ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ íà ðàâíûå ÷àñòè: n1 = bn/2c è n2 = dn/2e. �

Òåîðåìà 2.1 äàåò ïðàâèëüíûé ïîðÿäîê ñëîæíîñòè ëèíåéíîé ôóíêöèè â ñèëó
èçâåñòíîé íèæíåé îöåíêè Â. Ì. Õðàï÷åíêî [101] ΦB0(Λn) > n2, à â ñëó÷àå n = 2m

ïîñòðîåííûå ôîðìóëû ïðîñòî ìèíèìàëüíû.

• Âîïðîñ î òî÷íîñòè îöåíêè (2.2) ïðè ëþáîì n (ïðîáëåìà Ñ. Â. ßáëîíñêîãî [111]) îñòàåòñÿ

îòêðûòûì. Óñèëèÿìè Ê. Ë. Ðû÷êîâà [69, 70] è Ä. Þ. ×åðóõèíà [110] òî÷íîñòü òåîðåìû 2.1

óñòàíîâëåíà ïðè âñåõ n 6 7.

Îòìåòèì, ÷òî íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ôîðìóë äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ïðèåìà, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå äâîéñòâåííîãî ê äîêàçàòåëüñòâó âåðõíåé îöåí-
êè. À èìåííî, íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé ââîäèòñÿ ïîäõîäÿùèé ôóíêöèîíàë µ(f),

22
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êîòîðûé ïðè äâèæåíèè îò ïðîñòûõ ôóíêöèé ê ñëîæíûì ðàñòåò ïðèìåðíî òàê
æå, êàê ôóíêöèîíàë ñëîæíîñòè, íî ïðè ýòîì ïðîùå âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ êîíêðåò-
íûõ ôóíêöèé.

• Òàêîé ôóíêöèîíàë íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíîé ìåðîé ñëîæíîñòè. Åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì

µ(0) = µ(1) = 0, µ(x), µ(x) 6 1, µ(f ∨ g) 6 µ(f) + µ(g), µ(f · g) 6 µ(f) + µ(g),

òî àâòîìàòè÷åñêè ΦB0
(f) > µ(f). Ìåòîäó Õðàï÷åíêî [101] ñîîòâåòñòâóåò ìåðà

µ(f) = max
N⊂f−1(0), P⊂f−1(1)

|R(N,P )|2

|N | · |P |
,

ãäå R(N,P ) � ìíîæåñòâî ïàð ñîñåäíèõ íàáîðîâ èç N è P , ò. å. îòëè÷àþùèõñÿ â îäíîé êîîðäè-

íàòå. Ïîäðîáíåå ñì., íàïðèìåð, â [314, 217].

Óìíîæåíèå ÷èñåë. Ìåòîä Êàðàöóáû /2

Àíàòîëèé Àëåêñååâè÷
Êàðàöóáà

Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò,
ñ 1959 ïî 2008

Ïðèìåíèì òîò æå ïðèåì â çàäà÷å óìíîæåíèÿ ÷èñåë.
Ðàçîáüåì 2n−ðàçðÿäíûå ÷èñëà X è Y íà áëîêè ïî n ðàç-
ðÿäîâ: X = X12n +X0, Y = Y12n +Y0. Òåïåðü óìíîæåíèå
èñõîäíûõ ÷èñåë ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïðè ïîìîùè ÷å-
òûðåõ óìíîæåíèé ¾ïîëîâèíîê¿ è íåñêîëüêèõ ñëîæåíèé
ïî ôîðìóëå

XY = X1Y122n + (X0Y1 +X1Y0)2n +X0Y0.

Ýòîò ñïîñîá ïðèâîäèò ê êâàäðàòè÷íîé îöåíêå ñëîæíîñòè
C(Mn) 4 n2, êàê è ïðÿìîé ìåòîä óìíîæåíèÿ ñòîëáèêîì,
ãäåMn îáîçíà÷àåò áóëåâ (2n, 2n)-îïåðàòîð óìíîæåíèÿ n-
ðàçðÿäíûõ ÷èñåë.

Íåîæèäàííî1) â 1960 ã. À. À. Êàðàöóáà [18] îáíà-
ðóæèë áîëåå ýêîíîìíóþ ôîðìóëó, èñïîëüçóþùóþ âñåãî

òðè óìíîæåíèÿ ïîëîâèííîãî ðàçìåðà:

XY = X1Y122n + ((X0 +X1)(Y0 + Y1)−X1Y1 −X0Y0)2n +X0Y0. (2.3)

Òåîðåìà 2.2 ([18]). C(Mn) 4 nlog2 3.

I Çàìåòèì, ÷òî C(Mn+1) 6 C(Mn) + O(n). Òîãäà ôîðìóëà (2.3) âåäåò ê ðåêóð-
ðåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

C(M2n) 6 C(Mn+1) + 2C(Mn) +O(n) = 3C(Mn) +O(n),

êîòîðîå ðàçðåøàåòñÿ êàê C(Mn) 4 nlog2 3 ≺ n1.59. �

1Â òî âðåìÿ êàê ìíîãèå ñ÷èòàëè, ÷òî ñëåäóåò ñîñðåäîòî÷èòü óñèëèÿ íà äîêàçàòåëüñòâå îöåí-
êè C(Mn) � n2.
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Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ïðîñòîòó, â íà÷àëå 1960-õ ìåòîä Êàðàöóáû ïðîèçâåë
ïåðåâîðîò â òåîðèè áûñòðûõ âû÷èñëåíèé è îòêðûë ïóòü ê ïîñòðîåíèþ áûñòðûõ
àëãîðèòìîâ äëÿ ìíîæåñòâà äðóãèõ çàäà÷.
• Ìåòîä Êàðàöóáû øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå. Àêêóðàòíàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ìåòîäà
ïðè n = 2k èìååò âèä CB2

(Mn) < 25 83
405 · 3

k [83]. Åùå óñïåøíåå ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ ê óìíîæå-
íèþ ìíîãî÷ëåíîâ. Íàïðèìåð, â íàèáîëåå èíòåðåñíîì ñëó÷àå äâîè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñëîæíîñòü
óìíîæåíèÿ îïòèìèçèðîâàííûì ìåòîäîì Êàðàöóáû îöåíèâàåòñÿ êàê CAF2 (MF2

n ) < 5 13
18 · 3

k [136].

À. Ë. Òîîì [94] îáîáùèë ìåòîä Êàðàöóáû: óìíîæåíèå äëèííûõ ÷èñåë, åñëè ðàçáèòü èõ íà k

áëîêîâ, ñâîäèòñÿ ê 2k−1 óìíîæåíèÿì êîðîòêèõ ÷èñåë (èõ äëèíà ñîîòâåòñòâóåò ðàçìåðó áëîêà).

Ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïàðàìåòðà k ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà C(Mn) 4 2O(
√

logn)n.

Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ìåòîä Øòðàññåíà /2

Ïåðåéäåì ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö Z = XY íàä
íåêîòîðûì ïîëóêîëüöîì R àðèôìåòè÷åñêèìè ñõåìàìè. Óìíîæåíèå 2n× 2n ìàò-
ðèö ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ ìàòðèö ðàçìåðà n× n:[

X11 X12

X21 X22

]
·
[
Y11 Y12

Y21 Y22

]
=

[
X11Y11 +X12Y21 X11Y12 +X12Y22

X21Y11 +X22Y21 X21Y12 +X22Y22

]
. (2.4)

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïî ôîðìóëàì (2.4) ïðèâîäèò ê àëãîðèòìó êóáè÷åñêîé ñëîæ-
íîñòè, CAR(MMn) 4 n3, ãäå ÷åðåç MMR

n îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð óìíîæåíèÿ n× n
ìàòðèö íàä R.

Ô. Øòðàññåí [301] çàìåòèë, ÷òî îäíî óìíîæåíèå ïîäìàòðèö ìîæíî ñýêîíî-
ìèòü, åñëè âûïîëíÿòü âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì

Z11 = U1 + U2 − U3 + (X12 −X22)(Y21 + Y22), Z12 = U3 + U5,
Z21 = U2 + U4, Z22 = U1 − U4 + U5 + (X21 −X11)(Y11 + Y12),

U1 = (X11 +X22)(Y11 + Y22), U2 = X22(Y21 − Y11),
U3 = (X11 +X12)Y22, U4 = (X21 +X22)Y11, U5 = X11(Y12 − Y22).

(2.5)

Èñïîëüçîâàíèå âû÷èòàíèé ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî R ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.

Òåîðåìà 2.3 ([301]). Åñëè R � êîëüöî, òî CAR(MMn) 4 nlog2 7.

I Ôîðìóëû (2.5) ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèþ

CAR(MM2n) 6 7CAR(MMn) +O(n2),

êîòîðîå ðàçðåøàåòñÿ êàê CAR(MMn) 4 nlog2 7 ≺ n2.81. �

• Åñëè âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ â ìîíîòîííîì áàçèñå2), òî êóáè÷åñêàÿ îöåíêà íå ìîæåò áûòü
óëó÷øåíà, CAR

+
(MMn) < n3 [225]. Óæå äëÿ áóëåâà ïîëóêîëüöà (B,∨,∧) âûïîëíåíî CBM

(MMn) =

2n3 − n2 [262].

Ôîðìóëû (2.5), ïîìèìî 7 óìíîæåíèé, èñïîëüçóþò 18 àääèòèâíûõ îïåðàöèé ñ ïîäìàòðèöà-

ìè. Ø. Âèíîãðàä ñîêðàòèë ñîêðàòèë ÷èñëî ñëîæåíèé/âû÷èòàíèé äî 15 (ñì., íàïðèìåð, [21]), à

â ðàáîòå [315] îí ïîêàçàë, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ 2×2 ìàòðèö äåéñòâè-

òåëüíî ðàâíà 7. Ïîçæå áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè R � ïîëå, òî 15 àääèòèâíûõ îïåðàöèé íåîáõî-

äèìû â ëþáîé ñõåìå óìíîæåíèÿ 2 × 2 ìàòðèö ñ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòüþ 7 [274, 155].

2Òàê áóäåò, íàïðèìåð, â ïîëóêîëüöå R ñ íåîáðàòèìîé îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ.
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Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå /2

Ïóñòü ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè N â êîììóòàòèâíîì àññîöèàòèâíîì
êîëüöå R ñ åäèíèöåé. Äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå (ÄÏÔ) ïîðÿäêà N
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé (N,N)-îïåðàòîð íàä R

ÄÏÔN, ζ [R](x0, . . . , xN−1)→ (x∗0, . . . , x
∗
N−1), x∗j =

N−1∑
i=0

ζ ijxi. (2.6)

• Îñíîâíûå ñâîéñòâà ÄÏÔ. Îáðàòíîå ê ÄÏÔ ïðåîáðàçîâàíèå ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì ñ òî÷íî-
ñòüþ äî çàìåíû ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ è íîðìèðîâêè:

ÄÏÔ−1
N, ζ = N−1 ·ÄÏÔN, ζ−1 .

Â ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïðåòàöèè ÄÏÔ âû÷èñëÿåò çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà â òî÷êàõ ζi, i =
0, . . . , N − 1. Ïóñòü Γ(t) = x0 + x1t+ . . .+ xN−1t

N−1. Òîãäà

ÄÏÔN, ζ(x0, . . . , xN−1) =
(
Γ(ζ0), . . . ,Γ(ζN−1)

)
.

Ìàòðèöà ÄÏÔ � ýòî ìàòðèöà Âàíäåðìîíäà, ïîñòðîåííàÿ íà ñòåïåíÿõ ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ

ζ0, ζ1, . . . , ζN−1.

Â öåíòðå òåîðèè áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ëåæèò ïðèåì äåêîìïîçèöèè
ÄÏÔ ñîñòàâíîãî ïîðÿäêà èç ðàáîòû Äæ. Êóëè è Äæ. Òüþêè [167].

Ëåììà 2.1 ([167]). Ïóñòü ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè P ·Q. Òîãäà

CAL(ÄÏÔPQ, ζ) 6 P · CAL(ÄÏÔQ, ζP ) +Q · CAL(ÄÏÔP, ζQ) + (P − 1)(Q− 1).

� Ïðè ëþáûõ p = 0, . . . , P − 1 è q = 0, . . . , Q− 1 çàïèøåì

x∗pQ+q =

PQ−1∑
I=0

ζI(pQ+q)xI =

Q−1∑
i=0

P−1∑
j=0

ζ(iP+j)(pQ+q)xiP+j =

=

Q−1∑
i=0

P−1∑
j=0

ζ iqP+jpQ+jqxiP+j =
P−1∑
j=0

(ζQ)jp · ζjq ·
Q−1∑
i=0

(ζP )iqxiP+j. (2.7)

Âíóòðåííèå ñóììû âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ÄÏÔ ïîðÿäêàQ. Ðåçóëüòàòû óìíî-
æàþòñÿ íà ñòåïåíè ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ ζ (ñðåäè PQ óìíîæåíèé P +Q−1 óìíî-
æåíèé âûïîëíÿåòñÿ íà åäèíèöó, ïðè j = 0 èëè q = 0). Íàêîíåö, âíåøíèå ñóììû
íàõîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè ÄÏÔ ïîðÿäêà P .

• Åñëè ÍÎÄ(P,Q) = 1, òî âîçìîæåí áîëåå ýêîíîìíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ, íå òðåáóþùèé
äîïîëíèòåëüíûõ óìíîæåíèé íà ñòåïåíè ζ. Îí áûë íàéäåí È. Ãóäîì [193] â êîíöå 1950-õ ãã.

Äëÿ I = 0, . . . , PQ − 1 îáîçíà÷èì xI = xi, j , ãäå i = I mod Q, à j = I mod P . Ïóñòü a, b �
êîýôôèöèåíòû Áåçó èç ðàâåíñòâà aP + bQ = 1. Çàìåòèì, ÷òî I = (iaP + jbQ) mod PQ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî K = 0, . . . , PQ − 1 ïîëîæèì s = bK mod P è t = aK mod Q. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî K = (sQ+ tP ) mod PQ.



26 Ãëàâà 2. Äåëåíèå ïîïîëàì

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî åñëè ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ïîðÿäêà PQ, òî ζbQ
2

= ζQ(1−aP ) = ζQ

è àíàëîãè÷íî ζaP
2

= ζP . Òåïåðü ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ òîæäåñòâî

x∗K =

PQ−1∑
I=0

ζIKxI =

P−1∑
j=0

Q−1∑
i=0

ζ(iaP+jbQ)(sQ+tP )xi, j =

=

P−1∑
j=0

Q−1∑
i=0

ζ(iatP 2+jbsQ2)xi, j =

P−1∑
j=0

Q−1∑
i=0

(ζP )it(ζQ)jsxi, j =

P−1∑
j=0

(ζQ)js
Q−1∑
i=0

(ζP )itxi, j .

Âû÷èñëåíèÿ ïî ýòèì ôîðìóëàì òðåáóþò òîëüêî Q ÄÏÔ ïîðÿäêà P è P ÄÏÔ ïîðÿäêà Q.

Îäíàêî îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ãóäà óæå, ÷åì äëÿ ìåòîäà Êóëè�Òüþêè.

Ðåêóðñèâíûì ïðèìåíåíèåì ëåììû 2.1 ñ ó÷åòîì CAL(ÄÏÔ2) = 2 äîêàçûâàåò-
ñÿ3)

Òåîðåìà 2.4 ([167]). CAL(ÄÏÔ2k) 6 3k2k−1 − 2k + 1.

• Ñõåìà òåîðåìû 2.4 ñîñòîèò èç k2k ñëîæåíèé/âû÷èòàíèé è (k − 2)2k−1 + 1 ñêàëÿðíûõ óìíî-

æåíèé íà ñòåïåíè ïðèìèâíîãî êîðíÿ, îòëè÷íûå îò ±1. Ïåðâàÿ îöåíêà ïîêà íå óëó÷øåíà, à ñêà-

ëÿðíàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü ÄÏÔ ïîðÿäêà n ðàâíà O(n) [316, 205], íî òàêàÿ îöåíêà

äîñòèãàåòñÿ öåíîé ñóùåñòâåííîãî óâåëè÷åíèÿ àääèòèâíîé ñëîæíîñòè.

Ïàðàëëåëüíûå ïðåôèêñíûå ñõåìû /2

Ìàéêë Äæîí Ôèøåð
Éåëëüñêèé óíèâåðñèòåò, ñ 1981

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ïðåôèêñíûõ ñóìì

x1 ◦ x2 ◦ . . . ◦ xi, i = 1, . . . , n, (2.8)

íàä íåêîòîðîé ïîëóãðóïïîé (G, ◦) ñ àññîöèàòèâíîé, íî
íå îáÿçàòåëüíî êîììóòàòèâíîé îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ.
Ñõåìû íàä áàçèñîì èç åäèíñòâåííîé îïåðàöèè {◦}, ðåà-
ëèçóþùèå ýòó ñèñòåìó, îáû÷íî íàçûâàþò ïðåôèêñíûìè
ñõåìàìè.

Ñëîæíîñòü ñèñòåìû (2.8) î÷åâèäíî ðàâíà n−1, îäíà-
êî ãëóáèíà ìèíèìàëüíîé ñõåìû òîæå ðàâíà n − 1. Åùå
â 1960-å ãîäû â ñâÿçè ñ ïîòðåáíîñòÿìè ðÿäà ïðèëîæå-
íèé âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü ñòðîèòü ïàðàëëåëüíûå ïðå-
ôèêñíûå ñõåìû, ò.å. ñõåìû ãëóáèíû O(log n). Âîïðîñ: êà-
êîâà ìîæåò áûòü ñëîæíîñòü òàêèõ ñõåì. Áîëåå êîíêðåòíûé âîïðîñ: ìîæíî ëè
ïîñòðîèòü ïðåôèêñíóþ ñõåìó ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé ãëóáèíû dlog2 ne è ñëîæ-
íîñòè O(n). Óòâåðäèòåëüíûé îòâåò äàí â ðàáîòå Ð. Ëàäíåðà è Ì. Ôèøåðà [238].

Â [238] ñòðîèòñÿ ñåìåéñòâî ïðåôèêñíûõ ñõåì Πk(n). Ñõåìà Πk(n) óäîâëåòâî-
ðÿåò äâóì óñëîâèÿì:

(∗) ðåàëèçóåò ñèñòåìó (2.8) ñ ãëóáèíîé dlog2 ne+ k;
(∗∗) ðåàëèçóåò ìàêñèìàëüíóþ ïðåôèêñíóþ ñóììó x1 ◦ x2 ◦ . . . ◦ xn ñ ãëóáèíîé

dlog2 ne.
3Ñòðîãî ãîâîðÿ, â [167] óêàçàíà áîëåå ñëàáàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè 2k2k.
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Ìåòîä Ëàäíåðà�Ôèøåðà êîìáèíèðóåò äâà âàðèàíòà ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà
äåëåíèÿ ïîïîëàì: ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ íà ãðóïïû ñî ñòàðøèìè è
ìëàäøèìè èíäåêñàìè, è ðàçáèåíèå íà ãðóïïû ñ ÷åòíûìè è íå÷åòíûìè èíäåêñàìè.

Êîíñòðóêöèÿ ñõåìû Π0(n) ñëåäóåò ïåðâîìó âàðèàíòó. Ñõåìà óñòðîåíà òàê:
à) ñóììû σi = x1 ◦ . . . ◦ xi, 1 6 i 6 dn/2e, âû÷èñëÿþòñÿ ñõåìîé Π1(dn/2e);
á) ñóììû τi = xdn/2e+1 ◦ . . .◦xi, dn/2e < i 6 n, âû÷èñëÿþòñÿ ñõåìîé Π0(bn/2c);
â) íåäîñòàþùèå ñóììû x1 ◦ . . . ◦xi, dn/2e < i 6 n, âû÷èñëÿþòñÿ êàê σdn/2e ◦ τi.
Ïðè k > 1 êîíñòðóêöèè ñõåì Πk(n) ïîëó÷àþòñÿ èç ÷åòíî-íå÷åòíîãî ðàçáèåíèÿ:
à) âû÷èñëÿþòñÿ ñóììû zi = x2i−1 ◦ x2i, 1 6 i 6 bn/2c. Ïðè íå÷åòíîì n äîïîë-

íèòåëüíî ïîëîæèì zdn/2e = xn;
á) âû÷èñëÿþòñÿ ñóììû σi = x1 ◦ . . . ◦ x2i, 1 6 i 6 bn/2c, è ñóììà x1 ◦ . . . ◦ xn

êàê z1 ◦ . . . ◦ zj ñõåìîé Πk−1(dn/2e);
â) íåäîñòàþùèå ñóììû x1 ◦ . . . ◦ x2i−1, 2 6 i 6 bn/2c, âû÷èñëÿþòñÿ êàê σi−1 ◦

x2i−1.
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Ðèñ. 2.1: Ïðåôèêñíûå ñõåìû Ëàäíåðà�Ôèøåðà

Îïèñàííûå êîíñòðóêöèè ñõåì èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.1 (îêðóãëåíèÿ â èíäåêñàõ
è àðãóìåíòàõ îïóùåíû). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñõåìû Πk(n) äåéñòâèòåëüíî
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (∗), (∗∗).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {Φk} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è: Φ1 = Φ2 = 1,
Φk+1 = Φk + Φk−1. Ïóñòü Pk(n) îçíà÷àåò ìèíèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïðåôèêñíîé
ñõåìû íà n âõîäàõ ïðè îãðàíè÷åíèè ãëóáèíû dlog2 ne+ k.

Òåîðåìà 2.5 ([238]). Ïðè k 6 m âûïîëíåíî

C{◦}(Πk(2
m)) = 2(1 + 2−k)2m − Φ5+m−k + 1− k. (2.9)

Ñëåäîâàòåëüíî, Pk(n) 6 2(1 + 2−k)n.

I Ïî ïîñòðîåíèþ,

C(Π0(n)) = C(Π0(bn/2c)) + C(Π1(dn/2e)) + bn/2c, (2.10)

C(Πk(n)) = C(Πk−1(dn/2e)) + 2bn/2c − 1, (2.11)
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îòêóäà ïî èíäóêöèè ëåãêî âûâîäÿòñÿ òðåáóåìûå ñîîòíîøåíèÿ. �

Â ÷àñòíîñòè, â íàèáîëåå èíòåðåñíîì ñëó÷àå k = 0 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2.1. P0(2m) 6 4 · 2m − Φm+5 + 1 ∼ 4 · 2m.

• Àâòîðîì â [80, 294] óñòàíîâëåíà òî÷íàÿ îöåíêà

P0(2m) 6 3.5 · 2m − (8.5 + 3.5(m mod 2))2bm/2c +m+ 5, (2.12)

êîòîðàÿ äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðûõ ïîëóãðóïïàõ (G, ◦). Êàê ñëåäñòâèå (èç êîíñòðóêöèè), P0(n) 6

3.5n ïðè ëþáîì n. Òàêæå â [80, 294] òî÷íî óñòàíîâëåíî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñëîæ-

íîñòè óíèâåðñàëüíûõ ïðåôèêñíûõ ñõåì, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (∗), (∗∗) â ñëó÷àå n = 2m.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñõåì Πk(2m) â ìåòîäå Ëàäíåðà�Ôèøåðà îïòèìàëåí ïðè

âñåõ k çà èñêëþ÷åíèåì k = 1. Îòêðûòûì îñòàåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè áîëåå ýêîíîìíûõ

êîììóòàòèâíûõ ïðåôèêñíûõ ñõåì4). Â [80, 294] òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå ãðóïïû

(B,⊕) âåðõíÿÿ îöåíêà (2.12) ìîæåò áûòü ïîíèæåíà äî 36n/11.

Ïàðàëëåëüíûå ïðåôèêñíûå ñõåìû èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ (ñì.,
íàïðèìåð, îáçîð [142]), ñàìûì èçâåñòíûì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ïðå-
ôèêñíîãî ñóììàòîðà. Ýòîò ñïîñîá âîñõîäèò ê ðàáîòå Þ. Ï. Îôìàíà [57]. Ïðå-
èìóùåñòâîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñóììàòîðîâ ñ ðàç-
ëè÷íûìè ïîëåçíûìè ñâîéñòâàìè â çàâèñèìîñòè îò òèïà âûáðàííîé ïðåôèêñíîé
ñõåìû (êîòîðûõ èçâåñòíî ìíîæåñòâî). Â ÷àñòíîñòè, ëåãêî äîáèòüñÿ ëîãàðèôìè-
÷åñêîé ãëóáèíû, ñîõðàíÿÿ ëèíåéíûé ïîðÿäîê ñëîæíîñòè (ãëóáèíà ñòàíäàðòíîãî
ñóììàòîðà ëèíåéíà).

Íàïîìíèì, ÷òî öåíòðàëüíîé ÷àñòüþ ñóììàòîðà n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ
âû÷èñëåíèå ñèñòåìû ôóíêöèé (ïåðåíîñîâ)

ci = Fi(X, Y ) = yi−1 + xi−1(yi−2 + . . .+ x2(y1 + x1y0) . . .), i = 1, . . . , n, (2.13)

ñì. (1.2) è (1.3).
Ââåäåì îïåðàöèþ ◦ íà âåêòîðàõ âûñîòû 2:(

f1

p1

)
◦
(
f2

p2

)
=

(
f2 + p2f1

p2p1

)
. (2.14)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé:(
f2 + p2f1

p2p1

)
◦
(
f3

p3

)
=

(
f3 + p3f2 + p3p2f1

p3p2p1

)
=

(
f1

p1

)
◦
(
f3 + p3f2

p3p2

)
.

Òåïåðü ôîðìóëó (2.13) äëÿ ôóíêöèè ïåðåíîñà ìîæíî çàïèñàòü êàê(
Fi

xi−1 · . . . · x0

)
=

(
y0

1

)
◦
(
y1

x1

)
◦ . . . ◦

(
yi−1

xi−1

)
. (2.15)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ âñåõ ïåðåíîñîâ ñâîäèòñÿ ê ðåàëèçàöèè ñèñòå-
ìû ïðåôèêñíûõ ñóìì âèäà (2.8).

Îäíà îïåðàöèÿ ◦ ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé íàä B2 ñëîæíîñòè 3 è ãëóáèíû 2. Ïî-
ýòîìó íà îñíîâå ñõåìû, âû÷èñëÿþùåé n ïðåôèêñíûõ ñóìì ñî ñëîæíîñòüþ C è
ãëóáèíîé D, ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó ñóììàòîðà ñëîæíîñòè 3(C+n)−1 è ãëóáèíû
2D + 2.

4Ò.å. íàä ãðóïïàìè (G, ◦) ñ êîììóòàòèâíîé îïåðàöèåé ◦.
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Âàëåðèé Ìèõàéëîâè÷
Õðàï÷åíêî

Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé
ìàòåìàòèêè ÀÍ ÑÑÑÐ/ÐÀÍ,

Ìîñêâà, ñ 1966 ïî 2019

Ãëóáèíà ïðåôèêñíîãî n-ðàçðÿäíîãî ñóììàòîðà íå ìîæåò
áûòü ìåíüøå 2 log2 n. Áîëåå àêêóðàòíîå èññëåäîâàíèå
âûðàæåíèé (2.13) ïðèâåëî Â. Ì. Õðàï÷åíêî [100] ê ïî-
ñòðîåíèþ ñóììàòîðà àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé ãëó-
áèíû ∼ log2 n. Äëÿ îáùíîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âû-
÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ íàä ìîíîòîííûì àðèôìåòè÷åñêèì
áàçèñîì A+.

Òåîðåìà 2.6 ([100]). Äëÿ ôóíêöèè Fn èç (2.13) ñïðàâåä-
ëèâî DA+(Fn) 6 log2 n+

√
2 log2 n+O(1).

I Äîáàâèì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè

Fr,m(X, Y ) = xm+r−1 · . . . · xm+1 · xm · Fm(X, Y ). (2.16)

Â ÷àñòíîñòè, F0,m = Fm. Èç (2.13) âûòåêàåò äåêîìïîçè-
öèÿ âèäà

Fr,m+n = Fr,m + Fr+m,n (2.17)

(àðãóìåíòû ôóíêöèé ìû çäåñü äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàåì). Îáîçíà÷èì d(s, k) =
D(Fs·2k,2k). Î÷åâèäíî, d(s1, k) 6 d(s2, k) ïðè s1 6 s2. Ïîýòîìó, êàê ñëåäñòâèå èç
(2.16) è (2.17),

d(2l, k) 6 max{k + l, d(0, k)}+ 1, (2.18)

d(s, k) 6 d(2s+ 1, k − 1) + 1. (2.19)

Ëåììà 2.2. Ïðè C2
l < m 6 C2

l+1 ñïðàâåäëèâî d(0,m) 6 m+ l + 1.

� Íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïîm ñ áàçîém = 1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà îò m−1 ê m = C2

l +r, ïðèìåíÿÿ r ðàç íåðàâåíñòâî (2.19),
à çàòåì (2.18), ïîëó÷àåì

d(0,m) 6 d(2r − 1, C2
l ) + r 6 C2

l+1 + r + 1 = m+ l + 1.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ ïîäñòàâèòü â ëåììó 2.2
çíà÷åíèå m = dlog2 ne è çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèe C2

l < m 6 C2
l+1 îçíà÷àåò l =

d(
√

1 + 8m− 1)/2e. �

Ïðè ðåàëèçàöèè ïåðåíîñîâ ïî ïðàâèëàì (1.3) ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2.2. DB0(Σn) 6 log2 n+
√

2 log2 n+O(1).

• Â [233] Ñ. Ð. Êîñàðàþ äîêàçàë íèæíþþ îöåíêó DA+(Fn) > log2 n +
√

(2− o(1)) log2 n.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðåçóëüòàò òåîðåìû 2.6 íå ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óëó÷øåí áåç äîïîëíèòåëü-
íûõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ ïîëóêîëüöà, â êîòîðîì ïðîèçâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ.
Ì. È. Ãðèí÷óê ïîêàçàë, ÷òî â áóëåâîì ïîëóêîëüöå {B, ∨, ∧} îöåíêà ìîæåò áûòü ïîíèæåíà [14],
ñì. äàëåå íà ñòð. 96. Îòêðûò âîïðîñ î âîçìîæíîñòè óòî÷íåíèÿ îöåíêè â ïîëå F2.
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Ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ôîðìóë òåîðåìû 2.6 ïðèâîäèò ê ñóììàòîðó íåëèíåéíîé ñëîæíîñòè.

Íåñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàâ ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ, Õðàï÷åíêî [100] öåíîé óâåëè÷åíèÿ ãëóáèíû â

ïðåäåëàõ log2 n+O(
√

log n) ïîñòðîèë n-ðàçðÿäíûé ñóììàòîð ëèíåéíîé ñëîæíîñòè (12 + o(1))n

â áàçèñå B0. Â ðàáîòå [10] ïîêàçàíî, ÷òî ñóììàòîð òàêîé ñëîæíîñòè ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñ

ãëóáèíîé log2 n +
√

(2 + o(1)) log2 n. Â áàçèñå B2 ñëîæíîñòü ñóììàòîðîâ ïîíèæàåòñÿ äî (8 +

o(1))n.

Äðóãèå ïðèëîæåíèÿ

Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà â òåîðèè áûñòðûõ âû÷èñëåíèé íàñòîëüêî îáøèðíà, ÷òî ñêîëüêî-
íèáóäü ïîäðîáíîå îïèñàíèå âñåâîçìîæíûõ ïðèëîæåíèé ïîòÿíåò íà öåëóþ êíèãó, à òî è íå íà
îäíó. Ðóêîâîäñòâóÿñü ïðèíöèïîì óâàæåíèÿ ê èíôîðìàöèè5), òîëüêî ïåðå÷èñëèì êðàòêî åùå
íåñêîëüêî âàæíûõ çàäà÷, ãäå ìåòîä ðàáîòàåò ýôôåêòèâíî.

Ïåðåõîä ìåæäó ñèñòåìàìè ñ÷èñëåíèÿ. Ïðîñòîé è àñèìïòîòè÷åñêè áûñòðûé àëãîðèòì
ïåðåâîäà çàïèñè ÷èñëà ìåæäó ñèñòåìàìè ñ÷èñëåíèÿ ñ ðàçíûìè îñíîâàíèÿìè ïðåäëîæåí
À. Ø�åíõàãå6).

Äëÿ ïåðåâîäà ÷èñëà A èç b-è÷íîé ñèñòåìû â äâîè÷íóþ îíî ðàçáèâàåòñÿ ïîïîëàì, A =
A1b

k + A0, ¾ïîëîâèíêè¿ A0 è A1 ïåðåâîäÿòñÿ ê äâîè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ ðåêóðñèâíûì âû-
çîâîì àëãîðèòìà, äëÿ ÷èñëà bk äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü ïðåäâû÷èñëåííûì;
îñòàåòñÿ âûïîëíèòü óìíîæåíèå è ñëîæåíèå äâîè÷íûõ ÷èñåë. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, n-ðàçðÿäíîå
äâîè÷íîå ÷èñëî A äåëèòñÿ ñ îñòàòêîì íà ñòåïåíü bk � 2n/2, ïîëó÷àåì A = A1b

k +A0, îñòàåòñÿ
ïåðåâåñòè â b-è÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëîâèíêè A0 è A1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëîæíîñòè îïåðàòîðà Tn,b ïåðåâîäà ÷èñëà ðàçìåðà < 2n èç b-è÷íîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ â äâîè÷íîå, è äëÿ ñëîæíîñòè îáðàòíîãî îïåðàòîðà èìåþò ìåñòî ðåêóððåíòíûå
ñîîòíîøåíèÿ

C(Tn,b) 6 2C(Tn/2,b) + C(Mn/2) +O(n), C(T−1
n,b ) 6 2C(T−1

n/2,b) + C(QRn,n/2),

ãäå QRn,m � îïåðàòîð äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì n-ðàçðÿäíîãî ÷èñëà íà m-ðàçðÿäíîå.
Â òåðìèíàõ ñãëàæåííîé ôóíêöèè ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ7) M(n) ñîîòíîøåíèÿ ðàçðåøàþòñÿ

êàê C(Tn,b),C(T−1
n,b ) 4 M(n) log n, ïîñêîëüêó C(QR2n,n) 4 M(n) (äîêàçàíî Ñ. Êóêîì [166]; ñì.

äàëåå íà ñòð. 53). Â ñèëó ðåçóëüòàòà Ä. Õàðâè è Æ. âàí äåð Õóâåíà [199], M(n) 4 n log n.

Áûñòðîå âû÷èñëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ. Èäåÿ äåëåíèÿ ïîïîëàì ïîçâîëè-
ëà ðàäèêàëüíî ïîíèçèòü ñëîæíîñòü êëàññè÷åñêèõ åâêëèäîâûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ.
Óñîâåðøåíñòâîâàâ èñõîäíûé ìåòîä Ä. Êíóòà [230], À. Ø�åíõàãå â [287] äîêàçàë îöåíêó8)

C(ÍÎÄn) 4 M(n) log n.
Èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ââîäèòñÿ îïåðàòîð ÏÍÎÄn(A,B) = (a, b,M), êî-

òîðûé ïî äâóì n-ðàçðÿäíûì ÷èñëàì A,B ñòðîèò ïàðó ÷èñåë a, b äëèíû ≈ n/2 ñ ñîõðàíåíèåì
ÍÎÄ, à òàêæå ìàòðèöó ïåðåõîäàM , ýëåìåíòû êîòîðîé òàêæå èìåþò ðàçìåð ≈ n/2. Íàïðèìåð,
ìîæíî òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèé

ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(A,B), a > 2n/2 > b,

(
a
b

)
= M

(
A
B

)
.

5Ñîêðàùàòü îáúåì èçëîæåíèÿ òàì, ãäå ìàòåðèàëà ìíîãî, è âîñïðîèçâîäèòü ìàòåðèàë öåëè-
êîì òàì, ãäå åãî ìàëî (ñôîðìóëèðîâàí À. Ò. Ôîìåíêî ïðèìåíèòåëüíî ê àíàëèçó èñòîðè÷åñêèõ
õðîíèê).

6Ïî-âèäèìîìó, ìåòîä òàê è íå áûë îïóáëèêîâàí àâòîðîì. Öèòèðóåòñÿ ïî [21].
7Óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì M(n) > C(Mn) è M(x+ y) > M(x) + M(y) ïðè âñåõ x, y.
8Ñòðîãî ãîâîðÿ, àëãîðèòìû ÍÎÄ îáû÷íî ôîðìóëèðóþòñÿ äëÿ ìîäåëè ïðîãðàìì ñ âåòâëåíè-

ÿìè. Ïåðåõîä ê ñõåìíîé ðåàëèçàöèè âûïîëíÿåòñÿ ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ áèíàðíîãî
àëãîðèòìà ÍÎÄ âûøå, è íå âëèÿåò íà ïîðÿäîê ñëîæíîñòè.
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Òàê âû÷èñëåíèå ÍÎÄ(A,B) ñâîäèòñÿ ê âûïîëíåíèþ îïåðàöèè (a, b,M) = ÏÍÎÄn(A,B) è âû-
÷èñëåíèþ ÍÎÄ(b, a mod b) ÷èñåë ïîëîâèííîãî ðàçìåðà. Ïîýòîìó

C(ÍÎÄn) 6 C(ÍÎÄn/2) + C(ÏÍÎÄn) + C(QR2n,n) +O(n log n), (2.20)

ãäå ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ó÷èòûâàåò ñïåöèôèêó ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ñõåìàìè (êàê â äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû 1.4).

Öåíòðàëüíîé ÷àñòüþ ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå îïåðàòîðà ÏÍÎÄ. Â îñíîâå ëåæèò íà-
áëþäåíèå Ä. Ëåõìåðà [241]: ïåðâûå øàãè àëãîðèòìà Åâêëèäà îïðåäåëÿþòñÿ ñòàðøèìè ðàçðÿ-
äàìè ÷èñåë A è B. Ïðèìåðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé ïðè âû÷èñëåíèè ÏÍÎÄn(A,B)
òàêîâà. Ïóñòü A = A12n/2 +A0 è B = B12n/2 +B0.

1. Âû÷èñëÿåì (a′, b′,M1) = ÏÍÎÄn/2(A1, B1). Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó ïåðåõîäà,
ìîæíî ïîëó÷èòü íîâóþ ïàðó ÷èñåë A′, B′, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ÍÎÄ(A′, B′) =

ÍÎÄ(A,B) è èìåþò äëèíó â ïðåäåëàõ 3n/4 ðàçðÿäîâ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè
(
A′

B′

)
= M1

(
A
B

)
,

íî ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ êîððåêöèÿ íà íåñêîëüêî äåëåíèé ñ îñòàòêîì âïåðåä èëè äàæå íàçàä.
2. Çàïèñûâàÿ A′ = A32n/4 + A2 è B′ = B32n/4 + B2, âûïîëíÿåì åùå îäèí ðåêóðñèâíûé

âûçîâ îïåðàöèè ÏÍÎÄ. Âû÷èñëÿåòñÿ (a′′, b′′,M2) = ÏÍÎÄn/2(A3, B3). Ïðè ïîìîùè ìàòðèöû
ïåðåõîäà M2 èç A′, B′ ïîëó÷àåòñÿ èñêîìàÿ ïàðà a, b äëèíû ≈ n/2 ðàçðÿäîâ, à òàêæå ìàòðèöà

ïåðåõîäà M . Ñ òî÷íîñòüþ äî íåîáõîäèìîé êîððåêöèè,
(
a
b

)
= M2

(
A′

B′

)
è M = M2M1.

Íåîáõîäèìîñòü êîððåêöèè ðåçóëüòàòîâ íà êàæäîì øàãå è äîïîëíèòåëüíûå ïðîâåðêè ñó-
ùåñòâåííî çàòðóäíÿþò àêêóðàòíîå èçëîæåíèå ìåòîäà. Ïðèíöèïèàëüíî, íóæíî ñëåäèòü, ÷òîáû
ïðîìåæóòî÷íûå øàãè àëãîðèòìà íå ïîðîæäàëè ñëèøêîì ìàëåíüêèå ÷èñëà. Ýòî áû ïðèâîäèëî ê
íåâîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà Ëåõìåðà: ðåçóëüòàò çàâèñåë áû îò òåõ ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ,
êîòîðûå â ðàñ÷åòàõ íå ó÷èòûâàëèñü.

Â èòîãå äëÿ ñëîæíîñòè ïîëó÷àåòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

C(ÏÍÎÄn) 6 2C(ÏÍÎÄn/2) +O(C(Mn) + C(QR2n,n) + n log n),

êîòîðîå ïðèâîäèò ê C(ÏÍÎÄn) 4 M(n) log n è âêóïå ñ (2.20) � ê C(ÍÎÄn) 4 M(n) log n.
Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ìåòîä ïîëó÷èë ðÿä ìîäèôèêàöèé. Ñàì Ø�åíõàãå â [290] ïðåäëîæèë

èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ èòåðàöèè äåëåíèÿ ñ âûáîðîì íàèáîëüøåãî îñòàòêà, ÷òî
ïîçâîëèëî óïðîñòèòü êîíòðîëü ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è ïðîâåðêó êîððåêòíîñòè ìåòîäà. Ýòîò
àëãîðèòì âìåñòå ñ ïðåäëîæåííûì Í. Ì�åëëåðîì áîëåå ýôôåêòèâíûì ÏÍÎÄ-âàðèàíòîì îïèñàí
â [253]. Ä. Øòåëå è Ï. Öèììåðìàí [297] ïîñòðîèëè áûñòðûé àëãîðèòì ÍÎÄ íà áàçå ïðàâîñòî-
ðîííåãî äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì (â ýòîì ñëó÷àå êîíòðîëü ïàðàìåòðîâ ìåòîäà òàêæå âûïîëíÿåòñÿ
ïðîùå). Íàêîíåö, ìåòîä Ä. Áåðíøòåéíà è Á.-É. ßíãà [137] ïî ñóòè áàçèðóåòñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íî íà èòåðàöèÿõ áèíàðíîãî àëãîðèòìà ÍÎÄ (ñì. ñòð. 13). Ìåòîä [137] èìååò ïðèîðèòåò ïåðåä
ïåðå÷èñëåííûìè âûøå ââèäó ìàëîãî ÷èñëà âåòâëåíèé è ìàêñèìàëüíî ïðîñòîãî êîíòðîëÿ ñõî-
äèìîñòè è êîððåêòíîñòè.

Ïåðåëîæåíèå áûñòðîãî àëãîðèòìà ÍÎÄ äëÿ êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ âûïîëíåíî Ð. Ìîíêîì
â [252], áîëåå ñîâðåìåííûé âàðèàíò ìåòîäà îïèñàí â [137], à ñóùåñòâåííî îïòèìèçèðîâàííàÿ
âåðñèÿ � â [210]. Àíàëèç ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà íåñêîëüêî ïðîùå ââèäó îòñóòñòâèÿ ïå-
ðåíîñîâ ïðè ñëîæåíèè (ïðîùå êîððåêöèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ).

Ñîðòèðîâêà è ìîíîòîííûå ñõåìû äëÿ ïîðîãîâûõ ôóíêöèé. Ìîíîòîííûå ïîðîãîâûå
áóëåâû ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ â ñîâîêóïíîñòè îáðàçóþò îïåðàòîð ñîðòèðîâêè (áóëåâà íàáîðà)
SORTn = (T 1

n , T
2
n , . . . , T

n
n ), ãäå T kn = (x1 + . . .+xn > k) � ìîíîòîííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

n ïåðåìåííûõ ñ ïîðîãîì k. Ïîýòîìó çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ïîðîãîâûõ ôóíêöèé è ñîðòèðîâêè (èëè
âûáîðà, åñëè ðå÷ü èäåò îá îäíîé êîìïîíåíòå îïåðàòîðà) îêàçûâàþòñÿ òåñíî ñâÿçàííûìè.

Ïîïóëÿðíîé ìîäåëüþ äëÿ ðåàëèçàöèè ñîðòèðîâêè ÿâëÿþòñÿ ñõåìû êîìïàðàòîðîâ. Êîìïà-
ðàòîð � ýòî ïîäñõåìà, óïîðÿäî÷èâàþùàÿ äâà âõîäíûõ ÷èñëà; â áóëåâîì ñëó÷àå ïðåáðàçîâàíèå
èìååò âèä (x, y)→ (x∧ y, x∨ y). Â ñõåìàõ êîìïàðàòîðîâ çàïðåùåíû âåòâëåíèÿ âûõîäîâ êîìïà-
ðàòîðîâ9), òàêæå ñì. íèæå íà ñòð. 61.

9Ñõåìà êîìïàðàòîðîâ ìîæíî çàïèñàòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n-ýëåìåíòíûõ íàáîðîâ, óäî-
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Â ïîëíîì áàçèñå òðèâèàëüíî âûïîëíÿåòñÿ C(SORTn) � n. Îöåíêè ñëîæíîñòè ìîíîòîííûõ
ñõåì ïîëó÷àþòñÿ ïåðåíîñîì èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î ñëîæíîñòè ñõåì êîìïàðàòîðîâ. Íàèâíûé
ìåòîä (ñðàâíèòü âñå ýëåìåíòû ïîïàðíî) ïðèâîäèò ê îöåíêå CBM

(SORTn) 4 n2. Ñóùåñòâåííî
áîëåå ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ñîðòèðîâêè ñ ýëåãàíòíûì ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïà äåëåíèÿ ïîïîëàì
ïðåäëîæèë Ê. Áýò÷åð [124]. Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ñîðòèðóåìûé íàáîð äåëèòñÿ
ïîïîëàì, âûïîëíÿåòñÿ ñîðòèðîâêà â êàæäîé èç ïîëîâèí, çàòåì âûïîëíÿåòñÿ ñëèÿíèå óïîðÿäî-
÷åííûõ ïîäíàáîðîâ. Òàêèì îáðàçîì,

CBM
(SORT2n) 6 2CBM

(SORT2n) + CBM
(ÑËn,n),

ãäå ÷åðåç ÑËm,n îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð ñëèÿíèÿ10) óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ äëèíû m è n.
Ñëèÿíèå äâóõ íàáîðîâ òîæå âûïîëíÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ìåòîäîì äåëåíèÿ ïîïîëàì. Îòäåëüíî

âûïîëíÿåòñÿ ñëèÿíèå âñåõ ÷åòíûõ ýëåìåíòîâ îáîèõ íàáîðîâ è âñåõ íå÷åòíûõ. Äëÿ ñîâìåñòíîé
ñîðòèðîâêè ïîëó÷åííûõ äâóõ ñïèñêîâ îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì âñåãî n−1 ñðàâíåíèé. Ïîýòîìó

CBM
(ÑËn,n) 6 2CBM

(ÑËn/2,n/2) + 2(n− 1),

îòêóäà CBM
(ÑËn,n) 4 n log n, ñëåäîâàòåëüíî, CBM

(SORTn) 4 n log2 n. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå
ìåòîäà ñì. â [22, 107].

Âïîñëåäñòâèè Ì. Àéòàè, ß. Êîìëîø è Ý. Ñåìåðåäè [116, 117] äîêàçàëè, ÷òî íà ñàìîì äåëå
CBM

(SORTn) 4 n log n (ñì. äàëåå íà ñòð. 60), íî ïðè ðàçóìíûõ çíà÷åíèÿõ n ìåòîä Áýò÷åðà
èìååò ïðèîðèòåò.

Ïðè âû÷èñëåíèè îòäåëüíûõ ôóíêöèé T kn ñ íåáîëüøèìè ïîðîãàìè k õîðîøî ðàáîòàåò àñèìï-
òîòè÷åñêè îïòèìàëüíûé â ìîäåëè ñõåì êîìïàðàòîðîâ ìåòîä Ý. ßî [317]. Â íåì ýëåìåíòû ðàç-
áèâàþòñÿ íà ïàðû, êîòîðûå óïîðÿäî÷èâàþòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè ìëàäøèõ ýëåìåíòîâ ïàð
ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå k/2 èç k íàèáîëüøèõ ýëåìåíòîâ âõîäíîãî íàáîðà. Ïîýòîìó âûáèðàåì
k íàèáîëüøèõ ýëåìåíòîâ ñðåäè ñòàðøèõ ýëåìåíòîâ ïàð è bk/2c íàèáîëüøèõ ýëåìåíòîâ ñðåäè
ìëàäøèõ ýëåìåíòîâ ïàð, è çàòåì íàõîäèì ñðåäè íèõ k íàèáîëüøèõ ýëåìåíòîâ. Ìîæíî çàïèñàòü
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

CBM

(
T 1
n , . . . , T

k
n

)
6 n+ CBM

(
T 1
n/2, . . . , T

k
n/2

)
+ CBM

(
T 1
n/2, . . . , T

k/2
n/2

)
+ CBM

(ÑËk,k/2).

Âûïîëíåííûé àâòîðîì [89] àêêóðàòíûé ïåðåíîñ ìåòîäà ßî íà ìîäåëü ìîíîòîííûõ ñõåì11) ïðè-
âîäèò ê ñïðàâåäëèâîé ïðè ïîñòîÿííîì èëè ìåäëåííî ðàñòóùåì k îöåíêå

CBM
(T kn ) . (blog2 kc+ blog2(4k/3)c)n.

Ì. Êîõîë [231], îïèðàÿñü íà êîíñòðóêöèþ áûñòðûõ ñõåì ñîðòèðîâêè [116, 117], âûâåë îá-
ùóþ îöåíêó CBM

(T kn ) 4 n log k. Íàèëó÷øàÿ óíèâåðñàëüíàÿ îöåíêà, ñïðàâåäëèâàÿ ïðè ëþáûõ
çíà÷åíèÿõ ïîðîãà, CBM

(T kn ) . 6n log3 n ïîëó÷åíà C. Äæèìáî è À. Ìàðóîêîé â [214].

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ
ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) = anx

n + . . . + a1x + a0 ñõåìàìè â ïîëíîì àðèôìåòè÷åñêîì
áàçèñå AR èëè AC. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà � ýòî ñõåìà Ãîðíåðà:

f(x) = (. . . ((anx+ an−1)x+ . . .)x+ a0.

Îíà èñïîëüçóåò n ñëîæåíèé è n óìíîæåíèé. Ïåðâàÿ îöåíêà (äëÿ ÷èñëà àääèòèâíûõ îïåðà-
öèé) â îáùåì ñëó÷àå íåóëó÷øàåìà, êàê ïîêàçàëè Ý. Ã. Áåëàãà [4] è Â. ß. Ïàí [58, 59]. Îíè

âëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì: 1) íà÷èíàåòñÿ ñ âõîäíîãî âåêòîðà; 2) êàæäûé ñëåäóþùèé íàáîð ïî-
ëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî óïîðÿäî÷åíèåì îäíîé ïàðû ýëåìåíòîâ; 3) çàêàí÷èâàåòñÿ ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì (ëèáî, â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, ñîäåðæèò òðåáóåìûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿ-
äîê).

10Ýòî ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííûé áóëåâ îïåðàòîð.
11Ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíûé ìåòîä ñèíòåçà ñõåì äëÿ ôóíêöèè T 2

n ,
ñì. äàëåå.
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æå (äëÿ ïîëåé C è R ñîîòâåòñòâåííî) äîêàçàëè, ÷òî ìîæíî âñåãäà îãðàíè÷èòüñÿ n/2 + O(1)
óìíîæåíèÿìè. Áîëåå òîãî, îáå îöåíêè ñ òî÷íîñòüþ äî O(1) äîñòèãàþòñÿ íà îäíîé ñõåìå.

Ìåòîäû Ïàíà è Áåëàãè íåòðèâèàëüíû è òðåáóþò äîâîëüíî ñëîæíîé ïðåäâàðèòåëüíîé ïîä-
ãîòîâêè êîýôôèöèåíòîâ12). Èçÿùíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ, ïðèâîäÿùèé ëèøü ê íåìíîãèì õóä-
øåé îöåíêå n/2 + O(log n) óìíîæåíèé, ïðåäëîæåí Ì. Ðàáèíûì è Ø. Âèíîãðàäîì [276], ñì.
òàêæå [266]. Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò íàáëþäåíèå î òîì, ÷òî íîðìèðîâàííûé (ò. å. ñî ñòàðøèì
êîýôôèöèåíòîì 1) ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíè 2k+1 − 1 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

f(x) = (x2k

+ a)f1(x) + f0(x), (2.21)

ãäå f0, f1 � íîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 2k−1. Ïîýòîìó, åñëè îòäåëüíî âû÷èñëåíû âñå
ñòåïåíè x2, x22

, . . . , x2k

, òî ëþáîé ïðîìåæóòî÷íûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2m − 1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëàì (2.21) ïðè ïîìîùè 2m−1 − 1 óìíîæåíèé.

×èñëî íåñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n, â
îáùåì ñëó÷àå îöåíèâàåòñÿ ñíèçó êàê

√
n [266]. Íàèëó÷øàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ Ì. Ïà-

òåðñîíîì è Ë. Ñòîêìåéåðîì [266], èìååò âèä
√

2n + O(log n). Ìåòîä èäåéíî áëèçîê ê ìåòî-
äó [276] è òàêæå ýêñïëóàòèðóåò èäåþ äåëåíèÿ ïîïîëàì. Íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí f(x) ñòå-
ïåíè p(2k+1 − 1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

f(x) = (xp2
k

+ c(x))f1(x) + f0(x), (2.22)

ãäå f0, f1 � íîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè p(2k−1) è deg c < p. Åñëè âû÷èñëåíû âñå ñòå-
ïåíè x2, x3, . . . , xp è x2p, x22p, . . . , x2kp, òî êàæäûé ïðîìåæóòî÷íûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè p(2m−1)
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.22) ïðè ïîìîùè 2m−1−1 óìíîæåíèé. Òðåáóåìóþ îöåíêó ïîëó÷àåì
ïðè p ≈

√
n/2.

12Åñëè êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà òîæå ÿâëÿþòñÿ âõîäàìè ñõåìû, èíà÷å ãîâîðÿ, ïðåäâàðè-
òåëüíàÿ îáðàáîòêà íåâîçìîæíà, òî ñõåìà Ãîðíåðà îïòèìàëüíà, êàê ïîêàçàë Ïàí â ðàáîòå [60].



Ãëàâà 3

Ìåòîä îáùåé ÷àñòè c

Ñóòü ìåòîäà � â âûäåëåíèè ôðàãìåíòîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçî-
âàíû ìíîãîêðàòíî. Óäèâèòåëüíî, ÷òî îäíà ëèøü ýòà èäåÿ âåäåò ê ðÿäó
íåòðèâèàëüíûõ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ.

Àääèòèâíûå öåïî÷êè. Ìåòîä Áðàóýðà c

Àääèòèâíûå öåïî÷êè� ýòî (óíèâåðñàëüíûå) àääèòèâíûå ñõåìû ñ îäíèì âõîäîì è
îäíèì âûõîäîì. Îíè ðåàëèçóþò ïðåîáðàçîâàíèÿ x→ nx, íî òðàäèöèîííî âõîäîì
öåïî÷êè ñ÷èòàåòñÿ êîíñòàíòà 1, òîãäà íà âûõîäå ïîëó÷àåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n.

Àëüôðåä Òåîäîð
Áðàóýð

Óíèâåðñèòåò Ñåâ. Êàðîëèíû,
ñ 1942 ïî 1964

Îòòàëêèâàÿñü îò äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà,
àääèòèâíóþ öåïî÷êó äëÿ n = [nk, nk−1, . . . , n0]2 ìîæíî
ïîñòðîèòü, ñëåäóÿ ôîðìóëå

n = (. . . (2nk + nk−1)2 + . . .+ n1)2 + n0. (3.1)

Ýòî áèíàðíûé ìåòîä � îí ïðèâîäèò ê îöåíêå L(n) 6
log2 n+ν(n)−1 < 2 log2 n, ãäå ν(n) � âåñ ÷èñëà n (÷èñëî
åäèíèö â äâîè÷íîé çàïèñè). Ïðè ýòîì î÷åâèäíàÿ íèæ-
íÿÿ îöåíêà èìååò âèä L(n) > log2 n (íà êàæäîì øà-
ãå ðàçìåð âû÷èñëåííîãî ÷èñëà óâåëè÷èâàåòñÿ ìàêñèìóì
âäâîå). À. Áðàóýð [149] çàìåòèë, ÷òî íà ñàìîì äåëå íèæ-
íÿÿ îöåíêà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íà.

Òåîðåìà 3.1 ([149]). L(n) 6 log2 n+ (1 + o(1)) log2 n
log2 logn

.

I Ïóñòü n < 2tk. Îðãàíèçîâàâ ðàçðÿäû ÷èñëà n â ìàò-
ðèöó A ðàçìåðà t× k, ìîæíî çàïèñàòü

n =
(
1, 2k, 22k, . . . , 2(t−1)k

)
·


n0 n1 · · · nk−1

nk nk+1 · · · n2k−1
...

...
. . .

...
n(t−1)k n(t−1)k+1 · · · ntk−1

 ·


1
2
...

2k−1

 . (3.2)

34



35

Öåíòðàëüíûì ìåñòîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ âûáîð ïàðàìåòðîâ ñ óñëîâèåì t > 2k.
Òàêèì îáðàçîì, â ìàòðèöå A îêàçûâàåòñÿ ìíîãî ïîâòîðÿþùèõñÿ ñòðîê.

Ëåììà 3.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé t × k ìàòðèöû A âûïîëíåíî L(A) 6
2k − k − 1.

� Èìååòñÿ âñåãî 2k − k − 1 ðàçëè÷íûõ ñòðîê äëèíû k è âåñà > 2. Íåñëîæíî
ïîñòðîèòü ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ âñåõ òàêèõ ñòðîê, èñïîëüçóÿ ïî îäíîé îïåðàöèè
íà êàæäóþ.

Âûïîëíÿÿ âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëå (3.2) ñïðàâà íàëåâî è èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò
ëåììû 3.1, ïîëó÷àåì

L(n) 6 (k − 1) + (2k − k − 1) + (k + 1)(t− 1),

ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî äëÿ ïîñëåäíåãî óìíîæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ 2k-àðíûé âàðèàíò
ôîðìóëû (3.1). Îñòàåòñÿ âûáðàòü k ≈ log2 log2 n− 2 log2 log2 log2 n. �

• Ï. Ýðä�åø [177] ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ n âûïîëíåíî

L(n) > log2 n+ (1− o(1))
log2 n

log2 log n
.

Áîëåå òîãî, êàê óñòàíîâèëè Â. Â. è Ä. Â. Êî÷åðãèíû [28], â êà÷åñòâå o(1) è â âåðõíåé îöåí-

êå òåîðåìû 3.1, è â íèæíåé îöåíêå Ýðä�åøà ìîæíî óêàçàòü âåëè÷èíó (2 + o(1)) log2 log logn
log2 logn .

Íàèëó÷øàÿ àáñîëþòíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà äîêàçàíà À. Ø�åíõàãå â [288] è èìååò âèä L(n) >

log2 n + log2 ν(n) − 2.13 (òî÷íîñòü ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîä÷åðêèâàåò ëåãêî ïðîâåðÿåìûé ôàêò:

îöåíêà blog2 nc+ dlog2 ν(n)e äîñòèãàåòñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ν(n)).

Àñèìïòîòè÷åñêè ìèíèìàëüíûå ñõåìû äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé c

Ïðîèçâîëüíóþ áóëåâó ôóíêöèþ n ïåðåìåííûõ ìîæíî çàäàòü òàáëèöåé åå çíà-
÷åíèé ðàçìåðà 2n áèò, è â îáùåì ñëó÷àå áîëåå êîðîòêîãî êîäà íå ñóùåñòâóåò1).
Èçâåñòíûé ðåçóëüòàò Ê. Øåííîíà [296] ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ êîäèðîâàíèÿ ôóíê-
öèé (êîíòàêòíûìè) ñõåìàìè äîñòàòî÷íî O(2n/n) ýëåìåíòîâ � òàêèì îáðàçîì,
îñíîâíîé îáúåì èíôîðìàöèè çàêëþ÷åí â òîïîëîãèè ñõåì. Ä. Ìàëëåð [258] ðàñ-
ïðîñòðàíèë ìåòîä Øåííîíà íà ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, à âñêî-
ðå Î. Á. Ëóïàíîâ ðàçðàáîòàë àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûé ìåòîä ñèíòåçà [39].
Ìåòîä Ëóïàíîâà ïðîèçâåë ñåíñàöèþ: òðóäíî áûëî ðàññ÷èòûâàòü, ÷òî íà ïåð-
âûé âçãëÿä ãðóáàÿ ìîùíîñòíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà âèäà � 2n/n îêàæåòñÿ íàñòîëü-
êî òî÷íîé è êîíñòðóêòèâíî äîñòèæèìîé â àñèìïòîòè÷åñêîì ñìûñëå. Â îñíîâå
ìåòîäà ëåæèò ïðîñòîé ðåçóëüòàò Ëóïàíîâà îá àääèòèâíîé ñëîæíîñòè áóëåâûõ
ìàòðèö [38].

Ëåììà 3.2 ([38]). Ïóñòü q < log p. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé p× q ìàò-
ðèöû A ñïðàâåäëèâî

L(A) 6

(
1 +O

(
log log p

log p

))
pq

log2 p
.

1Ïîñêîëüêó ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ � 22n

.
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� Ðàçäåëèì ìàòðèöó íà âåðòèêàëüíûå ïîëîñû øèðèíû k: A = (A1|A2| . . . |As),
ãäå s = dq/ke. Èñïîëüçóÿ îöåíêó ëåììû 3.1, ïîëó÷àåì

L(A) 6 L(A1) + . . .+ L(As) + (s− 1)p 6 s2k + pq/k.

Îñòàëîñü âûáðàòü k ≈ log2 p− log2 log2 p.

Çàìåòèì, ÷òî ëåììà èñïîëüçóåò òîò æå ïðèåì, ÷òî è â òåîðåìå 3.1, � ñâå-
äåíèå ê âû÷èñëåíèþ ñâåðõóçêèõ ìàòðèö. Òàê èñïîëüçîâàíèå ïîâòîðÿþùèõñÿ
ôðàãìåíòîâ ñóìì â ðàçíûõ ñòðîêàõ ïîçâîëÿåò óéòè îò òðèâèàëüíîé îöåíêè
L(A) 6 p(q − 1).

• Â ðàáîòå [38] îöåíêà ñëîæíîñòè äîêàçûâàåòñÿ äëÿ âåíòèëüíûõ ñõåì (ãëóáèíû 2), íî äîêàçà-

òåëüñòâî äëÿ àääèòèâíûõ ñõåì òî æå ñàìîå. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îöåíêà ëåììû 3.2 àñèìïòî-

òè÷åñêè òî÷íà ïðè log q ≺ log p [38] (ò.å. êîãäà ìàòðèöà A äîñòàòî÷íî óçêàÿ).

Òåîðåìà 3.2 ([39]). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f îò n ïåðåìåííûõ

CB2(f) 6

(
1 +O

(
log n

n

))
2n

n
.

Îëåã Áîðèñîâè÷
Ëóïàíîâ

Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò,
ñ 1959 ïî 2006

I Ðàçäåëèì ìíîæåñòâî n ïåðåìåííûõ íà äâå ãðóï-
ïû X, Y , ãäå |X| = k è |Y | = n − k. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç XJ =

∏
j∈J xj, J ⊂ {1, . . . , k}, ïðîèçâåäåíèÿ (ìîíî-

ìû) ïåðåìåííûõ ïåðâîé ãðóïïû, à ÷åðåç YI =
∏

i∈I yi,
I ⊂ {1, . . . , n − k}, � ìîíîìû ïåðåìåííûõ âòîðîé ãðóï-
ïû. Ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ f(X, Y ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà

f(X, Y ) =
⊕
I

YI
⊕
J

fI,JXJ , (3.3)

ãäå F = (fI,J) � áóëåâà ìàòðèöà ðàçìåðà 2n−k × 2k (îò-
ìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ôîðìóëû (3.2) è (3.3) àíàëî-
ãè÷íû).

Âû÷èñëåíèå âñåõ XJ âûïîëíÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðà-
òîðîì ðàçìåðà 2k × k íàä (B, ∧) � ñîãëàñíî ëåììå 3.1
îí ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé ñëîæíîñòè 2k. Àíàëîãè÷íî, ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ âñåõ
YI íå ïðåâîñõîäèò 2n−k. Ñëîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ìàòðèöåé F (íàä (B, ⊕))
îöåíèì ïðè ïîìîùè ëåììû 3.2. Åùå 2 · 2n−k îïåðàöèé òðåáóåòñÿ äëÿ óìíîæåíèé
ïðîìåæóòî÷íûõ ñóìì íà ìîíîìû YI è äëÿ âû÷èñëåíèÿ âíåøíåé ñóììû â (3.3).
Òàêèì îáðàçîì,

CB2(f) 6 3 · 2n−k + 2k +

(
1 +O

(
log(n− k)

n− k

))
2n

n− k
.

Ïðè âûáîðå k ≈ 2 log2 n ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �
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• Â áàçèñå B0 ïîëó÷àåòñÿ òàêàÿ æå îöåíêà, åñëè âìåñòî (3.3) èñïîëüçîâàòü ïîëó÷àåìóþ èç ÄÍÔ
(äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû) ôîðìóëó f =

∨
I YI

∨
J fI,JXJ , ãäå XJ è YI � ýëåìåíòàð-

íûå êîíúþíêöèè (ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåìåííûõ è èõ îòðèöàíèé). Âñå ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè
k ïåðåìåííûõ âû÷èñëÿþòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ ∼ 2k (ñì. ëåììó 3.5 íèæå).

Íà ñàìîì äåëå, â ðàáîòå [39] Ëóïàíîâ ïîëó÷èë áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò CB(f) ∼ 2n/((s−1)n)
äëÿ ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ, ãäå s � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ
ó ôóíêöèé ïîëíîãî êîíå÷íîãî áàçèñà B. Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ñëîæíîñòè âûñîêîé òî÷íîñòè
ïîëó÷èë Ñ. À. Ëîæêèí [32, 35]: íàïðèìåð, äëÿ áàçèñà B ∈ {B0,B2} îöåíêà ïðèíèìàåò âèä(

1 +
log2 n−O(1)

n

)
2n

n
. CB(Pn) .

(
1 +

log2 n+ log2 log n+O(1)

n

)
2n

n
.

Ëåììà 3.2, óñòàíàâëèâàþùàÿ ñëîæíîñòü êëàññà áóëåâûõ p× q ìàòðèö, ïðåäñòàâëÿåò ñàìî-
ñòîÿòåëüíóþ öåííîñòü. Íàïðèìåð, îíà ïîçâîëÿåò îáîáùèòü ðåçóëüòàò òåîðåìû 3.1 íà ñëó÷àé
âû÷èñëåíèÿ íåñêîëüêèõ ÷èñåë. Ïóñòü n = maxi ni è s log n→∞. Òîãäà

L(n1, . . . , ns) 6 log2 n+ (1 + o(1))
s log2 n

log2(s log n)
+O(s). (3.4)

� Ïóñòü n < 2tk. Òðàíñïîíèðóÿ (3.2), ìîæíî çàïèñàòü

ni = bAiC
T , b = (1, 2, 22, . . . , 2k−1), C =

(
1, 2k, 22k, . . . , 2(t−1)k

)
,

ãäå Ai � áóëåâà k × t ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ðàçðÿäîâ ÷èñëà ni. Òîãäà
n1

n2

...
ns

 = BACT , B =


b 0 . . . 0 · · · 0 . . . 0

0 . . . 0 b · · · 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 . . . 0 0 . . . 0 · · · b

 , A =


A1

A2

...
As

 .

Êàê ñëåäñòâèå,

L(n1, . . . , ns) 6 L(B) + L(A) + L(CT ) 6 2s(k − 1) + L(A) + (t− 1)k.

Åñëè log s 4 log log n, ïîëàãàåì t ≈ log2
2 log2 n. Èíà÷å (ò.å. ïðè áîëüøîì s) âûáèðàåì k = 1.

Äàëåå ñëîæíîñòü ìàòðèöû A (ðàçìåðà sk × t) îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëåììû 3.2.

Îöåíêà (3.4) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà Í. Ïèïïåíäæåðà [271] î
ñëîæíîñòè öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö. Ìîùíîñòíûì ìåòîäîì íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî â êëàññå
âñåõ íàáîðîâ èç s ÷èñåë âåëè÷èíû 6 n óêàçàííàÿ îöåíêà íåóëó÷øàåìà [271]. Â ñëó÷àå èíäèâèäó-
àëüíî çàäàííûõ îãðàíè÷åíèé ni 6 ri Ñ. Á. Ãàøêîâ è Â. Â. Êî÷åðãèí [11] óòî÷íèëè îöåíêó (3.4)
äî

L(n1, . . . , ns) 6 log2 n+ (1 + o(1))
R

log2R
+O(s), R = log2(r1 · . . . · rs). (3.5)

Îíà òàêæå íåóëó÷øàåìà â ñâîåì êëàññå. Âïîñëåäñòâèè Êî÷åðãèí óòî÷íèë îñòàòî÷íûå ÷ëåíû â

îáåèõ îöåíêàõ (3.4) è (3.5), ñì. [27].

Ñõåìû äëÿ ëèíåéíûõ áóëåâûõ îïåðàòîðîâ c

Ëåììà 3.2 óñòàíàâëèâàåò àñèìïòîòèêó ñëîæíîñòè äëÿ êëàññà äîñòàòî÷íî óçêèõ
áóëåâûõ ìàòðèö. Â íàèáîëåå èíòåðåñíîì ñëó÷àå êâàäðàòíûõ ìàòðèö àñèìïòî-
òè÷åñêè òî÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ áîëåå òîíêèì ïðèìåíåíèåì ìåòîäà îáùåé
÷àñòè, êîòîðîå ïðåäëîæèë Ý. È. Íå÷èïîðóê [52] (òàêæå ñì. [54]).



38 Ãëàâà 3. Ìåòîä îáùåé ÷àñòè

Òåîðåìà 3.3 ([52]). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé n× n ìàòðèöû A ñïðàâåäëèâî

L(A) .
n2

2 log2 n
.

Ýäóàðä Èâàíîâè÷
Íå÷èïîðóê

Ëåíèíãðàäñêèé óíèâåðñèòåò,
ñ 1960-õ ïî 1970 ã.

I Ñíà÷àëà äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ îöåíêó.

Ëåììà 3.3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé p×q ìàòðèöû A
ñïðàâåäëèâî

L(A) 6 |A|/2 + q + p2.

� Åäèíèöû â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû ðàçîáüåì íà
ïàðû. Òàê ïðîèçâîëüíàÿ ñòðîêà σi ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âè-
äå ñóììû ïîäñòðîê σ{i,j}, îáùèõ ñ äðóãèìè ñòðîêàìè σj,
j 6= i, è íåïàðíîé ïîäñòðîêè σ′i. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 ñóì-
ìàðíûé âåñ ïîäñòðîê σ{i,j}, i 6= j, è ÷åðåç A2 � ñóììàð-
íûé âåñ ïîäñòðîê σ′i. Òîãäà 2A1 + A2 = |A| è A2 6 q.

Âû÷èñëèì âñå ïîäñòðîêè σ{i,j} è σ′i, à çàòåì ñóììû
â êàæäîé ñòðîêå. Ýòî òðåáóåò íå áîëåå A1 + A2 + p2 6
|A|/2 + q + p2 îïåðàöèé.

• ×óòü áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïà òðàíñïîíè-

ðîâàíèÿ (ëåììà 8.1).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íà÷èíàåòñÿ òàê æå, êàê â ëåììå 3.2. Ðàçäåëèì ìàò-
ðèöó íà âåðòèêàëüíûå ïîëîñû øèðèíû k: A = (A1|A2| . . . |As), ãäå s = n/k (äëÿ
ïðîñòîòû ïîëàãàåì k|n). Âû÷èñëåíèå ñóìì â ïîëîñàõ ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëå-
íèþ ìàòðèö Ai â âèäå ïðîèçâåäåíèé BiUk ìàòðèö Bi ðàçìåðà n × 2k, èìåþùèõ
ïî îäíîé åäèíèöå â êàæäîé ñòðîêå, è 2k × k ìàòðèö Uk, ñîñòàâëåííûõ èç âñåâîç-
ìîæíûõ ñòðîê äëèíû k:

A = (B1|B2| . . . |Bs) ·


Uk 0 · · · 0
0 Uk · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Uk

 .

Ìàòðèöó B = (B1|B2| . . . |Bs) ðàçîáüåì íà ãîðèçîíòàëüíûå ïîëîñû âûñîòû p
è âû÷èñëåíèå ñóìì â êàæäîé ïîëîñå (ýòî ìàòðèöà ðàçìåðà p × s2k è âåñà ps)
âûïîëíèì íåçàâèñèìî, èñïîëüçóÿ îöåíêó ëåììû 3.3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

L(A) 6 sL(Uk) + |B|/2 + dn/pe(s2k + p2) = ns/2 +O(ns2k/p+ np).

Òðåáóåìàÿ îöåíêà ñëåäóåò ïðè âûáîðå k ≈ log2 n− 3 log2 log2 n è p � n/ log2 n. �

• Íà ñàìîì äåëå, Íå÷èïîðóê [52] ïîëó÷èë áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò, ïîêàçàâ, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè
òî÷íàÿ îöåíêà

L(A) 6 (1 + ε)
mn

log2(mn)
, ε = o(1), (3.6)
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ñëîæíîñòè áóëåâûõ m × n ìàòðèö ñïðàâåäëèâà ïðè log2 n ∼ α log2m, ãäå α = r − 1 + r/s ïðè
r, s ∈ N. Íèæíÿÿ îöåíêà L(A) > (1−δ)mn/ log2(mn), δ � log logn

logn , ïî÷òè äëÿ âñåõm×n ìàòðèö A
óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðîñòûì ìîùíîñòíûì ðàññóæäåíèåì.

Í. Ïèïïåíäæåð [270] ñíÿë îãðàíè÷åíèÿ íà m,n, äîêàçàâ ñïðàâåäëèâîñòü (3.6) äëÿ ëþáûõ

m,n, ãäå logm � log n, ïðè ε �
√

log logn
logn . Àâòîð â [86] ïîêàçàë, ÷òî ïðè m ∈ nµ log±O(1) n,

µ ∈ Q, ìîæíî ïîëàãàòü ε � log logn
logn , êàê è â íèæíåé îöåíêå.

Ðåçóëüòàò äëÿ áóëåâûõ ìàòðèö âëå÷åò íàèáîëåå îáùóþ ôîðìó îöåíêè ñëîæíîñòè öåëî÷èñ-
ëåííûõ ìàòðèö [271]. Ïóñòü A � m× n ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè 6 q, è mn log q →∞. Òîãäà

L(A) 6 m log2 q + (1 + o(1))
mn log2 q

log2(mn log q)
+O(n). (3.7)

Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî îöåíêå ñëîæíîñòè âåêòîðîâ (3.4), ñì. òàêæå [86].

Ñëîæíîñòü ìîíîòîííûõ ñõåì. Ïðèíöèï ëîêàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ c e

Ïðîáëåìà àñèìïòîòè÷åñêîé ñëîæíîñòè êëàññà Mn ìîíîòîííûõ ôóíêöèé n ïå-
ðåìåííûõ îïèðàåòñÿ íà èõ ýôôåêòèâíîå ïåðå÷èñëåíèå (êîäèðîâàíèå). Ïîäõîäÿ-
ùóþ ïðîöåäóðó âïåðâûå ïîñòðîèë Ä. Êëåéòìàí â 1969 ã. [228], óñòàíîâèâ, ÷òî

|Mn| = 2(1+o(1))C
n/2
n . Ïîñëå ýòîãî ñòàëà âîçìîæíîé ðàçðàáîòêà îïòèìàëüíûõ ìåòî-

äîâ ñèíòåçà ìîíîòîííûõ ôóíêöèé. Äëÿ ñõåì â ïîëíûõ áàçèñàõ ñîîòâåòñòâóþùèé
ðåçóëüòàò ïîëó÷èë À. Á. Óãîëüíèêîâ [95]: â ÷àñòíîñòè,

CB0(Mn) ∼ C
n/2
n

n
∼ 2n

n3/2
√
π/2

.

Äîêàçàòåëüñòâî òàêîé æå àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè â êëàññå ñõåì íàä ìîíîòîííûì
áàçèñîì BM äàëîñü çíà÷èòåëüíî òðóäíåå. Ýòó çàäà÷ó ðåøèë À. Å. Àíäðååâ [3].

• Àñèìïòîòèêà ÷èñëà ìîíîòîííûõ ôóíêöèé áûëà íàéäåíà À. Ä. Êîðøóíîâûì â [25] î÷åíü

òðóäíûì ñïîñîáîì. Åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæèë À. À. Ñàïîæåíêî â [72]. Ïîäðîáíåå îá

èñòîðèè âîïðîñà ñì. â îáçîðå [26].

Ìû ïðèâåäåì áîëåå ïðîñòîé, õîòÿ è íåòðèâèàëüíûé, ðåçóëüòàò î ïîðÿäêå
ñëîæíîñòè ìîíîòîííûõ ñõåì, êîòîðûé áûë óñòàíîâëåí Í. Ï. Ðåäüêèíûì â [64].
Óïðîùåííîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíî À. Â. ×àøêèíûì â [108].

Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà èëëþñòðèðóåò îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ îïòèìàëü-
íûõ ñõåì, ïðåäëîæåííûé Î. Á. Ëóïàíîâûì [43] è íàçâàííûé èì ïðèíöèïîì ëî-
êàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ. Èäåÿ ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè òàêèì äâîè÷íûì
êîäîì, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè íà êàæäîì êîíêðåòíîì íàáîðå îïðåäåëÿåòñÿ òîëü-
êî ëîêàëüíûì ôðàãìåíòîì êîäà. Âû÷èñëåíèå ôóíêöèè, òàêèì îáðàçîì, çàêëþ-
÷àåòñÿ (1) â îïðåäåëåíèè íóæíîãî ôðàãìåíòà è (2) â äåêîäèðîâàíèè ýòîãî ôðàã-
ìåíòà. Îáà ýòàïà äîëæíû äîïóñêàòü ïðîñòóþ ðåàëèçàöèþ.

Äëÿ êîäèðîâàíèÿ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé èñïîëüçóþòñÿ ðàçáèåíèÿ áóëåâà êóáà
íà ìîíîòîííûå öåïè è òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ ìîæåò òîëüêî îäèí ðàç ïîìåíÿòü
çíà÷åíèå íà êàæäîé öåïè.

Òåîðåìà 3.4 ([64]). CBM (Mn) 4 C
n/2
n /n.



40 Ãëàâà 3. Ìåòîä îáùåé ÷àñòè

I Ïóñòü n = 2k+m. Íàïîìíèì, ÷òî áóëåâ êóá Bk ìîæíî ðàçáèòü íà Ck/2
k ìîíî-

òîííûõ öåïåé (ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Äèëóîðñà, ñì., íàïðèìåð, [216]). Çàïèøåì

B2k = Bk × Bk =
(⋃

α
)
×
(⋃

β
)

=
⋃
α⊂Bk

⋃
β⊂Bk

(α× β),

ãäå α, β � ìîíîòîííûå öåïè èç (âûáðàííîãî) îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ Bk.

Ëåììà 3.4 ([64]). ×èñëî ðàçëè÷íûõ ìîíîòîííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåí-
íûõ íà ïðîèçâåäåíèè ìîíîòîííûõ öåïåé α× β, ðàâíî C |α||α|+|β|.

� Ïóñòü α = (α1 ≺ . . . ≺ αp) è β = (β1 ≺ . . . ≺ βq). Ëþáîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè
ϕ : α × β → B îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò íàáîð ÷èñåë 0 6 k1 6 . . . 6 kp 6 q,
ãäå ki � ÷èñëî ýëåìåíòîâ x ∈ β, äëÿ êîòîðûõ ϕ(αi, x) = 1. ×èñëî òàêèõ íàáîðîâ
ðàâíî Cp

p+q.

Çàôèêñèðóåì ðàçáèåíèå B2k =
⋃
Ij, ãäå ëþáîå ìíîæåñòâî Ij (êðîìå, áûòü

ìîæåò, îäíîãî) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïðîèçâåäåíèé α × β ñ óñëîâèåì k + 2 6∑
(|α|+|β|) 6 2k+2. Èç ëåììû 3.4 ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, îïðå-

äåëåííûõ íà Ij, íå ïðåâîñõîäèò 22k+2. Ïîñêîëüêó
∑

α,β⊂Bk(|α| + |β|) = 2k+1C
k/2
k ,

îáùåå ÷èñëî t ìíîæåñòâ Ij â ðàçáèåíèè íå ïðåâîñõîäèò 2k+1C
k/2
k /(k + 2).

Ïóñòü |X| = 2k, |Y | = m. Îòòàëêèâàÿñü îò ìîíîòîííîé ÄÍÔ, ïðîèçâîëüíóþ
ôóíêöèþ f ∈Mn ïðåäñòàâèì â âèäå

f(X, Y ) =
∨
σ∈Bm

fσ(X) · Y σ =
∨
σ∈Bm

Y σ ·
t∨

j=1

fσ,j(X), Y σ =
∏
σi=1

yi,

ãäå ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ fσ,j ñîâïàäàåò ñ fσ íà ìíîæåñòâå Ij è ðàâíà 0 âåçäå, ãäå
ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò ìîíîòîííîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî,

f(X, Y ) =
t∨

j=1

∨
s

hj,s(X) ·
∨

σ:fσ,j=hj,s

Y σ, (3.8)

ãäå hj,s ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé fσ,j (íàïîìíèì, èõ íå áîëåå
22k+2 ïðè ëþáîì j).

Ëþáóþ ôóíêöèþ hj,s ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïðè ïîìîùè ìîíîòîííîé ÄÍÔ êàê
äèçúþíêöèþ íå áîëåå ÷åì k + 1 ìîíîìîâ ïåðåìåííûõ X. Îêîí÷àòåëüíî, ñõåìà,
ïîñòðîåííàÿ ïî ôîðìóëå (3.8), ñîäåðæèò 22k+2m êîíúþíêòîðîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ìîíîìîâ ïåðåìåííûõ X è Y (ëåììà 3.1), íå áîëåå k22k+2t < 24k+3 äèçúþíêòîðîâ
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé hj,s, íå áîëåå 2mt ýëåìåíòîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âíóò-
ðåííèõ äèçúþíêöèé â (3.8), åùå ïî 22k+2t âíóòðåííèõ êîíúþíêòîðîâ è âíåøíèõ
äèçúþíêòîðîâ äëÿ çàâåðøåíèÿ âû÷èñëåíèé. Ïðè âûáîðå k = n/4 − log2 n ïîëó-
÷àåì

CBM (Mn) 6 2mt+ (k + 2)22k+2t+ 22k + 2m .
2m+k+1C

k/2
k

k
∼ 16 · C

n/2
n

n
. (3.9)
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�

Â äàííîì ñëó÷àå ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íåçàâèñèìî äëÿ êàæäîãî
èç ìíîæåñòâ Ij × Bm, îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ïðèõîäèòñÿ íà ïðîöåäóðó äåêîäèðî-
âàíèÿ. Òåîðåìà 3.2 òîæå ìîæåò ñëóæèòü èëëþñòðàöèåé ïðèíöèïà ëîêàëüíîãî
êîäèðîâàíèÿ, íî ïðèìåíÿåìîå â íåé êîäèðîâàíèå ôóíêöèè òàáëèöåé çíà÷åíèé
òðèâèàëüíî.

• Îöåíêà ñëîæíîñòè (3.9) âåñüìà ãðóáàÿ. Íàïðèìåð, ïîñêîëüêó ïî÷òè âñå öåïè α â ðàçáèå-
íèè êóáà Bk èìåþò äëèíó O(

√
k), äëÿ ïî÷òè âñåõ ìíîæåñòâ Ij ìîæíî îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå

óñëîâèÿ íà ñóììó äëèí ñîñòàâëÿþùèõ èõ öåïåé
∑

(|α|+ |β|) = 2k−O(
√
k). Òîãäà îöåíêà ÷èñëà

t ñíèçèòñÿ ïðèìåðíî âäâîå, äî t . 2kC
k/2
k /k. Åùå íåìíîãî óìåíüøèòü ìíîæèòåëü â îöåíêå

(3.9) ìîæíî, ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.3 äëÿ âû÷èñëåíèÿ âíóòðåííèõ äèçúþíêöèé â (3.8). Îäíàêî äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëüíîé àñèìïòîòèêè ñëîæíîñòè [3] òðåáóåòñÿ ãîðàçäî áîëåå èçîùðåííûé ìåòîä.

Ðàçíîîáðàçíûå ïðèëîæåíèÿ ïðèíöèïà ëîêàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ ïðèâåäåíû Î. Á. Ëóïàíî-

âûì â [43].

Ñëîæíîñòü ñõåì äëÿ ìóëüòèïëåêñîðíîé ôóíêöèè c /2

Èäåÿ âûäåëåíèÿ îáùåé ÷àñòè ïîëåçíà íå òîëüêî â óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäàõ ñèí-
òåçà, íî è ïðè âû÷èñëåíèè êîíêðåòíûõ ôóíêöèé. Ïðîñòîé èëëþñòðàöèåé ñëóæàò
îïòèìàëüíûå ñõåìû äëÿ ìóëüòèïëåêñîðíîé ôóíêöèè. Ìóëüòèïëåêñîðíàÿ ôóíê-
öèÿ ïîðÿäêà n îïðåäåëÿåòñÿ êàê µn(X;Y ) = yX , ãäå X � áóëåâ âåêòîð n àäðåñ-
íûõ ïåðåìåííûõ, èíòåðïðåòèðóåìûé òàêæå êàê ÷èñëî X ∈ [[2n]], à Y � âåêòîð 2n

èíôîðìàöèîííûõ ïåðåìåííûõ yi.
Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ïîñòðîèòü ñõåìó ìóëüòèïëåêñîðà äàåò ìåòîä êàñêàäîâ:

ðàñêëàäûâàÿ ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé, ïîëó÷àåì

µn(X;Y ) = x1 · µn−1(X ′;Y0) ∨ x1 · µn−1(X ′;Y1),

ãäå X = (x1, X
′), Y = (Y0, Y1). Ïðîäîëæàÿ ðåêóðñèâíî, ïðèõîäèì ê îöåíêå2)

CB0(µn) 6 3 · (2n − 1). Ýòà îöåíêà îêàçûâàåòñÿ íåîïòèìàëüíîé. Ïðè÷èíà â òîì,
÷òî íåçàâèñèìî âû÷èñëÿåìûå íà ðàçíûõ ¾âåòâÿõ¿ êàñêàäíîé ñõåìû ìíîæèòåëè �
ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . � ïåðåñåêàþòñÿ, è âû÷èñëåíèÿ
÷àñòè÷íî äóáëèðóþòñÿ. Â îïòèìàëüíîì ìåòîäå ñèíòåçà, ïðåäëîæåííîì Ï. Êëåé-
íîì è Ì. Ïàòåðñîíîì [227], ýòîò íåäîñòàòîê óñòðàíÿåòñÿ.

Òåîðåìà 3.5 ([227]). CB0(µn) . 2n+1.

I Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðîñòàÿ ëåììà î ñëîæíîñòè ñèñòåìû {Xσ | σ ∈ Bn} âñåõ
ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé n ïåðåìåííûõ, Xσ =

∏
xσii .

Ëåììà 3.5. CB0({Xσ | σ ∈ Bn}) ∼ 2n.

� Âåðõíÿÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ òðèâèàëüíî äåëåíèåì ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ ïî-
ïîëàì.

2Èëè, â îáùåì âèäå, CB(µn) 6 CB(µ1) · (2n − 1) ñ ó÷åòîì µn = µ1(x1;µn−1, µn−1).
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Ïóñòü X = (X0, X1), |X0| = q, |X1| = n − q. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ µn ïî ïåðå-
ìåííûì X0:

µn(X;Y ) =
∨
τ∈B q

Xτ
0 · µn−q(X1;Yτ ), (3.10)

ãäå Yτ � íåçàâèñèìûå ãðóïïû èç 2n−q ïåðåìåííûõ Y . Êàæäóþ èç ôóíêöèé µn−q
ìîæíî âû÷èñëèòü êàê

µn−q(X1;Yτ ) =
∨

σ∈Bn−q
yτ,σ ·Xσ

1 , (3.11)

ãäå ìû ïîäðàçóìåâàåì ââåäåíèå íóìåðàöèè ñ äâóìÿ èíäåêñàìè íà ìíîæåñòâå
ïåðåìåííûõ yi.

Âñå ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè ãðóïï ïåðåìåííûõ X0 è X1 âû÷èñëÿþòñÿ ñî
ñëîæíîñòüþ ïîðÿäêà 2q + 2n−q ñîãëàñíî ëåììå 3.5. Åùå 2n+1 + 2q îïåðàöèé äîñòà-
òî÷íî äëÿ çàâåðøåíèÿ âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëàì (3.10), (3.11). Îñòàåòñÿ âûáðàòü
q ≈ n/2. �

Íà ñàìîì äåëå, çàäà÷à ñèíòåçà ìóëüòèïëåêñîðîâ áëèçêà ê çàäà÷å ñèíòåçà ïðî-
èçâîëüíûõ ôóíêöèé, ïîñêîëüêó ìóëüòèïëåêñîðíàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò â êà÷åñòâå
ïîäôóíêöèé âñå âîçìîæíûå áóëåâû ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ (è äàæå n+ 1 ïåðå-
ìåííûõ, åñëè ïîìèìî ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò ðàçðåøàåòñÿ îòîæäåñòâëÿòü ïåðå-
ìåííûå âìåñòå ñ èõ îòðèöàíèÿìè).

• Êàê âèäèì, ìåòîä òåîðåìû 3.5 äàåò îöåíêó CB0
(µn) 6 2n+1 + O(2n/2). Ï. Â. Ðóìÿíöåâ

â [68] àíîíñèðîâàë íåóëó÷øàåìîñòü ýòîé îöåíêè, ÷òî çíà÷èò CB0(µn) = 2n+1 + Θ(2n/2). Â áîëåå
øèðîêîì áàçèñå CB2(µn) ∼ 2n+1 ñëåäóåò èç íèæíåé îöåíêè Â. Ïàóëÿ [269]. Òàêàÿ æå îöåíêà
ñïðàâåäëèâà è äëÿ ôîðìóëüíîé ñëîæíîñòè ôóíêöèè. Ðàçíèöà ëèøü â îñòàòî÷íîì ÷ëåíå: íà-
ïðèìåð, Ñ. À. Ëîæêèí è Í. Â. Âëàñîâ [36] äîêàçàëè ΦB0

(µn) = 2n+1 + (1 ± o(1))2n/n. Äëÿ
áîëåå óçêèõ áàçèñîâ, B = {∨, } èëè B = {∧, }, êàê ïîêàçàë Â. Â. Êîðîâèí [24], ìåòîä òåîðå-
ìû 3.5 òàêæå äàåò íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò, CB(µn) ∼ 3·2n (íóæíî ïðîñòî âûðàçèòü íåäîñòàþùóþ
îïåðàöèþ êîíúþíêöèè èëè äèçúþíêöèè ÷åðåç ôóíêöèè áàçèñà).

Â îòíîøåíèè ñëîæíîñòè ñèñòåìû âñåõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé (ëåììà 3.5) ëåãêî ïîêà-

çàòü, ÷òî CB({Xσ | σ ∈ Bn}) = 2n + Θ(2n/2) äëÿ B ∈ {B0,B2}.



Ãëàâà 4

Ìåòîä ïîòåíöèàëîâ U

Ìåòîä ïîòåíöèàëîâ � ýòî íå ñòîëüêî ñàìîñòîÿòåëüíûé ìåòîä ñèíòåçà,
ñêîëüêî ìåòîä êîíòðîëÿ çà êëþ÷åâûìè ïàðàìåòðàìè ñõåìû, ïîçâîëÿ-
þùèé âûáðàòü èç íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ñõåì íàèëó÷øóþ. Èäåÿ â òîì,
÷òîáû ïðèïèñàòü âûðàæåíèÿì, âîçíèêàþùèì â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé,
ïðîñòî îïðåäåëÿåìóþ ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó (ïîòåíöèàë), êîòîðàÿ
îêàçûâàåòñÿ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ñâÿçàíà ñî ñëîæíîñòüþ.

Ãëóáèíà ñõåì äëÿ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 3 U /2

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ñóììû n áóëåâûõ ïåðåìåííûõ ïî ìîäóëþ 3 â
áàçèñå B0. Áóëåâó ôóíêöèþ, ïðîâåðÿþùóþ ðàâåíñòâî ñóììû n áóëåâûõ ïåðåìåí-
íûõ ÷èñëó r ïî ìîäóëþ m, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

MODm,r
n (X) = (x1 + . . .+ xn ≡ r mod m).

Îïåðàòîð ñëîæåíèÿ n ïåðåìåííûõ ïî ìîäóëþ m îïðåäåëÿåòñÿ êàê MODm
n =

(MODm,0
n , . . . ,MODm,m−1

n ).
Ïóñòü X = (X1, X2), |X| = n, |X i| = ni. Ðåêóðñèâíîå ïðèìåíåíèå ïðîñòûõ

ôîðìóë [44]

MODm,r
n1+n2

(X) =
m−1∨
k=0

MODm,k
n1

(X1) ·MODm,r−k
n2

(X2) (4.1)

ìåòîäîì äåëåíèÿ ïîïîëàì ïðèâîäèò ê îöåíêå DB0(MODm
n ) 6 (dlog2me+ 1) log2 n.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè m = 3 ïîëó÷àåì DB0(MOD3
n) 6 3 log2 n. Îäíàêî Ý. ×èí [160]

íàøåë áîëåå ýêîíîìíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ, èñïîëüçóþùèé ðàçáèåíèå ìíîæå-
ñòâà ïåðåìåííûõ íà íåðàâíûå ÷àñòè (áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíî
àâòîðîì â [85]).

Òåîðåìà 4.1 ([160]). DB0(MOD3
n) . 2.89 log2 n.

43
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I Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ f è åå îòðèöàíèå f ðåàëèçóþòñÿ â áàçèñå B0 ñ îäè-
íàêîâîé ãëóáèíîé. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (4.1) èìååò àëüòåðíàòèâó:

MODm,r
n1+n2

(X) =
m−1∧
k=0

(
MODm,k

n1
(X1) ∨MODm,r−k

n2
(X2)

)
. (4.2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nk ìàêñèìàëüíîå n, òàêîå, ÷òî ôóíêöèè MOD3,r
n ïðåäñòàâè-

ìû êàê êîíúþíêöèÿìè, òàê è äèçúþíêöèÿìè ôîðìóë ãëóáèíû k è k − 1. Òîãäà
èç (4.1), (4.2) ñëåäóåò Nk+2 > Nk +Nk−2, îòêóäà ñðàçó âûòåêàåò

DB0(MOD3
n) 6 2 logϕ n+O(1) < 2.89 log2 n+O(1),

ãäå ϕ = 1+
√

5
2

. �

Â äîêàçàòåëüñòâå, õîòü è íå âïîëíå ÿâíî, èñïîëüçóåòñÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ d→ ϕd/2, óêàçûâàþùàÿ ïðèìåðíîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììå, êîòîðóþ ìîæíî
âû÷èñëèòü ñ ãëóáèíîé d.

• Â ðàáîòå [160] òåîðåìà 4.1 äîêàçàíà áîëåå ñëîæíûì ñïîñîáîì â òåðìèíàõ êîììóíèêàöèîííîé

ñëîæíîñòè. Äëÿ ãëóáèíû îïåðàòîðà ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 5 ìåòîä äàåò îöåíêó DB0(MOD5
n) .

3.48 log2 n [160]. Èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëüíûõ ôîðìóë ñ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ íà

òðè ãðóïïû ïîçâîëèëî àâòîðó [85] óñèëèòü îöåíêó òåîðåìû 4.1 äî DB0
(MOD3

n) . 2.8 log2 n. Â

ðàáîòå [85] òàêæå ïðåäëîæåí îáùèé ìåòîä, ïðèâîäÿùèé ê ïîíèæåíèþ ãëóáèíû ñëîæåíèÿ ïî

ìàëûì ïðîñòûì ìîäóëÿì, ñì. äàëåå íà ñòð. 89.

Ôîðìóëüíàÿ ñëîæíîñòü ëèíåéíîé ôóíêöèè â òåðíàðíîì áàçèñå U

Óðè Öâèê
Òåëü-Àâèâñêèé óíèâåðñèòåò,

ñ êîíöà 1980-õ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ðàçìåðà ôîðìóëû äëÿ
ëèíåéíîé ôóíêöèè Λn = x1 ⊕ x2 ⊕ . . .⊕ xn â áàçèñå B3 =
{maj3(x, y, z), x, 1}1).

Ïîñêîëüêó ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç U2 áåñïîâòîðíî âûðà-
çèìà â B3, òðèâèàëüíî âûïîëíÿåòñÿ ΦB3(Λn) 6 ΦU2(Λn) 4
n2. Èëëþñòðàöèåé áîëåå ñèëüíûõ âûðàçèòåëüíûõ âîç-
ìîæíîñòåé áàçèñà B3 ñëóæèò ôîðìóëà [162]

x⊕ y ⊕ z = maj3(x, maj3(x, y, z), maj3(x, y, z)). (4.3)

Âìåñòî ïåðåìåííûõ â íåå ìîæíî ïîäñòàâèòü íåêîòîðûå
ëèíåéíûå ôóíêöèè, ÷òî ïðèâåäåò ïðè n = p + q + r ê
ñîîòíîøåíèþ

ΦB3(Λn) 6 3ΦB3(Λp) + 2ΦB3(Λq) + 2ΦB3(Λr). (4.4)

1Â îáùåì âèäå, ðàññìàòðèâàåòñÿ áàçèñ Uk, êîòîðûé ñëóæèò îáîáùåíèåì áàçèñà U2 íà ìíî-
æåñòâå k-ìåñòíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Áàçèñ Uk âêëþ÷àåò ôóíêöèè, ïî êàæäîé ïåðåìåííîé
ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùèå èëè ìîíîòîííî íåóáûâàþùèå, ò.å. ðîâíî òå ôóíêöèè, èç êîòîðûõ
íåëüçÿ ïîëó÷èòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ ïóòåì ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò, èíâåðñèé
è îòîæäåñòâëåíèé ïåðåìåííûõ, ïîäðîáíåå ñì. â [109, 162]. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî áàçèñ B3

ýêâèâàëåíòåí áàçèñó U3, ÷òî çíà÷èò ΦB3(f) = ΦU3(f) äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè f .



45

Ïðè âûáîðå p = q = r ïîëó÷àåì ΦB3(Λ3n) 6 7ΦB3(Λn), îòêóäà ΦB3(Λn) 4 nlog3 7 <
n1.78. Íî ìîæíî ñäåëàòü åùå ëó÷øå, âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâíîìåðíîé çàâèñèìî-
ñòüþ ôîðìóëû (4.3) îò ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 4.2 ([162]). ΦB3(Λn) ≺ n1.74.

I Áóäåì èñêàòü îöåíêó ñëîæíîñòè â âèäå

ΦB3(Λn) 6 c nµ, (4.5)

ïðèìåíÿÿ (4.4) ðåêóðñèâíî ñ âûáîðîì q = r = γn è p = (1 − 2γ)n (çäåñü γ, µ �
íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû). Î öåëî÷èñëåííîñòè p, q, r ïîêà áåñïîêîèòüñÿ íå áóäåì.
Äëÿ âûâîäà (4.5) òðåáóåòñÿ áàçà èíäóêöèè (ìàëûå çíà÷åíèÿ n), êîòîðàÿ îáåñïå-
÷èâàåòñÿ âûáîðîì êîíñòàíòû c è èíäóêòèâíûé ïåðåõîä, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåòñÿ
ïðè ïîäñòàíîâêå îöåíîê (4.5) â (4.4) íåðàâåíñòâîì

3(1− 2γ)µ + 4γµ 6 1. (4.6)

Ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè ïîêàçàòåëÿ µ âûáèðàåì γ ≈ 0.4 è îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì
ΦB3(Λn) ≺ n1.74. �

• Ó÷åò óñëîâèÿ p, q, r ∈ Z íå ìåíÿåò íè÷åãî ïî ñóòè, ëèøü ïðèâîäèò ê áîëåå ãðîìîçäêîé
âûêëàäêå. Íàïðèìåð, ìîæíî èñêàòü îöåíêó äëÿ n > n0 â âèäå

ΦB3(Λn) 6 c1n
µ − c2n. (4.7)

� Ïóñòü q = r = bγnc. Òîãäà |q − γn| 6 1/2 è |p − (1 − 2γ)n| 6 1. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáûõ
a > 0, µ > 1 è x ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (a + x)µ 6 aµ + µ(a + 1)x. Ïóñòü x = 1/n.
Òåïåðü èíäóêòèâíûé ïåðåõîä îáåñïå÷èâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

n−µ(3ΦB3
(Λp) + 4ΦB3

(Λq)) 6

3c1(1− 2γ + x)µ + 4c1(γ + x/2)µ − c2(3p+ 4q)n−µ 6

c1(3(1− 2γ)µ + 4γµ + 3(2− 2γ)µx+ 2(1 + γ)µx)− c2((3− 2γ)n1−µ − n−µ) 6

c1 − c2(3− 2γ − x)n1−µ + c1(8− 4γ)µx 6 c1 − c2n1−µ,

åñëè ïîëîæèòü c2 = βc1, ãäå β = (8 − 4γ)µ/(1 − 2γ). Ïîðîã n0 âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü nµ−1

0 > β + 1 (òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü (4.7) íå ìåíüøå c1n). Îêîí÷àòåëüíî, âû-
áîð ïàðàìåòðà c1 îáåñïå÷èâàåò îñíîâàíèå èíäóêöèè, à èìåííî, âûïîëíåíèå (4.7) äëÿ âñåõ
n ∈ [n0, n1], ãäå n1 = (n0 + 1)/(1 − 2γ) (íàïðèìåð, ïîäîéäåò c1 = 2n1, ïîñêîëüêó çàâåäîìî
ΦB3(Λn) 6 ΦU2(Λn) < 2n2).

Ïðèâåäåííàÿ îöåíêà ïîêà íå óëó÷øåíà. Â [265] ïîêàçàíî, ÷òî ëó÷øåé îöåíêè, èñïîëüçóÿ

òîëüêî (4.3), ïîëó÷èòü íåëüçÿ. Îá ýòîì ðå÷ü ïîéäåò äàëåå (ñì. ñòð. 49). Â [90] àâòîðîì äîêàçàíà

íèæíÿÿ îöåíêà ΦB3
(Λn) � n1.53.

Ãëóáèíà ñõåì äëÿ ìíîãîêðàòíîãî ñëîæåíèÿ U

Â øêîëüíîì ìåòîäå óìíîæåíèå n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ñâîäèòñÿ ê ñëîæåíèþ n ÷èñåë
(âîîáùå ãîâîðÿ, 2n-ðàçðÿäíûõ). Åñòåñòâåííàÿ ìûñëü âûïîëíèòü ñëîæåíèå äåðå-
âîì èç îáû÷íûõ ñóììàòîðîâ, ïóñòü äàæå ïàðàëëåëüíûõ, ïðèâîäèò ê ñõåìå ëèøü
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ãëóáèíû Ω(log2 n). Êîíñòðóêöèÿ ñõåì ëîãàðèôìè÷åñêîé ãëóáèíû îïèðàåòñÿ íà
èäåþ êîìïðåññîðîâ, ïðåäëîæåííóþ íà ðóáåæå 1950�60-õ ãã. íåçàâèñèìî ìíîãèìè
èññëåäîâàòåëÿìè. Ñóòü èäåè â òîì, ÷òîáû ïðîìåæóòî÷íûå ñóììû âû÷èñëÿòü â
îïðåäåëåííîì ñìûñëå ¾íå äî êîíöà¿.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó â îáùåé ïîñòàíîâêå êàê âû÷èñëåíèå ñóììû n ýëåìåíòîâ â
íåêîòîðîé êîììóòàòèâíîé ãðóïïå (G,+, 0). (k, l)-êîìïðåññîðîì íàçûâàåòñÿ ñõåìà,
âûïîëíÿþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå (x1, . . . , xk) → (y1, . . . , yl) ñ óñëîâèåì ñîõðàíåíèÿ
ñóììû:

∑k
i=1 xi =

∑l
j=1 yj, ãäå k > l.

Äåðåâî èç (k, l)-êîìïðåññîðîâ ïîçâîëÿåò ñâåñòè ñóììèðîâàíèå n ýëåìåíòîâ ê
ñóììèðîâàíèþ l øòóê (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî åäèíèöà ãðóïïû 0 ∈ G äîñòóïíà â êà-
÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî âõîäà ñõåìû). Ïðîèçâîëüíûé (k, l)-êîìïðåññîð A ìîæíî
îõàðàêòåðèçîâàòü îòîáðàæåíèåì a → b âåêòîðà ãëóáèí2) âõîäîâ a = (a1, . . . , ak)
â âåêòîð ãëóáèí âûõîäîâ b = (b1, . . . , bl). Èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà çàäà÷è,
ïîëàãàåì, ÷òî maxi ai < maxj bj ïðè ëþáîì a (ò.å. íèêàêîé èç âõîäîâ êîìïðåññîðà
íå ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è âûõîäîì).

Íàïðèìåð, ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ êîïèé ñóììàòîðà FA3 îáðàçóåò ÷èñëîâîé
(3, 2)-êîìïðåññîð. Åñëè ãëóáèíû âõîäîâ êîìïðåññîðà ðàâíû 0, 0, 1, òî âûõîäû âû-
÷èñëÿþòñÿ íà ãëóáèíàõ 2 è 3, ñì. ðèñ. 1à). Ïðèìåð äåðåâà, ïîñòðîåííîãî èç òàêèõ
êîìïðåññîðîâ, ïîêàçàí íà ðèñ. 4.1 (êîìïðåññîðû èçîáðàæàþòñÿ ìíîãîóãîëüíûìè
áëîêàìè ñ òðåìÿ âõîäàìè è äâóìÿ âûõîäàìè; ïðîìåæóòî÷íûå ñóììû âûñòðîåíû
ïî øêàëå ãëóáèíû).
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Ðèñ. 4.1: Ñõåìà ìíîãîêðàòíîãî ñëîæåíèÿ èç (3, 2)-êîìïðåññîðîâ [265]

Âîïðîñ î òîì, êàê ðàñïîëàãàòü êîìïðåññîðû â ñõåìå ìíîãîêðàòíîãî ñëîæåíèÿ,
÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü åå ãëóáèíó, îêàçàëñÿ íåòðèâèàëüíûì. Òîëüêî â íà÷àëå

2Òåðìèí ¾ãëóáèíà¿ çäåñü äîñòàòî÷íî óñëîâåí. ×èñëà ai ìû ïðåäïîëàãàåì öåëûìè òîëüêî
äëÿ óäîáñòâà ðàññóæäåíèé.
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1990-õ ãã. Ì. Ïàòåðñîí, Í. Ïèïïåíäæåð è Ó. Öâèê [265] íàøëè îáùèé ïîäõîä ê
ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è.

Ìàéêë Ñòþàðò
Ïàòåðñîí

Óîðèêñêèé óíèâåðñèòåò, ñ 1971

Îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ ãëóáèíó (n, l)-
êîìïðåññîðà, ñîñòàâëåííîãî èç (k, l)-êîìïðåññîðîâ A ÷å-
ðåç DA(n). Ìåòîä ïîòåíöèàëîâ ïîçâîëÿåò îöåíèòü ýòó
ãëóáèíó ñíèçó. ×åðåç gA(a;x) îáîçíà÷èì õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèé ìíîãî÷ëåí êîìïðåññîðà A:

gA(a;x) =
l∑

j=1

xbj −
k∑
i=1

xai . (4.8)

Ëåììà 4.1 ([265]). Ïóñòü λ(a) � ìàêñèìàëüíûé ïî-
ëîæèòåëüíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà gA(a;x). Îáîçíà÷èì
λ = supa∈Zk λ(a). Òîãäà

DA(n) > logλ(n/l).

� Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí gA(a;x) èìååò ìàêñèìàëüíûé êîðåíü
λ(a) > 1, ïîñêîëüêó gA(a; 1) = l − k < 0, è gA(a;x)→ +∞ ïðè x→ +∞. Òîãäà è
âåðõíÿÿ ãðàíü λ > 1 ñóùåñòâóåò â ñèëó λ(a) 6 k, ïîñêîëüêó ïðè x > k:

gA(a;x) > xmaxj bj − k · xmaxi ai > (x− k) · xmaxi ai > 0.

Ðàññìîòðèì ïîýòàïíóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ñõåìû èç êîìïðåññîðîâ, îò âõî-
äîâ ê âûõîäàì, è ïðîñëåäèì çà èçìåíåíèåì ìíîæåñòâà ãëóáèí ñëàãàåìûõ ïðî-
ìåæóòî÷íûõ ñóìì. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò èìååì n âõîäîâ ãëóáèíû 0. Ïðè äîáàâ-
ëåíèè î÷åðåäíîãî êîìïðåññîðà k ÷èñåë èç ñïèñêà (ãëóáèíû âõîäîâ êîìïðåññîðà)
çàìåíÿþòñÿ l äðóãèìè ÷èñëàìè (ãëóáèíû âûõîäîâ êîìïðåññîðà).

Ïðîìåæóòî÷íîìó ñëàãàåìîìó, ðàñïîëîæåííîìó íà ãëóáèíå d, ïðèïèøåì ÷èñ-
ëîâóþ âåëè÷èíó (ïîòåíöèàë) λd. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ λ ñóììà ïîòåíöèàëîâ ñëà-
ãàåìûõ íå óáûâàåò ïðè äîáàâëåíèè êîìïðåññîðîâ. Ïîýòîìó n 6 l · λDA(n).

Åñëè êîìïðåññîð � íå ïðîñòî àáñòðàêòíîå óñòðîéñòâî, à áóëåâà ñõåìà ñ ãëó-
áèíîé, îïðåäåëÿåìîé îáû÷íûì îáðàçîì, òî âåðõíÿÿ ãðàíü λ â óñëîâèè ëåììû 4.1
äîñòèãàåòñÿ ïðè íåêîòîðîì a, ñì. [265].

Äîêàçàòåëüñòâî íèæíåé îöåíêè ñëóæèò ðóêîâîäñòâîì ê ïîëó÷åíèþ âåðõíåé.

Òåîðåìà 4.3 ([265]). Ïóñòü λ � ìàêñèìàëüíûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ìíî-
ãî÷ëåíà gA(a;x). Òîãäà

DA(n) . logλ n.

I Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî mini ai = a1 = 0. Ïîëîæèì
b = maxj bj. Óðîâíåì êîìïðåññîðà (â ñõåìå èç êîìïðåññîðîâ) áóäåì íàçûâàòü
ãëóáèíó åãî ïåðâîãî âõîäà.

Ñîñòàâèì ñõåìó èç êîìïðåññîðîâ A òàê, ÷òî ïðè ëþáîì d îíà ñîäåðæèò

Cd =

{⌈
nλ−d + l

k−l

⌉
, −b < d 6 logλ n

0, èíà÷å
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êîìïðåññîðîâ óðîâíÿ d. Âõîäàìè êîìïðåññîðîâ ìîãóò áûòü âõîäû ñõåìû è âû-
õîäû äðóãèõ êîìïðåññîðîâ, âû÷èñëÿåìûå íà ñîîòâåòñòâóþùåé ãëóáèíå. Âõîäû
êîìïðåññîðîâ, íå ïîñòóïàþùèå ñ âûõîäîâ äðóãèõ êîìïðåññîðîâ, ïîëàãàþòñÿ âõî-
äàìè ñõåìû. Âûõîäû êîìïðåññîðîâ, êîòîðûå íå ïðèñîåäèíÿþòñÿ êî âõîäàì äðó-
ãèõ êîìïðåññîðîâ, ïîëàãàþòñÿ âûõîäàìè ñõåìû.

Êîìïðåññîð óðîâíÿ d ïðèíèìàåò âõîäû íà ãëóáèíàõ ai + d è ïðîèçâîäèò âû-
õîäû íà ãëóáèíàõ bj + d. Ïî ïîñòðîåíèþ, ñóììàðíîå ÷èñëî âõîäîâ ãëóáèíû d,
íåîáõîäèìûõ äëÿ êîìïðåññîðîâ ñõåìû, ðàâíî

∑k
i=1 Cd−ai , à ÷èñëî âûõîäîâ, ïðî-

èçâîäèìûõ êîìïðåññîðàìè íà òîé æå ãëóáèíå, ðàâíî
∑l

i=1 Cd−bj .
Óñòàíîâèì íåñêîëüêî ñâîéñòâ ñõåìû.
à) Íà ãëóáèíå d, 0 6 d 6 logλ n, ñõåìà íå èìååò âûõîäîâ. Äåéñòâèòåëüíî,

ðàçíèöà ìåæäó ÷èñëîì âõîäîâ è ÷èñëîì âûõîäîâ êîìïðåññîðîâ íà ãëóáèíå d
ïîëîæèòåëüíà:

k∑
i=1

Cd−ai −
l∑

j=1

Cd−bj >

k∑
i=1

(
nλai−d +

l

k − l

)
−

l∑
j=1

(
nλbj−d +

l

k − l
+ 1

)
= −nλ−dgA(a;λ) = 0. (4.9)

á) Ñõåìà èìååò áîëåå n âõîäîâ íà ãëóáèíå 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè d = 0 ââèäó
C−b = 0, â âûêëàäêå (4.9) ðàçíèöà ìåæäó ëåâîé ÷àñòüþ è ïðàâîé íå ìåíüøå
nλb > n.

â) Îáùåå ÷èñëî âûõîäîâ ñõåìû íà ãëóáèíå ñâûøå logλ n ðàâíî O(1) (ñõåìà ìî-
æåò òàêæå èìåòü âûõîäû íà îòðèöàòåëüíîé ãëóáèíå). Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ÷èñëî
íå ïðåâîñõîäèò ñóììàðíîãî ÷èñëà âûõîäîâ ó êîìïðåññîðîâ óðîâíåé d > logλ n−b,
ò.å.

l
∑

d>logλ n−b

Cd < lb

(
nλb−logλ n +

l

k − l
+ 1

)
= lb

(
λb + k

)
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè n ïåðåìåííûõ xi ïðèñîåäèíèòü êî âõîäàì ñõåìû íà ãëó-
áèíå 0, à íà îñòàëüíûå âõîäû ïîäàòü êîíñòàíòó 0 ∈ G, òî ïîñòðîåííàÿ ñõåìà
áóäåò (n,m)-êîìïðåññîðîì, m = O(1) (âûõîäû íà îòðèöàòåëüíîé ãëóáèíå íå â
ñ÷åò � îíè ðåàëèçóþò 0 ∈ G). Äîáàâèâ â ñõåìó åùå íåñêîëüêî êîìïðåññîðîâ A,
÷èñëî âûõîäîâ ñîêðàòèì äî l. Îáùàÿ ãëóáèíà ñõåìû ðàâíà logλ n+O(1). �

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàññìîòðåííîãî âûøå ÷èñëîâîãî
(3, 2)−êîìïðåññîðà FA3 ðàâåí

gFA3(0, 0, 1;x) = x3 + x2 − x− 2. (4.10)

Åãî åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü � λ ≈ 1.2056. Ïîýòîìó äëÿ ãëóáèíû
îïåðàòîðà Σm,n ñëîæåíèÿ n øòóê m-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèÿ 2.2
ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4.1. DB2(Σm,n) 6 3.71 log2 n+ (1 + o(1)) log2(m+ log2 n).
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Ñëåäñòâèå 4.2. DB2(Mn) . 4.71 log2 n.

• Èñïîëüçóÿ íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíóþ êîíñòðóêöèþ (6, 3)-êîìïðåññîðà, Ïàòåðñîí è Öâèê [267]
ïîëó÷èëè îöåíêó DB2(Σ1,n) . 3.57 log2 n, à Ý. Ãðîóâ [198] ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíîãî (7, 3)-
êîìïðåññîðà � îöåíêó DB0(Σ1,n) . 4.94 log2 n.

Àâòîðû [265] òàêæå ðàñïðîñòðàíèëè ìåòîä íà ñëîæíîñòü ôîðìóë ìíîãîêðàòíîãî ñëîæåíèÿ.
Òåîðåìà 4.2 ñëóæèò ïðîñòûì ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà (ôîðìóëà (4.3) îïèñûâàåò
(3, 1)-êîìïðåññîð â (B,⊕)). Â îáùåì ñëó÷àå èñïîëüçóåìûé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôîðìóëû êîìïðåñ-
ñîð A õàðàêòåðèçóåòñÿ îòîáðàæåíèåì a→ b âåêòîðà ðàçìåðîâ âõîäîâ a = (a1, . . . , ak) â âåêòîð
ðàçìåðîâ âûõîäîâ b = (b1, . . . , bl). Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîìïðåññîðà çàïèñûâàåòñÿ
êàê

gA(a;x) =

l∑
j=1

bxj −
k∑
i=1

axi .

Ìàêñèìàëüíûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ôóíêöèè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç µ(a). Ïóñòü µ =
supa∈Zk µ(a). Òîãäà ìèíèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü (n, l)-êîìïðåññîðà, ñîñòàâëåííîãî èç êîìïðåññî-
ðîâ A èìååò âåëè÷èíó (n/l)1/µ+o(1). Ìåòîä ñèíòåçà àíàëîãè÷åí ìåòîäó òåîðåìû 4.3, òîëüêî
äëÿ êëàññèôèêàöèè ñëàãàåìûõ èñïîëüçóåòñÿ íå ãëóáèíà, à îêðóãëåííûé ëîãàðèôì ðàçìåðà
ôîðìóëû dlog2 se (è îêðóãëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ÷óòü áîëåå ãðîìîçäêèì âûêëàäêàì â îöåíêàõ).

Â ðàáîòå [267] àâòîðû ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíûõ êîíñòðóêöèé êîìïðåññîðîâ ïîëó÷èëè ýòèì

ìåòîäîì îöåíêè ΦB2(Σ1,n) ≺ n3.13 è ΦB0(Σ1,n) ≺ n4.57. Áîëåå ñèëüíûå îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ïåðåêîäèðîâêè âõîäîâ, ñì. íèæå íà ñòð. 93.

Ïàðàëëåëüíîå ïåðåñòðîåíèå àðèôìåòè÷åñêèõ ôîðìóë U

Ðè÷àðä Ïèðñ Áðåíò
Íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò
Àâñòðàëèè, Êàíáåððà, ñ 1972

Â ïðåäñòàâëÿþùåé ïðèêëàäíîé èíòåðåñ çàäà÷å î ïà-
ðàëëåëüíîì ïåðåñòðîåíèè àðèôìåòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ
òðåáóåòñÿ ïî äàííîé ôîðìóëå äëèíû n ïîñòðîèòü ýê-
âèâàëåíòíóþ3) ôîðìóëó âîçìîæíî ìåíüøåé ãëóáèíû
(â áèíàðíîì áàçèñå æåëàòåëüíî êàê ìîæíî áëèæå ê
log2 n). Èçâåñòíî, ÷òî â ëþáîì ïîëíîì áóëåâîì áàçèñå
è â àðèôìåòè÷åñêèõ áàçèñàõ îáùåãî âèäà âñåãäà íàé-
äåòñÿ àëüòåðíàòèâíàÿ ôîðìóëà ãëóáèíû O(log n), ÷òî
ñëåäóåò ñîîòâåòñòâåííî èç ðåçóëüòàòîâ Â. Ì. Õðàï÷åí-
êî (àíîíñèðîâàí â [112]) è Ð. Áðåíòà [150]. Áîëåå òî÷-
íûé âèä ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãëóáèíîé è ñëîæíîñòüþ
çàâèñèò îò áàçèñà. Ïîýòîìó ââîäèòñÿ ïîíÿòèå4) êîíñòàí-
òû ðàâíîìåðíîñòè cB áàçèñà B, îïðåäåëÿåìîé êàê âåðõ-
íÿÿ ãðàíü ÷èñåë c, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ΦB(f) 6

(c + o(1)) log2 DB(f), ãäå ΦB(f) → ∞. Â èññëåäîâàíèè êîíñòàíò ðàâíîìåðíîñòè
àðèôìåòè÷åñêèõ áàçèñîâ ïîëàãàåì ïîëóêîëüöî, â êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ, êîììóòàòèâíûì.

Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ôîðìóë â ìîíîòîííîì àðèôìå-
òè÷åñêîì áàçèñå A+. Ðàâíîìåðíîñòü ýòîãî áàçèñà (ò.å. ñóùåñòâîâàíèå êîíñòàíòû
cA+) äîêàçàíà Ð. Áðåíòîì, Ä. Êóêîì è Ê. Ìàðóÿìîé â [152].

3Ò.å. âû÷èñëÿþùóþ òó æå ôóíêöèþ.
4Ïðåäëîæåíî Â. Ì. Õðàï÷åíêî â [104].
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Ëåììà 4.2 ([152]). Ïóñòü áåñïîâòîðíàÿ ôîðìóëà ñëîæíîñòè n íàä A+ âû÷èñ-
ëÿåò ôóíêöèþ f(X, y). Òîãäà f(X, y) = f1(X)·y+f2(X), ãäå ΦA+(f1),ΦA+(f2) 6 n.

� Äîêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíî èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû.

Òåîðåìà 4.4 ([152]). Äëÿ ëþáîãî ìîíîòîííîãî ìíîãî÷ëåíà f âûïîëíåíî

DA+(f) < 2.47 log2 ΦA+(f) +O(1).

I Îïðåäåëèì ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

N0 = 1, N1 = 2, N2 = 3, Nk = Nk−2 +Nk−3, k > 3.

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ôîðìóëà äëèíû 6 Nk ìîæåò áûòü ïåðåñòðîåíà â
ôîðìóëó ãëóáèíû 6 k. Ïðè k 6 2 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äîêàæåì èíäóêòèâíûé
ïåðåõîä. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðîñòàÿ

Ëåììà 4.3. Ïðè ëþáîì m 6 n â ïðîèçâîëüíîé áèíàðíîé ôîðìóëå ñëîæíîñòè n
íàéäåòñÿ ïîäôîðìóëà ñëîæíîñòè > m, ãëàâíûå ïîäôîðìóëû5) êîòîðîé èìåþò
ñëîæíîñòü < m.

� Äîñòàòî÷íî îðãàíèçîâàòü ïðîñìîòð äåðåâà ôîðìóëû â íàïðàâëåíèè îò êîðíÿ
ê ëèñòüÿì, äâèãàÿñü ïî ïîäôîðìóëàì ñëîæíîñòè > m äî òåõ ïîð, ïîêà âîçìîæíî.
Ïîñëåäíÿÿ ïîäôîðìóëà â öåïî÷êå áóäåò èñêîìîé.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü ôîðìóëû áåñïîâòîðíûìè (ñëó÷àé
ïîâòîðÿþùèõñÿ âõîäîâ ñâîäèòñÿ ê ðàññìàòðèâàåìîìó). Ðàññìîòðèì ôîðìóëó F
ñëîæíîñòè Nk è, èñïîëüçóÿ ëåììó 4.3, âûäåëèì â íåé ïîäôîðìóëó G ñëîæíîñòè
> Nk−3 + 1, êîòîðàÿ èìååò âèä G1 ◦G2, ãäå Φ(G1),Φ(G2) 6 Nk−3 è ◦ ∈ {+, ·}, ñì.
ðèñ. 4.2.
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Ðèñ. 4.2: Ïåðåñòðîåíèå àðèôìåòè÷åñêîé ôîðìóëû

5Íàïîìíèì, ÷òî ãëàâíûìè ïîäôîðìóëàìè ôîðìóëû F1 ◦F2 ñ÷èòàþòñÿ îáðàçóþùèå åå ôîð-
ìóëû F1, F2.
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Ïóñòü ôîðìóëû F,G1, G2 ðåàëèçóþò ôóíêöèè f, g1, g2 ñîîòâåòñòâåííî. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç f ∗(X, y) ôóíêöèþ, â êîòîðóþ ïåðåõîäèò f(X) ïðè ïîäñòàíîâêå â
ôîðìóëó F âìåñòî ïîäôîðìóëû G íîâîé ïåðåìåííîé y. Ïî ïîñòðîåíèþ, Φ(f ∗) 6
Φ(F )− Φ(G) + 1 6 Nk−2. Ñîãëàñíî ëåììå 4.2, èìååò ìåñòî f ∗(X, y) = f1 · y + f2,
ãäå Φ(f1),Φ(f2) 6 Nk−2. Îêîí÷àòåëüíî, ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êàê

f = f1 · (g1 ◦ g2) + f2

ñ ãëóáèíîé 6 k, ïîñêîëüêó ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ D(gi) 6 k − 3 è
D(fi) 6 k−2. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî Nk � ak, ãäå a ≈ 1.325 � êîðåíü óðàâíåíèÿ
x3 = x+ 1. �

• Íè äîáàâëåíèå â áàçèñ âû÷èòàíèÿ, íè ðàñøèðåíèå åãî äî ïîëíîãî íå èçìåíÿþò âûâîäà òåîðå-

ìû 4.4 (íàïðèìåð, ïîòîìó ÷òî âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòû âñåãäà ìîæíî îïóñòèòü íà

óðîâåíü âõîäîâ ïåðåìåííûõ). Òàêèì îáðàçîì, cA 6 cA+
< 2.47. Áîëåå èçîùðåííûé ñïîñîá äå-

êîìïîçèöèè ôîðìóë ñ àíàëèçîì íåñêîëüêèõ ñëó÷àåâ ïîçâîëèë Ñ. Êîñàðàþ [233] óñèëèòü îöåíêó

äî cA+ 6 2. Ïðè ýòîì ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó Ä. Êîïïåðñìèòà è Á. Øèáåðà [169], cA+ > 1.5.

Äýâèä Þäæèí
Ìàëëåð

Èëëèíîéñêèé óíèâåðñèòåò,
ñ 1953 ïî 1992

Ìåòîä ïåðåñòðîåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé ðà-
áîòàåò è äëÿ áóëåâûõ ìîíîòîííûõ ôîðìóë. Íà ñàìîì äå-
ëå, cB0 6 cBM 6 cA+ (áàçèñ BM � ÷àñòíûé ñëó÷àé àðèô-
ìåòè÷åñêîãî áàçèñà; íåðàâåíñòâî äëÿ áàçèñà B0 ñïðàâåä-
ëèâî â ñèëó ïðàâèë äå Ìîðãàíà, ïîçâîëÿþùèõ îïóñòèòü
îòðèöàíèÿ íà óðîâåíü âõîäîâ). Îäíàêî âçàèìíàÿ äèñ-
òðèáóòèâíîñòü îïåðàöèé áóëåâà áàçèñà ñóùåñòâåííî ðàñ-
øèðÿåò âîçìîæíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåâûõ ôîðìóë, â
÷åì ìû óáåäèìñÿ íà ïðèìåðå ðåçóëüòàòà Ô. Ïðåïàðàòû
è Ä. Ìàëëåðà [273].

Òåîðåìà 4.5 ([273]). Äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè f âû-
ïîëíåíî

DB0(f) < 1.82 log2 ΦB0(f) +O(1). (4.11)

I Ââèäó âîçìîæíîñòè îïóñêàíèÿ îòðèöàíèé â ôîðìóëàõ íà óðîâåíü âõîäîâ
(ïðàâèëà äå Ìîðãàíà), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå (4.11) â ìîíîòîííîì
áàçèñå BM . Êëþ÷åâûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå, óñèëèâàþùåå ëåììó 4.2
äëÿ áóëåâà ñëó÷àÿ.

Ëåììà 4.4 ([273]). Ïóñòü áåñïîâòîðíàÿ ôîðìóëà G ñëîæíîñòè n íàä Bm
âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f(X, y). Òîãäà ôóíêöèþ f ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëèáî êàê
f(X, y) = f1(X)·y ∨f2(X), ëèáî êàê f(X, y) = (f1(X)∨y)·f2(X), ãäå ΦBM (f1) < n/2
è ΦBM (f2) < n.

� Â äåðåâå, èçîáðàæàþùåì ôîðìóëó G, âûäåëèì ïóòü îò ïåðåìåííîé y ê êîðíþ,
ñì. ðèñ. 4.3. Ìîæíî çàïèñàòü

G(X, y) = (. . . ((y ◦1 G1) ◦2 G2) . . .) ◦k Gk,
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Ðèñ. 4.3: Äåêîìïîçèöèÿ áóëåâîé ôîðìóëû

ãäå Gi � ôîðìóëû, ïðèñîåäèíÿåìûå ïî ïóòè.
Òîãäà ôóíêöèÿ f ðåàëèçóåòñÿ ëþáîé èç äâóõ ôîðìóë

G∧ · y ∨G(X, 0), (G∨ ∨ y) ·G(X, 1), ãäå G∧ =
∧
◦i=∧

Gi, G∨ =
∨
◦i=∨

Gi.

Ïîñêîëüêó Φ(G∧) + Φ(G∨) = n − 1, îäíà èç ôîðìóë óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
ëåììû.

Äàëåå ñëåäóåì äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.4. Òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
îïðåäåëÿåòñÿ êàê

N0 = 1, N1 = 2, N2 = 3, Nk = Nk−1 +Nk−3, k > 3.

Äîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà äëèíû 6 Nk ìîæåò áûòü ïåðåñòðîåíà â ôîðìóëó ãëóáèíû
6 k (îñòàëîñü äîêàçàòü èíäóêòèâíûé ïåðåõîä).

Ïóñòü áåñïîâòîðíàÿ ôîðìóëà F ñëîæíîñòèNk âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f(X). Ïðè
ïîìîùè ëåììû 4.3 âûäåëèì â íåé ïîäôîðìóëó G ñëîæíîñòè > Nk−3 +1, êîòîðàÿ
èìååò âèä G1 ◦ G2, ãäå Φ(G1),Φ(G2) 6 Nk−3 è ◦ ∈ {∨,∧}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
f ∗(X, y) ôóíêöèþ, â êîòîðóþ ïåðåõîäèò f(X) ïðè ïîäñòàíîâêå â ôîðìóëó F
âìåñòî ïîäôîðìóëû G íîâîé ïåðåìåííîé y. Ïî ïîñòðîåíèþ, Φ(f ∗) 6 Φ(F ) −
Φ(G) + 1 6 Nk−1. Âûðàæàÿ f ∗ ïðè ïîìîùè ëåììû 4.4, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

f = (f1 ◦1 (g1 ◦ g2)) ◦2 f2,

ãäå ◦, ◦1, ◦2 ∈ {∨,∧}, Φ(f2) < Nk−1 è Φ(f1) < Nk−1/2 6 Nk−2. Òàêèì îáðàçîì, ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè D(gi) 6 k − 3, D(f1) 6 k − 2 è D(f2) 6 k − 1. Ïîýòîìó
D(f) 6 k. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî Nk � ak, ãäå a ≈ 1.465 � êîðåíü óðàâíåíèÿ
x3 = x2 + 1. �

• Îöåíêà cBM
< 1.82 òåîðåìû [273] óñèëåíà Â. Ì. Õðàï÷åíêî äî cBM

< 1.73 â [103]. Íèæ-

íÿÿ îöåíêà cBM
> 1.06 ïîëó÷åíà àâòîðîì â [88]. Äëÿ ïîëíûõ áàçèñîâ àðèôìåòè÷åñêîãî òèïà,

íàïðèìåð, A, B0, íåòðèâèàëüíûå íèæíèå îöåíêè êîíñòàíò ðàâíîìåðíîñòè íåèçâåñòíû. Äëÿ íåà-

ðèôìåòè÷åñêèõ áàçèñîâ òàêèå îöåíêè åñòü: â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîëíîãî áóëåâà áàçèñà B = {\} èç
îäíîé îïåðàöèè ¾øòðèõ Øåôôåðà¿ îöåíêà cB > 2 äîêàçàíà Õðàï÷åíêî â [100].
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Ìåòîä ïðèáëèæåíèé ε

Ìåòîä ïðèáëèæåíèé îñíîâàí íà ñëåäóþùåì íàáëþäåíèè: ïîäçàäà÷è, íà
êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ èñõîäíàÿ çàäà÷à, çà÷àñòóþ âûãîäíî ðåøàòü íå ¾äî
êîíöà¿, à ïðèáëèçèòåëüíî, ñ êîíòðîëèðóåìîé òî÷íîñòüþ. Èç ïðèáëèæåí-
íûõ ðåøåíèé ïîäçàäà÷ ñòðîèòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.

Áûñòðîå äåëåíèå ÷èñåë ε /2

Â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå óðàâíåíèÿ f(x) = 0 ÷àñòî ðåøàþòñÿ ìåòîäîì
Íüþòîíà�Ðàôñîíà (ìåòîäîì êàñàòåëüíûõ) ïîñðåäñòâîì âûïîëíåíèÿ èòåðàöèé
xi+1 = xi − f(xi)

f ′(xi)
. Åñëè íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x0 âûáðàíî óäà÷íî, è ôóíêöèÿ f(x)

óäîâëåòâîðÿåò ïðîñòûì îãðàíè÷åíèÿì, òî xi → x∗, ãäå f(x∗) = 0, ïðè÷åì ñêî-
ðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà â îáùåì ñëó÷àå êâàäðàòè÷íà. Îêîëî 1966 ã. Ñ. Êóê [166]
çàìåòèë, ÷òî ýòîò ìåòîä ìîæåò áûòü àäàïòèðîâàí äëÿ áûñòðîãî äåëåíèÿ ÷èñåë.

Ñòèâåí Àðòóð Êóê
Óíèâåðñèòåò Òîðîíòî, ñ 1970

Ïîñêîëüêó äåëåíèå ñâîäèòñÿ ê èíâåðòèðîâàíèþ è
óìíîæåíèþ, à ìåòîäû áûñòðîãî óìíîæåíèÿ õîðîøî èç-
âåñòíû, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ îïåðàöèåé èíâåðòèðî-
âàíèÿ. Îïðåäåëèì (n, n + 1)-îïåðàòîð (ïðèáëèæåííîãî)
èíâåðòèðîâàíèÿ In íà ìíîæåñòâå n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë èç
îòðåçêà [1/2, 1] óñëîâèåì |In(a)−1/a| 6 2−n (îïðåäåëåíèå
íåîäíîçíà÷íî è íà ñàìîì äåëå çàäàåò öåëîå ñåìåéñòâî
îïåðàòîðîâ). Îãðàíè÷èâàÿñü îòðåçêîì [1/2, 1], ìû èìå-
åì â âèäó, ÷òî îáùèé ñëó÷àé, êîãäà a /∈ [1/2, 1], ñâîäèòñÿ
ê ðàññìàòðèâàåìîìó ïðè çàìåíå a íà 2ka è ïîñëåäóþùåì
óìíîæåíèè ðåçóëüòàòà íà 2k (ýòè îïåðàöèè ðåàëèçóþò-
ñÿ ñäâèãîì ïîçèöèè çàïÿòîé, ÷òî â ñõåìíîé ìîäåëè âû-
ïîëíÿåòñÿ áåñïëàòíî). Íàïîìíèì, ÷òî M(n) îáîçíà÷àåò
ñãëàæåííóþ ôóíêöèþ ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ.

Òåîðåìà 5.1 ([166]). C(In) 4 M(n).

53
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I Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò áëèçêî ê âåðñèè É. Õîñòàäà [203]. Ïóñòü a..k îáîçíà-
÷àåò ÷èñëî a ñ îòñå÷åííûìè ðàçðÿäàìè ïîñëå çàïÿòîé ìëàäøå k-ãî � ýòî ïðè-
áëèæåíèå ê a ñ òî÷íîñòüþ 2−k. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ri ñëåäóþùèì
îáðàçîì1):

r0 = 1, r̃i+1 = 2ri − a..4+2i · r2
i , ri+1 = (r̃i+1)..4+2i+1 . (5.1)

Ëåììà 5.1. |1− ria..4+2i | < 2−2i−1−1/2.

� Î÷åâèäíî, íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè i = 0. Äîêàæåì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä
îò i ê i+ 1.

Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñïðàâåäëèâî

0 6 1− r̃i+1a..4+2i = (1− ria..4+2i)
2 6 2−2i−1.

Êàê ñëåäñòâèå, 0 < r̃i+1 6 ri+1 6 a−1
..4+2i

6 2. Òåïåðü îöåíêà ëåììû ñëåäóåò èç
âûêëàäêè:

|1− ri+1a..4+2i+1 | 6
|1− r̃i+1a..4+2i |+ |ri+1a..4+2i − r̃i+1a..4+2i |+ |ri+1a..4+2i+1 − ri+1a..4+2i | 6

2−2i−1 + a..4+2i |ri+1 − r̃i+1|+ ri+1 |a..4+2i+1 − a..4+2i | 6

2−2i−1 + 1 · 2−2i+1−4 + 2 · 2−2i−4 <
11

16
· 2−2i < 2−2i−1/2.

Êàê ñëåäñòâèå èç ëåììû, ïîëó÷àåì

|1− ria| 6 |1− ria..4+2i |+ ri |a− a..4+2i | < 2−2i−1−1/2 + 2−2i−4 < 2−2i−1

.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ a−1 ñ òî÷íîñòüþ 2−n äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ri âïëîòü äî
i = dlog2 ne+ 1. Âû÷èñëåíèå ïî ôîðìóëàì (5.1) ïðèâîäèò ê îöåíêå

C(In) 6
dlog2 ne+1∑

i=0

(2C(M4+2i) +O(2i)) 4 M(n).

�

• Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ ñõåìû äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ ýëåìåíòàðíûõ ÷èñëîâûõ ôóíê-

öèé, íàïðèìåð, äëÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ, ñì., íàïðèìåð, [151].

Áûñòðîå äåëåíèå ñ îñòàòêîì êîìïëåêñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ε s

Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ðàáîòàåò åùå ëó÷øå,
÷åì äëÿ ÷èñåë, ïîçâîëÿÿ ðåøàòü àíàëîãè÷íûå çàäà÷è ýôôåêòèâíåå.

1Ìåòîä êàñàòåëüíûõ äëÿ ïîèñêà íóëÿ ôóíêöèè f(x) = a− 1/x.
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Èçÿùíûé ïðèåì ñâåäåíèÿ îïåðàöèè äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ îñòàòêîì ê áîëåå
ïðîñòûì îïåðàöèÿì, äåëåíèþ ïî ìîäóëþ xn è óìíîæåíèþ, ïðåäëîæèë Ô. Øòðàñ-
ñåí â [302]. Ïóñòü QRR

2n,n èD
R
n îçíà÷àþò îïåðàöèè ñ ìíîãî÷ëåíàìè â R[x]: ñîîòâåò-

ñòâåííî îïåðàòîð âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíîãî è îñòàòêà îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè
6 2n−1 íà ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n è îïåðàòîð äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ xn.

Ëåììà 5.2 ([302]). CA(QRR
2n,n) 6 CA(DR

n ) + CA(MR
n ) +O(n).

� Ïóñòü q(x) è r(x) � ñîîòâåòñòâåííî ÷àñòíîå è îñòàòîê îò äåëåíèÿ a(x) íà b(x),
ãäå deg a 6 2n− 1, deg b = n è deg q, r < n. Òîãäà

a(x) = q(x)b(x) + r(x). (5.2)

×åðåç ã(x), q̃(x), b̃(x), r̃(x) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ìíîãî÷ëåíû x2n−1a(1/x),
xn−1q(1/x), xnb(1/x) è xn−1r(1/x). Ïîäñòàâëÿÿ â (5.2) 1/x âìåñòî x è äîìíîæàÿ
íà x2n−1, ïîëó÷àåì

ã(x) = q̃(x)̃b(x) + xnr̃(x). (5.3)

Òîãäà
q̃ = ã/b̃ mod xn, r̃ = (ã− q̃ b̃)/xn. (5.4)

Âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (5.4) ñâîäÿòñÿ ê äåëåíèþ ïî ìîäóëþ xn, óìíîæåíèþ
è âû÷èòàíèþ ìíîãî÷ëåíîâ.

Æîðèñ âàí äåð Õóâåí
Ïîëèòåõíè÷åñêàÿ øêîëà,

Ïàðèæ, ñ 2009

Äåëåíèå ìîæíî âûïîëíèòü ïðè ïîìîùè èíâåðòèðîâà-
íèÿ ïî ìîäóëþ xn è óìíîæåíèÿ. Èíâåðòèðîâàíèå âûïîë-
íÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì àíàëîãîì îïèñàííîãî â ïðåäû-
äóùåì ïóíêòå ÷èñëîâîãî ìåòîäà. Â äåéñòâèòåëüíîñòè,
ïðàêòè÷åñêè è òåîðåòè÷åñêè áîëåå âûãîäíî èñïîëüçîâàòü
ìåòîä ïðèáëèæåíèé íåïîñðåäñòâåííî äëÿ îïåðàöèè äåëå-
íèÿ. Â íàèáîëåå èíòåðåñíîì ñëó÷àå ïîëÿ C (à òàêæå R),
ó÷èòûâàÿ ÷òî óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ âû-
ïîëíÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ÄÏÔ, ñëîæíîñòü ìåòîäà óäîáíî
âûðàæàòü ÷åðåç ñëîæíîñòü ÄÏÔ. Îïèøåì ñàìûé áûñò-
ðûé èçâåñòíûé ìåòîä, ïðèíàäëåæàùèéÆ. âàí äåð Õóâå-
íó [209].

Òåîðåìà 5.2 ([209]). Ïóñòü êîíñòàíòà cF óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ CA(ÄÏÔN) 6 cFN log2N ïðè ëþáîì N = 2k. Òîãäà

CA(QR2n,n) . 12cF · n log2 n.

Çàìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ òðèâèàëüíî îöåíèâàåòñÿ êàê CA(Mn) .
6cF · n log2 n (íà áëèçîñòü n ê ñòåïåíè äâîéêè ìîæíî íå îáðàùàòü âíèìàíèÿ).
Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì îêàçûâàåòñÿ ïðèìåðíî ðàâíîé
ñëîæíîñòè äâóõ óìíîæåíèé. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4, äëÿ áàçèñàAC ìîæíî âûáðàòü
cF = 1.5.
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I Ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ ëåììû 5.2. Ïóñòü (k + 1)m > n > km. Ðàññìàòðèâàå-
ìûå ìíîãî÷ëåíû ðàçîáüåì íà áëîêè äëèíû m:

ã = a0+a1x
m+a2x

2m+. . . , b̃ = b0+b1x
m+b2x

2m+. . . , q̃ = q0+q1x
m+q2x

2m+. . .

Äàëåå ïóñòü (a)∗ îáîçíà÷àåò âåêòîð2) ÄÏÔ2m(a).
Ïîëîæèì b−1

0 = 1/b0 mod xm. Èç óñëîâèÿ b̃ q̃ = ã mod xn ïîëó÷àåòñÿ ðåêóð-
ðåíòíàÿ ôîðìóëà äëÿ âûðàæåíèÿ áëîêîâ ÷àñòíîãî q̃. Ïðè 0 6 j < k èìååì

aj =

(
qjb0 +

j−1∑
i=0

(qibj−i + bqibj−i−1/x
mc)

)
mod xm. (5.5)

Ïîëàãàÿ b−1 = 0 è ââîäÿ îáîçíà÷åíèå3) βi = bi−1+bix
m äëÿ 0 6 i 6 k+1, ïîëó÷àåì

qj = b−1
0

(
aj −

j−1∑
i=0

bqiβj−i/xmc

)
mod xm, 0 6 j < k. (5.6)

Ïðè j = k ôîðìóëû (5.5), (5.6) ñïðàâåäëèâû ïî ìîäóëþ xn−km.
Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì:
I. Íàéäåì q0. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì b−1

0 , çàòåì (b−1
0 )∗ è (a0)∗, äàëåå (a0b

−1
0 )∗, è

íàêîíåö (ïîñðåäñòâîì îáðàòíîãî ÄÏÔ) âîññòàíîâèì q0 = a0b
−1
0 mod xm.

II. Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (5.6) îïðåäåëÿþòñÿ áëîêè qj.
Ïðè êàæäîì j = 1, . . . , k:

1) Âû÷èñëÿþòñÿ (βj)
∗ è (qj−1)∗. Îáîçíà÷èì

α = q0βj + q1βj−1 + . . .+ qj−1β1. (5.7)

2) Âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð (α)∗ ïî èçâåñòíûì (βi)
∗ è (qi)

∗, ñëåäóÿ (5.7).
3) Ïðè ïîìîùè îáðàòíîãî ÄÏÔ âû÷èñëÿåì ìíîãî÷ëåí α mod (x2m−1). Çàìå-

òèì, ÷òî åãî ñòàðøèå m êîýôôèöèåíòîâ ñîâïàäàþò ñî ñðåäíèìè m êîýôôèöèåí-
òàìè α. Îáîçíà÷èì

γ = aj − bα/xmc mod xm.

4) Ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿÿ γ, (γ)∗ è (b−1
0 γ)∗, îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì qj =

b−1
0 γ mod xm ïðè j < k è qk = b−1

0 γ mod xn−km.
III. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíî ÷àñòíîå q̃ =

∑k
i=0 qix

im mod xn; îñòàåòñÿ íàéòè
îñòàòîê r̃. Ñîãëàñíî (5.4), äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü íåäîñòàþùóþ ÷àñòü
ïðîèçâåäåíèÿ q̃ b̃. Çàïèøåì

q̃ b̃ = c0 + c1x
m + c2x

2m + . . .+ c2k+1x
(2k+1)m,

ãäå deg ci < m. Ïî ïîñòðîåíèþ, cj = aj äëÿ 0 6 j < k è ck ≡ ak mod xn−km.
Îñòàëüíûå cj âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

cj =

⌊∑
i

qiβj−i/x
m

⌋
mod xm. (5.8)

2Èìååòñÿ â âèäó ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÄÏÔ, êîãäà ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ
ê âåêòîðó êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà.

3Ìíîãî÷ëåíû βi ââîäÿòñÿ òîëüêî äëÿ óäîáñòâà çàïèñè.
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Äëÿ ïîãðàíè÷íîãî áëîêà ck ôîðìóëà (5.8) äàåò íåäîñòàþùèå (k+1)m−n ñòàðøèõ
êîýôôèöèåíòîâ.

Äëÿ âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëàì (5.8) òðåáóåòñÿ äîâû÷èñëèòü (βk+1)∗, (qk)
∗, ïðè

âñåõ j = k, . . . , 2k+1 íàéòè (
∑

i qiβj−i)
∗, âîññòàíîâèòü ñóììû

∑
i qiβj−i mod (x2m−

1), èç êîòîðûõ èçâëåêàþòñÿ áëîêè cj. Îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì r̃ = (ã− q̃ b̃)/xn.
Îöåíèì ñëîæíîñòü àëãîðèòìà. Îí íà÷èíàåòñÿ ñ èíâåðòèðîâàíèÿ ïî ìîäóëþ

xm. Äàëåå íà âñåõ ýòàïàõ âûïîëíÿåòñÿ 3k+4 ÄÏÔ è 3k+3 îáðàòíûõ ÄÏÔ ïîðÿäêà
2m. Ñëîæíîñòü îñòàëüíûõ îïåðàöèé, ñðåäè êîòîðûõ äîìèíèðóþò âû÷èñëåíèÿ
Ôóðüå-îáðàçîâ ñóìì (5.7) è (5.8), îöåíèâàåòñÿ êàê O(mk2).

Öåëåñîîáðàçåí âûáîð ïàðàìåòðîâ m = 2t è k �
√

log n. Ñòàðòîâîå èíâåðòèðî-
âàíèå ìîæíî âûïîëíèòü ëþáûì àëãîðèòìîì ñëîæíîñòè O(m logm), íàïðèìåð,
ïîëèíîìèàëüíûì àíàëîãîì ìåòîäà Êóêà èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Â èòîãå ïîëó-
÷àåì

CA(QR2n,n) 6 (6k + 7)cF · 2m log2(2m) +O(m(k2 + logm)) =

12cF · n log2 n+O(n
√

log n).
�

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ìåòîäà òåîðåìû 5.1, ãäå íà êàæäîì øàãå òî÷íîñòü
óäâàèâàëàñü, ìåòîä òåîðåìû 5.2 îñíîâàí íà èòåðàöèÿõ (5.6) ñ ôèêñèðîâàííûì
ïðèðàùåíèåì òî÷íîñòè äëÿ òîãî, ÷òîáû ñíèçèòü óäåëüíûé âåñ îïåðàöèè èíâåð-
òèðîâàíèÿ.

• Îòäåëüíî äëÿ îïåðàöèè èíâåðòèðîâàíèÿ ïî ìîäóëþ xn íàèëó÷øàÿ èçâåñòíàÿ îöåíêà ñëîæ-

íîñòè (7.5 + o(1))cF · n log2 n ïîëó÷åíà àâòîðîì â [79].

Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ãðàíè÷íûé ðàíã ε

Äàðèî Àíäðåà Áèíè
Óíèâåðñèòåò Ïèçû, ñ 1990

Òåîðåìà 2.3 îïèðàåòñÿ íà ñïåöèàëüíûé ñïîñîá óìíîæå-
íèÿ ìàòðèö ðàçìåðà 2 × 2 è ëåãêî îáîáùàåòñÿ. Ðàíãîì
rkR T ñèñòåìû áèëèíåéíûõ ôîðì T (X, Y ) íàä ïîëóêîëü-
öîì R íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî r, ïðè êîòîðîì
âîçìîæíî ïðåäñòàâëåíèå

T =
r∑
l=1

ClXlYl, (5.9)

ãäå Cl � âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè èç R, à Xl è Yl � ëè-
íåéíûå íàä R êîìáèíàöèè ïåðåìåííûõ xij è yjk ñîîòâåò-
ñòâåííî. Íàïðèìåð, rkF MM2 = 7 â ëþáîì ïîëå F [315].
Òåïåðü òåîðåìà 2.3 ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà êàê

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü r = rkMMm â êîëüöå R. Òîãäà

CAR(MMn) 6 r

(
1 +

6rm2

r −m2

)
nlogm r.
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I Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå âèäà (5.9) äëÿ îïåðàòîðàMMm, èñïîëü-
çóþùåå r íåñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé è s ëèíåéíûõ îïåðàöèé. Çàâåäîìî âûïîëíåíî
s 6 6rm2, ïîñêîëüêó ëþáàÿ ñóììà Xl èëè Yl òðåáóåò íå áîëåå 2m2 ëèíåéíûõ îïå-
ðàöèé, à ëþáîé ýëåìåíò ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
r ïðîèçâåäåíèé XlYl, ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëÿåòñÿ çà 2r ëèíåéíûõ îïåðàöèé.

Ïî èíäóêöèè ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ îöåíêà

C(MMmh) 6

(
1 +

s

r −m2

)
rh − s

r −m2
m2h (5.10)

(ðàçáèâàåì mh × mh ìàòðèöó íà ïîäìàòðèöû ðàçìåðà mh−1 × mh−1). Íàêîíåö,
ïðè mh−1 < n 6 mh ïîëó÷àåì

C(MMn) 6 C(MMmh) 6

(
1 +

s

r −m2

)
rh 6 r

(
1 +

s

r −m2

)
nlogm r.

�

Ãðàíè÷íûì ðàíãîì rk T íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî r, ïðè êîòîðîì âîç-
ìîæíî ïðåäñòàâëåíèå

udT =
r∑
l=1

Cl(u)Xl(u)Yl(u) mod ud+1, (5.11)

ãäå d ∈ N0, Cl(u) ∈ R[u]dimT , è Xl è Yl � ëèíåéíûå íàä R[u] êîìáèíàöèè ïåðå-
ìåííûõ xij è yjk ñîîòâåòñòâåííî, dimT � ÷èñëî ôîðì â ñèñòåìå T . Åñëè ïðåä-
ñòàâèòü, ÷òî u→ 0, òî ôîðìóëû (5.11) ïðè äåëåíèè íà ud çàäàþò ïðèáëèæåííîå
ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå: ñîáñòâåííî, ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå è áûëî öåëüþ ðà-
áîòû èòàëüÿíñêèõ ìàòåìàòèêîâ [140], â êîòîðîé ôàêòè÷åñêè âîçíèêàåò ïîíÿòèå
ãðàíè÷íîãî ðàíãà. Íî Ä. Áèíè [139] çàìåòèë, ÷òî îò ôîðìóë (5.11) ìîæíî ýô-
ôåêòèâíî ïåðåéòè ê òî÷íîìó óìíîæåíèþ ìàòðèö.

Äàëåå ôîðìóëû òèïà (5.11) áóäåì íàçûâàòü (d, r)-ïðåäñòàâëåíèÿìè.

Òåîðåìà 5.4 ([139]). Ïóñòü R � êîëüöî è m = const. Òîãäà

CAR(MMn) 4 nlogm(rkMMm)+o(1).

I Êëþ÷åâûì ïóíêòîì äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ ëåììà Áèíè (ìû äîêàçûâàåì åå
â îñëàáëåííîé ôîðìå).

Ëåììà 5.3. Åñëè ñèñòåìà T èìååò (d, r)-ïðåäñòàâëåíèå, òî rk T 6 C2
d+2 · r.

� Ïóñòü T âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì (5.11). Çàïèøåì

Cl(u) =
d∑
i=0

Cl,iu
d, Xl(u) =

d∑
i=0

Xl,iu
d, Yl(u) =

d∑
i=0

Yl,iu
d,
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ãäå Cl,i � âåêòîðû íàä R, à Xl,i è Yl,i � ëèíåéíûå íàä R êîìáèíàöèè ïåðåìåííûõ.
Òîãäà èç (5.11) ïîëó÷àåì

T =
r∑
l=1

∑
a+b+c=d

Cl,aXl,bYl,c.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî âíóòðåííÿÿ ñóììà ñîäåðæèò C2
d+2 ÷ëåíîâ.

Íàì åùå ïîíàäîáèòñÿ ïðîñòàÿ ëåììà î êîìïîçèöèè (d, r)-ïðåäñòàâëåíèé. Òåí-
çîðíîå ïðîèçâåäåíèå áèëèíåéíûõ ñèñòåì T1 è T2 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Åñëè T1 =

∑
Ci,jxiyj, ãäå Ci,j ∈ R dimT1 , òî

T1 ⊗ T2 =
∑

Ci,j ⊗ T2(X i, Y j), (5.12)

ãäå X i, Y j � íåçàâèñèìûå ãðóïïû ïåðåìåííûõ4). Â ÷àñòíîñòè,

MMm,p,q ⊗MMm′,p′,q′ = MMmm′,pp′,qq′ , (5.13)

ãäå MMR
m,p,q � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðà m× p è p× q íàä R.

Ëåììà 5.4. Åñëè ñèñòåìà T1 èìååò (d1, r1)-ïðåäñòàâëåíèå, à ñèñòåìà T2 èìå-
åò (d2, r2)-ïðåäñòàâëåíèå, òî T1 ⊗ T2 èìååò (d1 + d2, r1r2)-ïðåäñòàâëåíèå.

� Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå äëÿ T1, çàïèøåì

ud1(T1 ⊗ T2) =

r1∑
l=1

Cl(u)⊗ T2(Xl(u), Yl(u)) mod ud1+1, (5.14)

ãäå Cl(u) ∈ R[u]dimT1 , à Xl(u) è Yl(u) � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè5) âåêòîðîâ ïåðå-
ìåííûõ X i è Y j. Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ â (5.14) ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ T2 è äîìíîæàÿ
íà ud2 , ïîëó÷àåì

ud1+d2(T1 ⊗ T2) =

r1∑
l=1

Cl(u)⊗

(
r2∑
s=1

C ′s(u)Xl,s(u)Yl,s(u)

)
mod ud1+d2+1 =

=

r1∑
l=1

r2∑
s=1

(Cl(u)⊗ C ′s(u))Xl,s(u)Yl,s(u) mod ud1+d2+1,

ãäå C ′s(u) ∈ R[u]dimT2 , à Xl,s(u) è Yl,s(u) � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ âåê-
òîðîâ Xl(u) è Yl(u), ò.å. â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïðîñòî ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïåðåìåí-
íûõ.

4Ñèìâîë ⊗ â ïðàâîé ÷àñòè (5.12) èìååò ñìûñë êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (â äàííîì
ñëó÷àå, âåêòîðîâ). Êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå m × n ìàòðèöû A = (ai,j) è p × q ìàòðèöû B
îïðåäåëÿåòñÿ êàê mp × nq ìàòðèöà, ïîëó÷àþùàÿñÿ ïîäñòàíîâêîé â ìàòðèöó A áëîêîâ ai,jB
âìåñòî ai,j .

5Íàïîìíèì, ÷òî ââèäó áèëèíåéíîñòè T2(aX1 + bX2, Y ) = aT2(X1, Y ) + bT2(X2, Y ) è
T2(X, aY 1 + bY 2) = aT2(X,Y 1) + bT2(X,Y 2).
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Çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïîëîæèì r = rkMMm. Ïðèìåíÿÿ h ðàç
ëåììó 5.4 ê (d, r)-ïðåäñòàâëåíèþ äëÿMMm, ïîëó÷àåì (hd, rh)-ïðåäñòàâëåíèå äëÿ
MMmh . Òîãäà èç ëåììû 5.3 âûâîäèì rkMMmh 6 (hd+ 2)2rh. Ïðè ïîìîùè òåîðå-
ìû 5.3 îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

C(MMn) 6 7(hd+ 2)4r2hm2hnlogm r+ 2
h
·logm(hd+2).

Ïîäõîäÿùèì âûáîðîì ïàðàìåòðà ÿâëÿåòñÿ h �
√

log n log log n. �

Ïðîñòîé èëëþñòðàöèåé ïðåèìóùåñòâà, êîòîðîå äàåò ïåðåõîä ê ãðàíè÷íîìó
ðàíãó, ñëóæèò ñëåäóþùèé ïðèìåð À. Ø�åíõàãå [289].

Òåîðåìà 5.5 ([289]). Åñëè R � êîëüöî, òî CAR(MMn) 4 nlog3 21+o(1) ≺ n2.772.

I Ïîêàæåì, ÷òî rkMM3 6 21. Ýëåìåíòû zij ïðîèçâåäåíèÿ Z = XY ìàòðèö
ðàçìåðà 3× 3 ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëàì

u2zjj = (xj1 + u2xj2)(y2j + u2y1j) + vjj − wj mod u3,

u2zij = (xj1 + u2xi2)(y2j − uy1i) + vij − wj + u(vji − vii) mod u3, i 6= j,

vjj = (xj1 + u2xj3)y3j, vij = (xj1 + u2xi3)(y3j + uy1i), wj = xj1(y2j + y3j),

èñïîëüçóþùèì 21 íåñêàëÿðíîå óìíîæåíèå. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó 5.4. �

• Ðàññìîòðåíèå 2 × 2 ìàòðèö íå ïðèâîäèò ê óñèëåíèþ îöåíîê òåîðåìû 2.3 ââèäó rkMM2 =
rkMM2 = 7 [240]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ðàíãà óìíîæåíèÿ 3 × 3 ìàòðèö ïîêà èçâåñòíà ëèøü
îöåíêà rkMM3 6 23 [237]. À. Â. Ñìèðíîâ [92] ïîêàçàë, ÷òî rkMM3 6 20 (íî ñîîòâåòñòâóþùåå
ïðåäñòàâëåíèå òðóäíåå äëÿ îïèñàíèÿ) � ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîé îöåíêè â òåîðåìó 5.5 ïîëó÷èòñÿ
CAR(MMn) ≺ n2.727.

Îöåíêà ëåììû 5.3 óòî÷íÿåòñÿ äî rk T 6 (2d+ 1)r â ïîëå F ïîðÿäêà íå ìåíåå 2d+ 2 [139].

Ìîíîòîííûå ñõåìû äëÿ ñîðòèðîâêè ε P ·∵

ßíîø Êîìëîø
Ðàòãåðñêèé óíèâåðñèòåò,

ñ 1988

Âñêîðå ïîñëå ðàáîòû Ê. Áýò÷åðà [124], ïðåäëîæèâøå-
ãî èçÿùíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííûõ ñõåì äëÿ
ñîðòèðîâêè n âõîäîâ ñî ñëîæíîñòüþ O(n log2 n), Ý. Ëà-
ìàíüÿ è Äæ. Ñýâèäæ [239] äîêàçàëè íèæíþþ îöåíêó
CBM (SORTn) < n log n. Íàêîíåö, ñïóñòÿ åùå 10 ëåò Ì. Àé-
òàè, ß. Êîìëîø è Ý. Ñåìåðåäè [116, 117] ïîëó÷èëè îêîí÷à-
òåëüíûé ðåçóëüòàò CBM (SORTn) � n log n è DBM (SORTn) �
log n ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè, èçâåñòíîé òåïåðü êàê AKS-
ñõåìû. Ìåòîä ýêñïëóàòèðóåò ñðàçó íåñêîëüêî èäåé, öåí-
òðàëüíîé èç êîòîðûõ ñëåäóåò ïðèçíàòü èäåþ ïðèáëèæåí-
íûõ âû÷èñëåíèé. Ñõåìû ñîðòèðîâêè îêàçàëîñü âûãîäíûì
ñòðîèòü èç ïîäñõåì, âûïîëíÿþùèõ ñîðòèðîâêó ïðèáëèæåí-
íî, ñ êîíòðîëèðóåìûì ÷èñëîì îøèáîê.

Îðèãèíàëüíûé ìåòîä [116, 117], êàê è áîëüøèíñòâî åãî
ìîäèôèêàöèé, ñëîæåí äëÿ îïèñàíèÿ è äëÿ àíàëèçà. Ìû èçëîæèì ñðàâíèòåëüíî
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ïðîñòîé âàðèàíò ìåòîäà, ïîñòðîåííûé Æ. Ñåéôåðàñîì [292] â ðàçâèòèå ïîäõîäà
Ì. Ïàòåðñîíà [263].

Ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå ñõåìû îòíîñÿòñÿ ê ÷àñòíîé ìîäåëè ñõåì êîìïàðàòî-
ðîâ (â òåðìèíîëîãèè [22], ñîðòèðóþùèå ñåòè). Ñõåìà êîìïàðàòîðîâ ïðèíèìàåò íà
âõîä n ýëåìåíòîâ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà è ïðè ïîìîùè îïåðàöèé ïî-
ïàðíîãî ñðàâíåíèÿ x, y → min(x, y),max(x, y) (â áóëåâîì ñëó÷àå, x, y → xy, x∨ y)
âîñïðîèçâîäèò íà âûõîäàõ ïåðåñòàíîâêó âõîäîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûì ÷à-
ñòè÷íûì ïîðÿäêîì. Âûõîäû âíóòðåííèõ ïîäñõåì-êîìïàðàòîðîâ íå âåòâÿòñÿ. Â
êàêîì-òî ñìûñëå, ñõåìà êîìïàðàòîðîâ � ýòî ïî÷òè ôîðìóëà. Ñõåìà åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì ðàñïàäàåòñÿ íà ñëîè èç íåçàâèñèìûõ ïî âõîäàì êîìïàðàòîðîâ. Ïî-
äðîáíåå ñì. â [22].

Ýíäðå Ñåìåðåäè
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè

Âåíãåðñêîé àêàäåìèè íàóê,
Áóäàïåøò, ñ 1965

Ââåäåì êîíöåïöèþ ïðèáëèæåííîé ñîðòèðîâêè. Ïóñòü
0 < ε 6 1 è 0 < λ 6 1/2. Ñõåìà êîìïàðàòîðîâ íà n âõîäàõ
íàçûâàåòñÿ (λ, ε)-ñåïàðàòîðîì, åñëè ïðè ëþáîì m 6 λn
ñõåìà ðàçìåùàåò íå ìåíåå (1 − ε)m èç m íàèáîëüøèõ
ýëåìåíòîâ ñðåäè λn ïðàâûõ âûõîäîâ è íå ìåíåå (1− ε)m
èç m íàèìåíüøèõ ýëåìåíòîâ � ñðåäè λn ëåâûõ âûõî-
äîâ. Ñëåäóþùèå äâå ëåììû óñòàíàâëèâàþò ñóùåñòâîâà-
íèå ñåïàðàòîðîâ ïîñòîÿííîé ãëóáèíû (è, ñëåäîâàòåëüíî,
ëèíåéíîé ñëîæíîñòè).

Ëåììà 5.5 ([117]). Ïðè ëþáîì ε > 0 è ëþáîì n ñó-
ùåñòâóåò (1/2, ε)-ñåïàðàòîð6) íà 2n âõîäàõ ãëóáèíû
O(1/ε3) ïðè ε→ 0.

� Åñëè n ìàëî, ñêàæåì, n < 64/ε3, òî âîñïîëüçóåìñÿ
ëþáîé ñõåìîé ñîðòèðîâêè. Ïîýòîìó äàëåå ïîëàãàåì n > 64/ε3.

Ïîêàæåì, ÷òî òðåáóåìóþ ñõåìó ìîæíî ïîñòðîèòü èç íåñêîëüêèõ ñëîåâ êîìïà-
ðàòîðîâ, ãäå íà êàæäîì ñëîå ñðàâíèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé ýëåìåíòû èç ìëàäøåé è
ñòàðøåé ïîëîâèí ñîãëàñíî ñëó÷àéíî âûáðàííîìó ïàðîñî÷åòàíèþ. Ïðèìåð ñõåìû
ïîêàçàí íà ðèñ. 5.1à.

Ñîïîñòàâèì òàêîé ñõåìå äâóäîëüíûé (n, n)-ãðàô: âåðøèíû îäíîé äîëè ñî-
îòâåòñòâóþò ïîçèöèÿì ýëåìåíòîâ èç ìëàäøåé ïîëîâèíû ñïèñêà, à äðóãîé � èç
ñòàðøåé. Äâå âåðøèíû ãðàôà ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì, åñëè íà êàêîì-òî ñëîå ñõå-
ìû âûïîëíÿëîñü ñðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ, ñì. ðèñ. 5.1á. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ãðàô ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ïàðîñî÷åòàíèé, çàäàþùèõ ñëîè ñõåìû.

I. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî ñõåìà ÿâëÿåòñÿ (1/2, ε)-ñåïàðàòîðîì, åñëè ãðàô ÿâ-
ëÿåòñÿ (ε, α)-ðàñøèðèòåëåì, α = 1/ε − 1/2, ÷òî çíà÷èò: äëÿ êàæäîãî m 6 εn
ëþáîå ìíîæåñòâî èç m âåðøèí îäíîé äîëè ñîåäèíåíî ðåáðàìè íå ìåíåå ÷åì ñ
αm âåðøèíàìè äðóãîé äîëè.

Ïðåæäå çàìåòèì, ÷òî åñëè äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì â ãðàôå, òî ôóíê-
öèè, âû÷èñëÿåìûå íà ñîîòâåòñòâóþùèõ âûõîäàõ ñõåìû, ñâÿçàíû îòíîøåíèåì 6
(îäíà äîëÿ ñîáèðàåò òîëüêî ìèíèìóìû óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, à äðóãàÿ � òîëüêî
ìàêñèìóìû).

6(1/2, ε)-ñåïàðàòîðû òàêæå íàçûâàþòñÿ ε-õàëâåðàìè.
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Ðèñ. 5.1: Ñõåìà êîìïàðàòîðîâ è åå ãðàô

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñõåìà íå ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàòîðîì, ò. å. ïðè íåêîòîðîì
âõîäíîì íàáîðå, ñêàæåì, ñðåäè k 6 n íàèáîëüøèõ ýëåìåíòîâ p > εk îêàçûâàþòñÿ
â ìëàäøåé ïîëîâèíå. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå ýòèì ýëåìåíòàì ìíîæåñòâî
âåðøèí â ãðàôå. Â ýòîì ìíîæåñòâå m = min{p, bεnc} âåðøèí ñîåäèíåíû ðåáðàìè
ïî ìåíüøåé ìåðå ñ αm âåðøèíàìè äðóãîé äîëè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìèíèìàëüíûé
èç p ýëåìåíòîâ óñòóïàåò íå ìåíåå ÷åì p−1+αm äðóãèì ýëåìåíòàì. Íî ïðèm = p
âûïîëíåíî

p− 1 + αm = p− 1 +m/ε−m/2 > p/ε− 1 > k − 1,

à ïðè m = bεnc < p:

p−1+m/ε−m/2 > (p−1)/2+m/ε > (εn−1)(1/ε+1/2) > (1+ε/2)n−1/ε−1 > n−1.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî âûáðàííûé ýëåìåíò íàõîäèòñÿ ñðåäè k íàèáîëüøèõ.
II. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî äâóäîëüíûé ãðàô, ñîñòàâëåííûé èç r =

r(ε) ñëó÷àéíûõ ïàðîñî÷åòàíèé7), ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ (ε, α)-
ðàñøèðèòåëåì.

Çàìåòèì, ÷òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ (ε, α)-ðàñøèðèòåëåì, åñëè îí íå ñîäåðæèò ïó-
ñòûõ (ò.å. áåçðåáåðíûõ) (k, n − αk)-ïîäãðàôîâ ïðè ëþáîì k 6 εn. Âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ñëó÷àéíîå ïàðîñî÷åòàíèå íå ïåðåñåêàåò (ïî ðåáðàì) äàííûé (k, n−αk)-
ïîäãðàô, ðàâíà Ck

αk/C
k
n. Òîãäà âåðîÿòíîñòü Pk òîãî, ÷òî r ñëó÷àéíûõ ïàðîñî÷åòà-

íèé íå ïåðåñåêàþò õîòÿ áû îäèí èç (k, n− αk)-ïîäãðàôîâ, ïðè ïîìîùè ïðîñòûõ
ñîîòíîøåíèé 1

4
√
k
( en
k

)k 6 Ck
n 6 ( en

k
)k îöåíèâàåòñÿ êàê

Pk 6 2Ck
nC
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n (Ck
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√
k)r
(
e1+αn1+α(αk)r

k1+αααnr
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,

7Ðàñïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîå: âñå ñî÷åòàíèÿ ðàâíîâåðîÿòíû.



63

ãäå c1 = (4
√
k)1/k 6 4 è c2 = (4e)2+α > 21/k(c1e)

1+α.
Ïðè k 6 εn/4 âûïîëíåíî c1αk 6 (1− ε/2)n. Èíà÷å k > εn/4 > 16/ε2, ïîýòîìó

c1 = eln(16k)/2k < 1 + ln(16k)/k 6 1 + ε2

8
ln 16

ε
6 1 + ε/2. Ñëåäîâàòåëüíî, c1αk 6

(1 − ε2/4)n. Â ëþáîì èç äâóõ ñëó÷àåâ, åñëè r âûáðàíî íåñêîëüêî áîëüøèì, ÷åì
α+4 ln(2c2)/ε2, ïîëó÷àåì Pk < 2−k. Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé
ãðàô íå ÿâëÿåòñÿ (ε, α)-ðàñøèðèòåëåì, íå ïðåâîñõîäèò

∑
k Pk < 1.

• Ñõåìà, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé óñòàíàâëèâàåò ëåììà, èìååò ãëóáèíó r � 1/ε3 ïðè ε → 0.
Áîëåå àêêóðàòíîå ðàññóæäåíèå ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü îöåíêó äî r 4 1

ε log 1
ε , ñì., íàïðèìåð, [263].

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîé r-ðåãóëÿðíûé (âñå âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü r) äâóäîëüíûé

ãðàô ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì r ïàðîñî÷åòàíèé, ïîýòîìó ñõåìó ìîæíî ïîñòðîèòü èç ãðàôà. Òàê-

æå èçâåñòíû ìíîãèå ÿâíûå êîíñòðóêöèè ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ-ðàñøèðèòåëåé, íàïðèìåð, [48, 186].

Ëåììà 5.6 ([263]). Ïðè ëþáîì ïîñòîÿííîì ε > 0, ëþáûõ λ < 1/2 è n ñóùå-
ñòâóåò (λ, ε)-ñåïàðàòîð íà 2n âõîäàõ ãëóáèíû O(log4(1/λ)) ïðè λ→ 0.

� Ïîëîæèì s = b2λnc è k = dlog2(1/λ)e. Ñõåìà ñòðîèòñÿ èç k + 1 ñëîÿ (1/2, ε0)-
ñåïàðàòîðîâ (ïàðàìåòð ε0 áóäåò âûáðàí ïîçäíåå): íà ïåðâîì ñëîå � ñåïàðàòîð
íà 2n âõîäàõ, íà ñëåäóþùèõ äâóõ � äâà ñåïàðàòîðà ñëåâà è ñïðàâà äëÿ 2k−1s
êðàéíèõ ýëåìåíòîâ8), íà ñëåäóþùåì ñëîå � ñåïàðàòîðû äëÿ 2k−2s ýëåìåíòîâ ñ
êàæäîãî êðàÿ è ò.ä. âïëîòü äî ïîñëåäíåãî ñëîÿ èç äâóõ ñåïàðàòîðîâ íà 2s êðàéíèõ
ýëåìåíòàõ, ñì. ðèñ. 5.2.

Èç m 6 s íàèáîëüøèõ (íàèìåíüøèõ) ýëåìåíòîâ ñåïàðàòîð ïåðâîãî ñëîÿ îïðå-
äåëÿåò â ¾íåïðàâèëüíóþ¿ ïîëîâèíó íå áîëåå ε0m øòóê. Â ñëåäóþùåé ïàðå ñå-
ïàðàòîðîâ íåçàâèñèìî îò ïîðÿäêà èõ ðàñïîëîæåíèÿ: ñåïàðàòîð ïðàâûõ (ëåâûõ)
2k−1s ýëåìåíòîâ îñòàâëÿåò çà ïðåäåëàìè êðàéíåãî èíòåðâàëà åùå ìàêñèìóì ε0m
ýëåìåíòîâ, à ñåïàðàòîð ñ äðóãîé ñòîðîíû íå óõóäøàåò õàðàêòåðèñòèêè îòñå÷åíèÿ
íàèáîëüøèõ (íàèìåíüøèõ) ýëåìåíòîâ9). Íà êàæäîì èç ïîñëåäóþùèõ ñëîåâ ñåïà-
ðàòîð ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîðîíû îøèáî÷íî âûáðàñûâàåò èç êðàéíåãî èíòåðâàëà
åùå íå áîëåå ε0m ýëåìåíòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, âñåãî íå áîëåå kε0m íàèáîëüøèõ (íàèìåíüøèõ) ýëåìåíòîâ ìî-
ãóò îêàçàòüñÿ âíå s êðàéíèõ ïðàâûõ (ëåâûõ) âûõîäîâ ñõåìû. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
âûáðàòü ε0 = ε/k. Òåïåðü îöåíêà ãëóáèíû ñõåìû ñëåäóåò èç ëåììû 5.5.

Òåîðåìà 5.6 ([116, 117]). Ñîðòèðîâêà n ýëåìåíòîâ âûïîëíÿåòñÿ ñõåìîé êîì-
ïàðàòîðîâ ãëóáèíû O(log n).

I Äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé áóäåì ïîëàãàòü n = 2k. Ïóñòü µ, ε > 0 � ïàðà-
ìåòðû, êîòîðûå áóäóò âûáðàíû ïîçæå. Ñõåìà ñîðòèðîâêè ñòðîèòñÿ èç ñëîåâ ïà-
ðàëëåëüíî ðàñïîëîæåííûõ (λ, ε)-ñåïàðàòîðîâ, ãäå λ îïðåäåëÿåòñÿ èíäèâèäóàëüíî
äëÿ êàæäîãî ñëîÿ, ïðè ýòîì λ > µ. Óäîáíî ïðåäñòàâèòü ñõåìó ôóíêöèîíèðóþùåé

8Åñëè 2k−1s = n, òî ýòè äâà ñåïàðàòîðà ìîæíî ðàñïîëîæèòü ïàðàëëåëüíî íà îäíîì ñëîå.
9Â ëþáîé ñõåìå êîìïàðàòîðîâ ìíîæåñòâî m íàèáîëüøèõ (íàèìåíüøèõ) ýëåìåíòîâ ïåðåìå-

ùàåòñÿ ñòðîãî âïðàâî (âëåâî).
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Ðèñ. 5.2: Êîíñòðóêöèÿ (λ, ε)-ñåïàðàòîðà

âî âðåìåíè: ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíîãî ñëîÿ âûïîëíÿþòñÿ çà îäíó åäèíèöó âðåìåíè.
Äåéñòâèå ñëîÿ ñåïàðàòîðîâ ìû ðàññìàòðèâàåì êàê ïåðåãðóïïèðîâêó ýëåìåíòîâ â
ñòðóêòóðå, àññîöèèðîâàííîé ñ ïîëíûì äâîè÷íûì äåðåâîì ãëóáèíû k. Ïðè êàæ-
äîé âåðøèíå äåðåâà èìååòñÿ êîíòåéíåð äëÿ õðàíåíèÿ ýëåìåíòîâ.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 âñå n ýëåìåíòîâ íàõîäÿòñÿ â êîíòåéíåðå
ïðè êîðíåâîé âåðøèíå. Äàëåå, â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ýëåìåíòû êàæäîãî íåïó-
ñòîãî êîíòåéíåðà ïîäâåðãàþòñÿ ïðèáëèæåííîé ñîðòèðîâêå ïðè ïîìîùè ñåïàðà-
òîðà: ýëåìåíòû èç êðàéíèõ èíòåðâàëîâ îòïðàâëÿþòñÿ íà óðîâåíü âûøå ê êîðíþ,
îñòàâøèåñÿ ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïîðîâíó ìåæäó êîíòåéíåðàìè äî÷åðíèõ âåðøèí, â
íàïðàâëåíèè ëèñòüåâ.

Îïðåäåëèì åìêîñòü êîíòåéíåðà íà ãëóáèíå d â ìîìåíò âðåìåíè t êàê Bd,t =
nadνt, ãäå ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû a > 1 è ν < 1 áóäóò îïðåäåëåíû ïîçæå. Åñ-
ëè â êîíòåéíåðå íàõîäèòñÿ b ýëåìåíòîâ, òî â ñëó÷àå µBd,t < b/2 ñîäåðæèìîå
êîíòåéíåðà, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, íå÷åòíîãî ýëåìåíòà, óïîðÿäî÷èâàåòñÿ
ïðè ïîìîùè êîìïîçèöèè (1/2, ε)- è (λ, ε)-ñåïàðàòîðîâ, λ = µBd,t/b, ïîñëå ÷åãî ïî
bµBd,tc ýëåìåíòîâ ñ êàæäîãî êðàÿ, à òàêæå íå÷åòíûé ýëåìåíò (ïðè íàëè÷èè), îò-
ïðàâëÿþòñÿ íà óðîâåíü âûøå. Îñòàëüíûå ýëåìåíòû îïóñêàþòñÿ íà óðîâåíü íèæå:
ëåâàÿ ïîëîâèíà � â êîíòåéíåð ëåâîé äî÷åðíåé âåðøèíû, ïðàâàÿ � â êîíòåéíåð
ïðàâîé. Èíà÷å, â ñëó÷àå µBd,t > b/2, ñåïàðàöèÿ íå ïðîèçâîäèòñÿ � âñå ýëåìåíòû
âîçâðàùàþòñÿ â ðîäèòåëüñêèé êîíòåéíåð. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò êîðíåâîé êîí-
òåéíåð � åãî ýëåìåíòû ïðîñåèâàþòñÿ ïðè ïîìîùè (1/2, ε)-ñåïàðàòîðà, äåëÿòñÿ
ïîðîâíó íà äâå ÷àñòè (÷èñëî ýëåìåíòîâ â êîíòåéíåðå îáÿçàòåëüíî ÷åòíî), êîòîðûå
îòïðàâëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèå êîíòåéíåðû äî÷åðíèõ âåðøèí. Ïðîöåññ ïðî-
äîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âñå ýëåìåíòû íå îêàæóòñÿ íà íèæíèõ O(1) óðîâíÿõ
äåðåâà; òî÷íîå óñëîâèå çàâåðøåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ êàê Bk,t < 1/µ. Ïîñëå ýòîãî
ïðèìåíÿþòñÿ ñõåìû ñîðòèðîâêè â êàæäîì ïîääåðåâå ãëóáèíû O(1). Ïîñòðîåííàÿ
ñõåìà ñîäåðæèò k log1/ν(2a)+O(1) � log n ñëîåâ ñåïàðàòîðîâ è ïîýòîìó èìååò çà-
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ÿâëåííóþ ãëóáèíó. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü åå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ.
Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè êîíòåéíåðû îäíîãî óðîâ-

íÿ çàïîëíåíû îäèíàêîâî. Â ÷àñòíîñòè, ïîýòîìó â êîðíåâîì êîíòåéíåðå âñåãäà
÷åòíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Êðîìå òîãî, â êîíòåéíåðàõ ëèñòüåâ íå ìîæåò îêàçàòü-
ñÿ áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà10). Ñëåäîâàòåëüíî, îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà íå âûâîäèò
ýëåìåíòû çà ïðåäåëû äåðåâà.

Òàêæå èç ïîñòðîåíèÿ ÿñíî, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âñå ýëåìåíòû ñîñðåäîòî÷åíû
ëèáî íà ÷åòíûõ, ëèáî íà íå÷åòíûõ óðîâíÿõ äåðåâà.

I . Èíäóêöèåé ïî t äîêàæåì, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû
a, ε, µ, ν ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ëþáîì êîíòåéíåðå íèêîãäà íå ïðåâîñõîäèò åãî åìêî-
ñòè. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ïðè t = 0.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êîíòåéíåð íà ãëóáèíå d, ïóñòîé â ìîìåíò âðåìåíè
t− 1. ×èñëî ýëåìåíòîâ â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè â íåì â ñëó÷àå Bd,t > aν íå
ïðåâîñõîäèò

2(2µBd+1,t−1 + 1) +Bd−1,t−1/2 = Bd,t(4µa+ 1/(2a))/ν + 2 < Bd,t(4µa+ 3/a)/ν,

÷òî ìåíüøå Bd,t ïðè óñëîâèè

ν > 4µa+ 3/a. (5.15)

Â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå Bd,t < aν â ìîìåíò âðåìåíè t − 1 âñå êîíòåéíåðû íà
âûøåñòîÿùèõ óðîâíÿõ d′ < d ïóñòû, ò.ê. Bd′,t−1 < 1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå ýëåìåíòû
íàõîäÿòñÿ íà óðîâíÿõ d+1 è íèæå. Ïðè ýòîì Bd+1,t−1 < a2, è ïðè äîïîëíèòåëüíîì
ïðåäïîëîæåíèè

a2 = 1/µ (5.16)

çàêëþ÷àåì, ÷òî d + 1 6= k (èíà÷å ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ñõåìû áûë áû óæå çàêîí-
÷åí). Çíà÷èò, â êàæäîì ïîääåðåâå ñ êîðíåì â âåðøèíå ãëóáèíû d + 1 â ìîìåíò
t− 1 íàõîäèòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ
íàõîäèòñÿ â êîðíå ïîääåðåâà (äî÷åðíåé âåðøèíå ïî îòíîøåíèþ ê ðàññìàòðèâàå-
ìîé). Òàêèì îáðàçîì, â êîíòåéíåð ãëóáèíû d â ìîìåíò âðåìåíè t îòïðàâëÿåòñÿ
íå áîëåå 4µBd+1,t−1 = 4µaBd,t/ν < Bd,t ýëåìåíòîâ ñîãëàñíî (5.15).

II . Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà îñíîâàíî íà îöåíêå ÷èñëà ïî-
ñòîðîííèõ ýëåìåíòîâ â êàæäîì êîíòåéíåðå. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ïðè ðàçìåùåíèè
â ëèñòüÿõ äåðåâà ýëåìåíòû äîëæíû áûòü óïîðÿäî÷åíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ
ñëåâà íàïðàâî. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ðîäíûìè âåðøèíàìè ìû ñ÷èòàåì ëèñò äå-
ðåâà, â êîòîðîì ýëåìåíò äîëæåí íàõîäèòüñÿ ïîñëå óïîðÿäî÷åíèÿ, à òàêæå âñå
âåðøèíû íà ïóòè îò êîðíÿ äåðåâà ê ýòîìó ëèñòó. Â õîäå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà
ýëåìåíò íåêîòîðîãî êîíòåéíåðà áóäåì íàçûâàòü r-÷óæàêîì, åñëè îí íàõîäèòñÿ
íà ðàññòîÿíèè > r ïî ðåáðàì äåðåâà îò áëèæàéøåé ðîäíîé âåðøèíû.

Èíäóêöèåé ïî t ïðîâåðèì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t ÷èñëî r-÷óæàêîâ (r > 1)
â êîíòåéíåðå ãëóáèíû d íå ïðåâîñõîäèò εr−1µBd,t ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïàðà-
ìåòðîâ. Áàçà èíäóêöèè òðèâèàëüíà, ò.ê. â ìîìåíò t = 0 âñå ýëåìåíòû íàõîäÿòñÿ
â êîðíåâîì, ðîäíîì äëÿ íèõ, êîíòåéíåðå. Äîêàæåì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä.

10Ýòè ýëåìåíòû äîëæíû îòïðàâèòüñÿ ââåðõ. Îäíàêî â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ
ñõåìû çàêîí÷èòñÿ åùå ðàíüøå.
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III . Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé r > 2 (òîãäà ìîæíî ïîëàãàòü
d > 2). Â ðàçðÿä r-÷óæàêîâ êîíòåéíåðà ãëóáèíû d ìîãóò ïîïàñòü (r+ 1)-÷óæàêè
èç êîíòåéíåðîâ äî÷åðíèõ âåðøèí è (r− 1)-÷óæàêè èç ðîäèòåëüñêîãî êîíòåéíåðà
â ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè. Ñ ó÷åòîì ôèëüòðàöèè èõ ÷èñëî îöåíèâàåòñÿ
ñâåðõó êàê

2εrµBd+1,t−1 + ε(εr−2µBd−1,t−1) = εr−1µBd,t(2εa+ 1/a)/ν,

ò.å. íå ïðåâîñõîäèò εr−1µBd,t ïðè óñëîâèè

ν > 2εa+ 1/a. (5.17)

IV . Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé r = 1. ×óæàêàìè â êîíòåéíåðå ãëóáèíû d ïðè
âåðøèíå v ìîãóò ñòàòü 2-÷óæàêè îò äî÷åðíèõ âåðøèí, à èç ðîäèòåëüñêîé âåðøè-
íû � êàê ÷óæàêè, òàê è ýëåìåíòû, ðîäíûå äëÿ äðóãîé åå äî÷åðíåé âåðøèíû v′,
â ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè. ×èñëî ÷óæàêîâ îò äî÷åðíèõ âåðøèí ëåãêî îöå-
íèòü êàê 2εµBd+1,t−1 = 2εµaBd,t/ν. Áîëåå âíèìàòåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ òðåáóåò
ðîäèòåëüñêèé êîíòåéíåð.

Ïóñòü ðîäèòåëüñêèé êîíòåéíåð â ìîìåíò t−1 ñîäåðæèò q ýëåìåíòîâ, èç íèõ q0

ðîäíûõ äëÿ v ýëåìåíòîâ, q1 � ðîäíûõ äëÿ v′, à òàêæå q2 ÷óæàêîâ. Åñëè q0 > q/2,
òî ÷èñëî ÷óæàêîâ äëÿ âåðøèíû v, îòïðàâëÿåìûõ â åå êîíòåéíåð, îöåíèâàåòñÿ
êàê ε(q1 + q2) 6 εq/2, ò.å. êàê ñóììà îøèáîê (λ, ε)-ñåïàðàòîðà, íå îòïðàâèâøåãî
÷óæàêîâ íàâåðõ, è (1/2, ε)-ñåïàðàòîðà, îòïðàâèâøåãî ðîäíûå äëÿ v′ ýëåìåíòû â
íåïðàâèëüíóþ ïîëîâèíó. Èíà÷å, åñëè q0 < q/2, òî ýòî ÷èñëî ïðèõîäèòñÿ îöåíè-
âàòü óæå êàê εq/2 + (q/2 − q0), ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå ó÷èòûâàåò ðîäíûå äëÿ v′

ýëåìåíòû, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ â ïîëîâèíå âåðøèíû v äàæå ïðè ïðàâèëüíîé
ñîðòèðîâêå. Îöåíèì âåëè÷èíó q/2− q0.

Ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíîå ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ ïî êîíòåé-
íåðàì â ìîìåíò âðåìåíè t− 1 ñ òåì æå ÷èñëîì ýëåìåíòîâ â êàæäîì êîíòåéíåðå,
÷òî è â ðåàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè. Ðàññîðòèðóåì è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëèì âñå
ýëåìåíòû ìåæäó âåðøèíàìè íà óðîâíå d (âåðøèí v è v′), à çàòåì ïðîèçâîëü-
íî ïåðåìåñòèì ýëåìåíòû ââåðõ è âíèç ïî äåðåâó äëÿ ïðàâèëüíîãî çàïîëíåíèÿ
âñåõ êîíòåéíåðîâ, íî òàê, ÷òîáû â ðîäèòåëüñêóþ ïî îòíîøåíèþ ê v è v′ âåðøèíó
ïîïàëî ñîîòâåòñòâåííî dq/2e è bq/2c ýëåìåíòîâ îò ýòèõ äî÷åðíèõ âåðøèí.

Â ïîñòðîåííîì ðàñïðåäåëåíèè ïîääåðåâî ñ êîðíåì â âåðøèíå v ñîäåðæèò òîëü-
êî ðîäíûå äëÿ íåå ýëåìåíòû, à â êîíòåéíåðå ðîäèòåëüñêîé ê v âåðøèíû íàõîäèòñÿ
> q/2 ðîäíûõ äëÿ v ýëåìåíòîâ. Îöåíèì ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðîäíûõ äëÿ v ýëå-
ìåíòîâ, êîòîðûå ìîæíî ïåðåìåñòèòü èç ýòîãî êîíòåéíåðà â êàêèå-ëèáî äðóãèå.
Òàê ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ q/2− q0.

Ïðèìåíèòåëüíî ê êîíòåéíåðàì òîãî æå óðîâíÿ d− 1: äëÿ îäíîãî êîíòåéíåðà
óêàçàííûå ýëåìåíòû áóäóò 1-÷óæàêàìè, äëÿ äâóõ � 2-÷óæàêàìè, äëÿ ÷åòûðåõ �
3-÷óæàêàìè è ò.ä. Îáùåå ÷èñëî äîñòóïíûõ äëÿ ðàçìåùåíèÿ ïîçèöèé íà ýòîì
óðîâíå îöåíèâàåòñÿ êàê

µ
(
1 + 2ε+ (2ε)2 + . . .

)
Bd−1,t−1 < µBd−1,t−1/(1− 2ε). (5.18)

Íà ïðîèçâîëüíîì âûøåñòîÿùåì óðîâíå d−h äëÿ îäíîãî êîíòåéíåðà ðàññìàò-
ðèâàåìûå ýëåìåíòû áóäóò ðîäíûìè, äëÿ äðóãîãî � 1-÷óæàêàìè, åùå äëÿ äâóõ �
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2-÷óæàêàìè, äëÿ ÷åòûðåõ � 3-÷óæàêàìè è ò.ä. Îáùåå ÷èñëî äîñòóïíûõ ïîçèöèé
íà ýòèõ óðîâíÿõ (ïðè íå÷åòíûõ h > 3) îöåíèâàåòñÿ êàê

(
1 + µ(1 + 2ε+ (2ε)2 + . . .)

) d/2∑
i=1

Bd−2i−1,t−1 <(
1 +

µ

1− 2ε

)∑
i>1

a−2iBd−1,t−1 =

(
1 +

µ

1− 2ε

)
Bd−1,t−1

a2 − 1
. (5.19)

Ïîñêîëüêó â ïîääåðåâå âåðøèíû v ñâîáîäíûõ äëÿ çàïîëíåíèÿ ïîçèöèé óæå
íåò, íà ïðîèçâîëüíîì íèæåñòîÿùåì óðîâíå d+h äîñòóïíî 2h êîíòåéíåðîâ11), äëÿ
êîòîðûõ óêàçàííûå ýëåìåíòû áóäóò (h + 1)-÷óæàêàìè, 2h+1 êîíòåéíåðîâ, äëÿ
êîòîðûõ ýòè ýëåìåíòû áóäóò (h + 2)-÷óæàêàìè, è ò.ä. Îáùåå ÷èñëî âîçìîæíûõ
ïîçèöèé íå ïðåâîñõîäèò

(k−d)/2∑
i=1

µ
(
(2ε)2i−1 + (2ε)2i + . . .

)
Bd+2i−1,t−1 <

µ
∑
i>1

(2ε)2i−1

1− 2ε
a2i−1Bd,t−1 =

2εaµBd,t−1

(1− 2ε)(1− (2aε)2)
. (5.20)

Ñóììèðóÿ (5.18), (5.19), (5.20), ïîëó÷àåì

q/2− q0 <

(
1

a2 − 1
+

µa2

(1− 2ε)(a2 − 1)
+

2εa2µ

(1− 2ε)(1− (2aε)2)

)
Bd−1,t−1.

Êàê ñëåäñòâèå, îáùåå ÷èñëî ÷óæàêîâ â êîíòåéíåðå âåðøèíû v â ìîìåíò t ñ ó÷åòîì
ïîñòóïàþùèõ èç äî÷åðíèõ âåðøèí îöåíèâàåòñÿ êàê(

2εaµ+
1

a3 − a
+

µa

(1− 2ε)(a2 − 1)
+

2εaµ

(1− 2ε)(1− (2aε)2)

)
Bd,t/ν,

÷òî íå ïðåâîñõîäèò µBd,t ïðè óñëîâèè

ν > 2εa+
1

µ(a3 − a)
+

a

(1− 2ε)(a2 − 1)
+

2εa

(1− 2ε)(1− (2aε)2)
. (5.21)

V . Òåïåðü ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ìîìåíò t îêîí÷àíèÿ ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ
ñõåìû íè â îäíîì êîíòåéíåðå íåò ÷óæàêîâ (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïàðàìåòðû
âûáðàíû âåðíî). Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîèçâîëüíîì êîíòåéíåðå ãëóáèíû d ñîãëàñíî
äîêàçàííîìó âûøå � íå áîëåå µBd,t 6 µBk,t < 1 ÷óæàêîâ.

Ïðè ýòîì â ñèëó (5.16) Bd,t = ad−kBk,t < ad−k/µ 6 1 ïðè d 6 k− 2, çíà÷èò, âñå
ýëåìåíòû íàõîäÿòñÿ â íèæíèõ äâóõ ñëîÿõ äåðåâà.

Îñòàëîñü óêàçàòü âûáîð ïàðàìåòðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèé âñåì íåîáõîäèìûì
óñëîâèÿì (5.15), (5.16), (5.17), (5.21). Íàïðèìåð, ïîäõîäèò ε = µ = 1/100, a = 10,
ν = 0.7. �

11Â ïîääåðåâå ñ êîðíåì v′.



68 Ãëàâà 5. Ìåòîä ïðèáëèæåíèé

Ñëåäñòâèå 5.1 ([116, 117]). CBM (SORTn) � log n, DBM (SORTn) � n log n.

• Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ êîíñòàíòà â îöåíêå ãëóáèíû òåîðåìû 5.6 áåçóìíî âåëèêà. Â ðÿäå ðà-

áîò ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûòêè óìåíüøèòü åå. Îïóáëèêîâàííûå ñ äîêàçàòåëüñòâàìè îöåíêè

(äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ ìîäèôèêàöèé àëãîðèòìà) èìåþò âåëè÷èíó ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ òûñÿ÷,

ñì., íàïðèìåð, [163, 194, 263]. Íåêîòîðûå ïðèêèäêè äîïóñêàþò ñóùåñòâîâàíèå ñõåì ñ ãëóáèíîé

â ðàéîíå 100 log2 n (óïîìèíàåòñÿ â [292]). Íà ïðàêòèêå ëó÷øèå ðåçóëüòàòû äàþò âàðèàíòû ñõåì

Áýò÷åðà [124] òåîðåòè÷åñêîé ãëóáèíû ïîðÿäêà log2 n.

Äðóãèå ïðèëîæåíèÿ

Áûñòðîå âû÷èñëåíèå ëîãàðèôìà è ýêñïîíåíòû. Â îòëè÷èå îò ïðîñòûõ àðèôìåòè÷åñêèõ
äåéñòâèé, áûñòðîå âû÷èñëåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ, ëîãàðèôìè÷åñêèõ è ïîêàçàòåëüíûõ ÷èñ-
ëîâûõ ôóíêöèé ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ òðåáóåò áîëåå èçîùðåííîé òåõíèêè.

Òåîðåòè÷åñêè áûñòðûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ëîãàðèôìà (ñ òî÷íîñòüþ äî n çíàêîâ) èìåþò
ñëîæíîñòü ïîðÿäêà M(n) log n; ïåðâûå èç íèõ ïðåäëîæåíû Þ. Ñàëàìèíîì è Ð. Áðåíòîì [151].
Îíè îïèðàþòñÿ íà ïðîöåäóðó íàõîæäåíèÿ àðèôìåòèêî-ãåîìåòðè÷åñêîãî ñðåäíåãî äâóõ ÷èñåë
ÀÃÑ(a, b). Ïî îïðåäåëåíèþ,

ÀÃÑ(a, b) = lim
k→∞

ak = lim
k→∞

bk, ãäå a0 = a, b0 = b, ak+1 = (ak + bk)/2, bk+1 =
√
akbk.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, {bn} ñõîäÿòñÿ ñ êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ ïðè 0 6 b 6 a 6 1: ïðè
ak � bk âûïîëíåíî

bk+1

ak+1
=

2
√
bk/ak

1 + bk/ak
≈ 2√

bk/ak
,

à ïðè ak � bk ñïðàâåäëèâî

0 6 ak+1 − bk+1 =
a2
k+1 − b2k+1

2ak+2
=

(ak − bk)2

8ak+2
6

(ak − bk)2

8ÀÃÑ(a, b)
.

Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå ÀÃÑ(a, b) ñ òî÷íîñòüþ 2−n òðåáóåò log2(a/b) + log2 n+O(1) èòåðàöèé ïðè
íåáîëüøèõ a, b.

Ôîðìóëà Ãàóññà ñâÿçûâàåò ÀÃÑ ñ âåëè÷èíîé ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà:

π

2ÀÃÑ(a, b)
= I(a, b) =

∫ π/2

0

dτ√
a2 cos τ + b2 sin τ

=

∫ +∞

0

dx

(x2 + a2)(x2 + b2)
. (5.22)

Ðîëü ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ ñâîäèòñÿ ëèøü ê îáîñíîâàíèþ ôîðìóëû

| ln(4/b)− I(1, b)| = O(b2) ïðè b→ 0+. (5.23)

Ôîðìóëà (5.23) ñëóæèò ðóêîâîäñòâîì ê ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ lnX. Ñäâè-
ãîì ïîçèöèè çàïÿòîé ìîæíî ñäåëàòü àðãóìåíò äîñòàòî÷íî áîëüøèì: 2kX ∈ [2n, 2n+1]. Òîãäà ñ
âûñîêîé òî÷íîñòüþ ln(2kX) ≈ I(1, b), ãäå b = 22−k/X. Îêîí÷àòåëüíî, lnX âû÷èñëÿåòñÿ êàê

lnX ≈ π

2ÀÃÑ(1, b)
− k ln 2,

ãäå ïðè ñõåìíîé ðåàëèçàöèè êîíñòàíòû π è ln 2 (òî÷íåå, èõ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ) ñ÷èòàþòñÿ
èçâåñòíûìè. Ñëîæíîñòü ìåòîäà îïðåäåëÿåòñÿ 2 log2 n+O(1) èòåðàöèÿìè âû÷èñëåíèÿ ÀÃÑ(1, b),
â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ (â òîì ÷èñëå, èçâëå÷åíèå êîðíÿ) ñ O(n)-
ðàçðÿäíûìè ÷èñëàìè. Ñëîæíîñòü îäíîé èòåðàöèè � O(M(n)).
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Ñóùåñòâóþò ìíîãî÷èñëåííûå âàðèàöèè îïèñàííîãî ìåòîäà, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ îïè-
ðàþòñÿ íà îòëè÷íûå îò (5.22), (5.23) òîæäåñòâà. Îïòèìèçèðîâàííûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
ëîãàðèôìà îïèñàí Ä. Áåðíøòåéíîì â [133].

Èìåÿ áûñòðûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ëîãàðèôìà, âû÷èñëåíèå ýêñïîíåíòû eY ìîæíî ðåàëèçî-
âàòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé Íüþòîíà, ðåøàÿ óðàâíåíèå f(x) = Y − lnx ïðè
ïîìîùè èòåðàöèé xk+1 = xk(Y + 1− lnxk). Ìåòîä òàêæå èìååò ñëîæíîñòü M(n) log n.

Íà óêàçàííîé áàçå ñòðîèòñÿ âû÷èñëåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è ìíîãèõ òðàíñöåíäåíòíûõ
ôóíêöèé, ïîäðîáíåå ñì., íàïðèìåð, â [154].



Ãëàâà 6

Àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä A

Ñóòü àëãåáðàè÷åñêîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ïåðåíîñå âû÷èñëåíèé èç èñõîäíîé
àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû â íåêîòîðóþ äðóãóþ ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, ñîõðàíÿþùåãî îïåðàöèè. Âûèãðûø ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âî âòîðîé
ñòðóêòóðå èíòåðåñóþùèå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ ïðîùå, à ñàì ïåðåõîä
íå î÷åíü ñëîæåí.

Óìíîæåíèå áóëåâûõ ìàòðèö A

Ðàññìîòðèì óìíîæåíèå áóëåâûõ ìàòðèö íàä áóëåâûì ïîëóêîëüöîì (B,∨,∧). Ïî-
ïóëÿðíûì ïðèëîæåíèåì ýòîé îïåðàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî çà-
ìûêàíèÿ ãðàôîâ � îïðåäåëåíèå ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Êàê èçâåñòíî, â áàçèñå îïå-
ðàöèé ïîëóêîëüöà òðèâèàëüíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè CBM (MMn) 6 2n3−n2

íåóëó÷øàåìà [262]. Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, åñëè äîïóñòèòü ðàñøèðåíèå âû÷èñëè-
òåëüíîãî áàçèñà äî ïîëíîãî. Ñðàçó ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ìåòîäà Øòðàññåíà [301]
áûñòðîãî óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ðÿä èññëåäîâàòåëåé (íàïðèìåð, [98, 180]) çàìåòèëè,
÷òî ïðè âûïîëíåíèè áóëåâà óìíîæåíèÿ âûãîäíî ïåðåéòè ê öåëî÷èñëåííîìó.

Ëåììà 6.1 ([180]). C(MM
(B,∨,∧)
n ) 4 log2 n · CAR(MMZn+1

n ).

� Ïîãðóçèâ áóëåâû êîýôôèöèåíòû ìàòðèö â êîëüöî Zn+1, âûïîëíèì óìíîæåíèå
íàä ýòèì êîëüöîì. Â êîíöå â�ûïîëíèì îáðàòíûé ïåðåõîä, ïðîâåðÿÿ êîýôôèöèåí-
òû ïðîèçâåäåíèÿ íà ðàâåíñòâî íóëþ. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ñëîæíîñòü àðèôìå-
òè÷åñêèõ îïåðàöèé â êîëüöå Zn+1, âî âñÿêîì ñëó÷àå, íå áîëåå ÷åì êâàäðàòè÷íà
ïî ÷èñëó ðàçðÿäîâ.

Ñëåäñòâèå 6.1. C(MM
(B,∨,∧)
n ) 4 nω+o(1), ãäå ω < 2.38 � ýêñïîíåíòà ñëîæíîñòè

ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ.

• Íåáîëüøîå ïðåèìóùåñòâî ñ òî÷êè çðåíèÿ ñëîæíîñòè äàåò èñïîëüçîâàíèå âìåñòî Zn+1 ïðÿ-
ìîãî ïðîèçâåäåíèÿ Zp1 × . . .× Zps êîëåö âû÷åòîâ ïî íåñêîëüêèì âçàèìíî ïðîñòûì ìîäóëÿì.

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à áûñòðîãî óìíîæåíèÿ ìàòðèö íàä ìîíîòîííûìè ïîëóêîëüöàìè íå

ðåøåíà. Íàïðèìåð, îòêðûòûì îñòàåòñÿ âîïðîñ î âîçìîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö íàä òðîïè-

÷åñêèìè ïîëóêîëüöàìè (R,min,+), (R,max,+) ñ ñóáêóáè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ n3−Ω(1) â íåìîíî-

òîííîì áàçèñå.
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Ñëîæíîñòü ôîðìóë äëÿ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 7 A /2

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ êîðîòêèõ ôîðìóë â áàçèñå B2 äëÿ îïåðàòîðà
MOD7

n(x) ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 7. Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (4.1) ïðèâîäèò ê îöåíêå
ΦB2(MODm

n ) 4 ΦB0(MODm
n ) 4 n1+log2m. Î÷åâèäíî, ÷òî äàííûé ñïîñîá íå ðàñêðû-

âàåò âñåõ âîçìîæíîñòåé áàçèñà B2.
Äëÿ ïîëíîãî áèíàðíîãî áàçèñà Ó. ÌàêÊîëë â [251] ïðåäëîæèë ÷óòü áîëåå

ýêîíîìíóþ ôîðìóëó

MODm,r
n1+n2

(X) =
m−1∧
k=1

(
MODm,k

n1
(X1) ∼ MODm,r−k

n2
(X2)

)
, (6.1)

ãäå ¾∼¿ îçíà÷àåò áóëåâó îïåðàöèþ ýêâèâàëåíòíîñòè è X = (X1, X2), |X i| = ni.
Âû÷èñëåíèå ïî ýòîé ôîðìóëå ïðèâîäèò ê âåðõíåé îöåíêå

ΦB2(MODm
n ) 4 n1+log2(m−1), (6.2)

êîòîðàÿ ïðè m = 3 ïîêà îñòàåòñÿ ðåêîðäíîé1). Ïðè m = 7 ôîðìóëà (6.1) âåäåò
ëèøü ê îöåíêå ΦB2(MOD7

n) ≺ n3.59.
Ä. âàí Ëåéåíõîðñò [242] ïðåäëîæèë â ñëó÷àå m = 7 ïåðåéòè ê âû÷èñëåíèÿì â

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ F8 ñ ïðåäñòàâëåíèåì åå ýëåìåíòîâ äâîè÷íûìè
ìàòðèöàìè ðàçìåðà 3× 3. Ýòà ãðóïïà èçîìîðôíà ãðóïïå (Z7,+). Ãðóïïîâàÿ îïå-
ðàöèÿ â âûáðàííîì ïðåäñòàâëåíèè ãðóïïû F∗8 ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì óìíîæåíèåì
ìàòðèö íàä F2.

Òåîðåìà 6.1 ([242]). ΦB2(MOD7
n) ≺ n2.59.

I Ïóñòü (7, 4)-îïåðàòîð π : (Z7,+)→ F∗8 âûïîëíÿåò ïåðåõîä ìåæäó äâóìÿ ïðåä-
ñòàâëåíèÿìè ïî ïðàâèëó r → gr, ãäå g � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ãðóïïû F∗8. Ïî-
ëîæèì Hn(X) = g

∑n
i=1 xi . Îïåðàòîð Hn(X) âû÷èñëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ïî ïðàâèëó

óìíîæåíèÿ ìàòðèö

Hn1+n2 [i, j](X) =
2⊕

k=0

Hn1 [i, k](X1) ·Hn2 [k, j](X
2), (6.3)

îòêóäà ïîëó÷àåì ΦB2(Hn) 4 nlog2 6. Íî ïðè ýòîì ââèäó

MOD7
n(x) = π−1(Hn(π(x1), . . . , π(xn)))

è ΦB2(π, π
−1) = O(1) òàêæå âûïîëíåíî ΦB2(MOD7

n) 4 ΦB2(Hn), ñëåäîâàòåëüíî,
ΦB2(MOD7

n) ≺ n2.59. �

• Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ïî îòíîøåíèþ ê âû÷èñëåíèþ ñóìì ïî ìîäóëÿì 3 è 5 ñîñòîèò â ïåðåõî-

äå ê âû÷èñëåíèÿì â ïîëÿõ F4 è F16 ñîîòâåòñòâåííî è íå ïðèâîäèò ê óëó÷øåíèþ îöåíêè (6.2).

Âû÷èñëåíèå ïî ïðàâèëàì (6.3) âåäåò ê îöåíêå ãëóáèíû DB2
(MOD7

n) . 3 log2 n, êîòîðàÿ íåçíà-

÷èòåëüíî óëó÷øåíà àâòîðîì â [85] äî DB2
(MOD7

n) . 2.93 log2 n ïðè ïîìîùè èñïîëüçîâàíèÿ

ðàçáèåíèé ïåðåìåííûõ íà òðè ãðóïïû è ñïåöèàëüíîé êîäèðîâêè.

1Ïðèm > 5 ýòà îöåíêà óñòóïàåò îáùåé îöåíêå ñëîæíîñòè äëÿ êëàññà ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ΦB2(Sn) ≺ n2.84 [84].



72 Ãëàâà 6. Àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä

Óìíîæåíèå ÷èñåë ïðè ïîìîùè ÄÏÔ A ε

Â 1963 ã. À. Ë. Òîîì [94] íå òîëüêî îáîáùèë ìåòîä Êàðàöóáû, íî è ïðåäëîæèë
êîíöåïöèþ, êîòîðîé ñ òåõ ïîð ñëåäóþò âñå áûñòðûå àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ. Ïðè
ïîìîùè ðàçáèåíèÿ ÷èñåë íà áëîêè ÷èñëîâîå óìíîæåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â óìíîæå-
íèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîäõîäÿùèì îáðàçîì âûáðàííûì êîëüöîì R. Óìíîæåíèå â
êîëüöå R[x] ïðè ïîìîùè èíòåðïîëÿöèè ñâîäèòñÿ ê ïîêîìïîíåíòíîìó óìíîæåíèþ
â êîëüöå RN , ãäå N � ÷èñëî òî÷åê èíòåðïîëÿöèè.

Ñîãëàñíî [47], ïåðâûé áûñòðûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ÷èñåë, îñíîâàííûé íà
ÄÏÔ, áûë ïîñòðîåí Í. Ñ. Áàõâàëîâûì � åãî ìåòîä èìåë ñëîæíîñòü O(n log3 n).
Çàòåì, â 1971 ã. À. Ø�åíõàãå è Ô.Øòðàññåí [291] îïóáëèêîâàëè ñðàçó äâà áûñòðûõ
ìåòîäà óìíîæåíèÿ. Ïåðâûé èç íèõ ýêñïëóàòèðóåò åñòåñòâåííóþ èäåþ ïåðåõîäà
ê âû÷èñëåíèÿì íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C, êîòîðîå äîïóñêàåò ÄÏÔ ïðî-
èçâîëüíîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 6.2 ([291]). C(Mn) 4 n log n log log n · . . . ·(log(d) n)2 ïðè ëþáîì d = O(1).

I Ïóñòü 2n = 2kq. Ðàçîáüåì ïåðåìíîæàåìûå n-ðàçðÿäíûå ÷èñëà A è B íà áëîêè
äëèíû q è ïðè ïîìîùè çàìåíû 2q → x ïåðåéäåì ê ìíîãî÷ëåíàì:

A→ A(x) =
2k−1−1∑
i=0

aix
i, B → B(x) =

2k−1−1∑
i=0

bix
i.

Èñêîìîå ïðîèçâåäåíèå AB âîññòàíàâëèâàåòñÿ èç ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ
C(x) = A(x)B(x) îáðàòíîé ïîäñòàíîâêîé x = 2q ñî ñëîæíîñòüþ ïîðÿäêà
2k(2q+ k), ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû C(x) ÿâëÿþòñÿ (2q+ k)-ðàçðÿäíûìè ÷èñëà-
ìè.

Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ èíòåðïðåòèðóåì êàê óìíîæåíèå â êîëüöå C[x], ãäå
îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ ñ òàêîé òî÷íîñòüþ, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà-
ïðîèçâåäåíèÿ, êîòîðûå íà ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè, áûëè íàéäåíû
ñ îøèáêîé < 1/2; òîãäà èõ ìîæíî âîññòàíîâèòü ïóòåì îêðóãëåíèÿ.

Ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ÄÏÔ êàê2)

C(x) = ÄÏÔ−1
2k,ζ

(
ÄÏÔ2k,ζ(A(x))�ÄÏÔ2k,ζ(B(x))

)
, ÄÏÔ−1

2k,ζ
= 2−k ·ÄÏÔ2k,ζ−1 ,

(6.4)
à ñàìè ÄÏÔ âûïîëíÿþòñÿ ìåòîäîì òåîðåìû 2.4. Íàïîìíèì, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ
ñõåìà ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k ñîñòîèò èç k ñëîåâ, íà êîòîðûõ ïàðàëëåëüíî âûïîëíÿþò-
ñÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2 (ýòî ïðîñòî ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå ïàðû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë),
ìåæäó êîòîðûìè ðàñïîëàãàþòñÿ ñëîè ïàðàëëåëüíûõ óìíîæåíèé íà êîðíè èç åäè-
íèöû ζj, ñì. ëåììó 2.1. Íà ðèñ. 6.1 èçîáðàæåíà ñõåìà ÄÏÔ ïîðÿäêà 8.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ êàê ñêàëÿðíûõ, òàê è íåñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé èñïîëüçóåì
ðåêóðñèâíûé âûçîâ äàííîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ñ ïîñëåäóþùèì îêðóãëåíèåì
äî s ðàçðÿäîâ ïîñëå çàïÿòîé. Ïðè ýòîì êîìïëåêñíîå óìíîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ ñõå-
ìîé èç äâóõ ñëîåâ: íà ïåðâîì � ÷åòûðå âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèÿ, íà âòîðîì �
âåùåñòâåííûå ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå.

2Çäåñü äëÿ àðãóìåíòîâ ÄÏÔ èñïîëüçóåòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ íîòàöèÿ. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî
ñèìâîë � îáîçíà÷àåò ïîêîìïîíåíòíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.
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Ðèñ. 6.1: Ñõåìà ÄÏÔ ïîðÿäêà 8 ñ ïðèìèòèâíûì êîðíåì ζ

Çàìåòèì, ÷òî åñëè (êîìïëåêñíûå) êîýôôèöèåíòû âåêòîðà-àðãóìåíòà ÄÏÔ
ïîðÿäêà 2k îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ âåëè÷èíîé m, òî êîýôôèöèåíòû ïðîìåæó-
òî÷íûõ âåêòîðîâ â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ çàâåäîìî îãðàíè÷åíû âåëè÷èíîé
2km. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâåäåíèÿ C(x) ïî ôîðìóëå (6.4) íå
âñòðåòèòñÿ ÷èñåë, ïî ìîäóëþ ïðåâîñõîäÿùèõ M = 23k+2q (ïîñêîëüêó m < 2q).
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàïèñè âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â ïðîöåñ-
ñå âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü 3k + 2q + 1 ðàçðÿäîâ ïåðåä çàïÿòîé3).
×èñëî s ðàçðÿäîâ ïîñëå çàïÿòîé îïðåäåëèì, èñõîäÿ èç îöåíêè âåëè÷èíû îøèáêè.

Ïóñòü εx îçíà÷àåò îøèáêó âû÷èñëåíèÿ (âåùåñòâåííîé) âåëè÷èíû x. Îöåíèì
ãðóáî ýâîëþöèþ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû îøèáêè ε îò ñëîÿ ê ñëîþ. Ââèäó (a+εa)±
(b + εb) = (a ± b) + (εa ± εb), íà ñëîÿõ àääèòèâíûõ îïåðàöèé îöåíêà âåëè÷èíû
îøèáêè óäâàèâàåòñÿ, ε→ 2ε. Â ñëó÷àå óìíîæåíèÿ èìååì

εab = (a+ εa)(b+ εb)− ab+ εo = bεa + aεb + εaεb + εo,

ãäå εo � îøèáêà, âîçíèêàþùàÿ ïðè îêðóãëåíèè, |εo| 6 2−s. Ïîýòîìó â ñëó÷àå
íåñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ ïðèìåì ε→ 3Mε+2−s, à â ñëó÷àå óìíîæåíèÿ íà êîðíè
èç åäèíèöû4) (|b| < 1 è εb 6 2−s) ïîëîæèì ε→ ε+ 2M2−s.

Ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k îöåíêà îøèáêè èçìåíÿåòñÿ c ε íà

4(2M2−s + 4(2M2−s + . . .+ 4(2M2−s + 2ε) . . .)) < M22k−s + 22kε.

Îêîí÷àòåëüíî, îøèáêó âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëå (6.4) îöåíèâàåì êàê

0
ÄÏÔ−→ M22k−s �−→ 3M222k−s+2−s < M222k+2−s ÄÏÔ−→ M224k+2−s+M22k−s < M224k+3−s.

3Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ìû íå äîïóñêàåì ïîãðåøíîñòè áîëåå 1/2.
4Ýòî âû÷èñëåííûå çàðàíåå êîíñòàíòû.
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Ïðè âûáîðå s = 10k + 4q + 4 îøèáêà ñòðîãî ìåíüøå 1/2, ÷òî è òðåáóåòñÿ.
Ïðè q � log n è l = s+ 3k + 2q + 1 ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

C(Mn) 6 O(2kk)(C(Ml) + l),

êîòîðîå, åñëè ÷åðåç d øàãîâ âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì óìíîæåíèÿ,
ïðèâîäèò ê îöåíêå â óòâåðæäåíèè òåîðåìû. �

• Òàêàÿ æå îöåíêà ñëîæíîñòè (è, âåðîÿòíî, òåì æå ñàìûì ìåòîäîì) áûëà ðàíåå ïîëó÷åíà
À. À. Êàðàöóáîé [17], íî íå îïóáëèêîâàíà.

Ïîñëåäóþùèå áîëåå áûñòðûå ìåòîäû óìíîæåíèÿ îòëè÷àþòñÿ ïðåæäå âñåãî âûáîðîì êîëü-
öà äëÿ âûïîëíåíèÿ ÄÏÔ. Âòîðîé ìåòîä Ø�åíõàãå�Øòðàññåíà [291] ïîçâîëèë äîñòè÷ü îöåíêè
C(Mn) 4 n log n log log n, êîòîðàÿ îñòàâàëàñü ðåêîðäíîé íà ïðîòÿæåíèè 35 ëåò. Â íåì èñïîëü-
çóåòñÿ ñâåäåíèå ê óìíîæåíèþ â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ ZΦm

[x]/(x2m+1−1), ãäå Φm = 22m

+ 1. ÄÏÔ
âûïîëíÿåòñÿ íà êîëüöîì ZΦm , êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ ïðîñòîòîé óìíîæåíèé íà êîðíè èç åäèíè-
öû � èìè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî ñòåïåíè äâîéêè.

Ìåòîä Ì. Ôþðåðà [184] ñîâìåùàåò äîñòîèíñòâà îáîèõ óïîìÿíóòûõ ìåòîäîâ: ëîãàðèôìè-
÷åñêóþ ñêîðîñòü ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè è ïðîñòîòó óìíîæåíèé íà êîðíè èç åäèíèöû. Îí
ïåðåíîñèò óìíîæåíèå â êîëüöî Cp[y]/(y2ps − 1), ãäå Cp = C[x]/(x2p

+ 1). Äëÿ óìíîæåíèÿ èñ-
ïîëüçóåòñÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2s(p+1). Åñëè (ìåòîäîì ëåììû 2.1) ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå êîìïîçèöèè
ÄÏÔ ïîðÿäêà 2p+1, òî á�îëüøàÿ ÷àñòü ñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íà ñòåïåíè
ïåðåìåííîé x, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì5) ñòåïåíè 2p+1 â Cp. Ìåòîä ïðèâîäèò ê
îöåíêå C(Mn) 4 n log n · 2O(log∗ n).

Â ìåòîäå Ä. Õàðâè è Æ. âàí äåð Õóâåíà [199] öåëî÷èñëåííîå óìíîæåíèå ñâîäèòñÿ ê óìíî-
æåíèþ â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ Cp[x1, . . . , xd]/(x

n1
1 − 1, . . . , xnd

d − 1). Äëÿ
óìíîæåíèÿ â ýòîì êîëüöå èñïîëüçóåòñÿ ìíîãîìåðíîå ÄÏÔ, êîòîðîå, âïðî÷åì, ëåãêî ñâîäèòñÿ ê
îáû÷íûì ÄÏÔ. Ïåðåõîä â ìíîãîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàäèêàëüíî ðåøàåò ïðîáëåìó ïðîñòîòû
ïðèìèòèâíûõ êîðíåé èç åäèíèöû (äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ìîíîìàìè ïåðåìåííûõ xi), íî ïðè-
âíîñèò ðÿä òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé, ïðåîäîëåíèå êîòîðûõ ïîçâîëèëî àâòîðàì [199] ïîëó÷èòü
ðåêîðäíûé ðåçóëüòàò C(Mn) 4 n log n.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðèÿ ïîñòðîåíà äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïðîèçâîëüíûì êîëüöîì R.
Ïðåäëîæåííûé â [200] ìåòîä èìååò îöåíêó ñëîæíîñòè O(n log n) â ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòè íåäî-
êàçàííîé ãèïîòåçû. Áåçóñëîâíî äîêàçàííàÿ îöåíêà CAR(MR

n ) 4 n log n·2O(log∗ n) ïîëó÷åíà ðàíåå
òåìè æå àâòîðàìè âìåñòå ñ Ã. Ëåñåðîì â [201].

Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî îçíàêîìëåíèÿ ñ òåîðèåé ìåòîäîâ áûñòðîãî óìíîæåíèÿ ðåêîìåíäó-

þòñÿ îáçîðíûå ðàáîòû Ä. Áåðíøòåéíà [132, 135] è ñîâðåìåííûé îáçîð Ñ. Á. Ãàøêîâà è àâòîðà

â [12].

Ïàðàëëåëüíûå ñõåìû äåëåíèÿ ÷èñåë A ε

Êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü, èçëîæåííûé âûøå (íà ñòð. 53) ìåòîä Êóêà äåëåíèÿ
÷èñåë [166] ïðèâîäèò ê ñõåìàì ãëóáèíû ïîðÿäêà log2 n. Âàæíîé âåõîé íà ïóòè
ðàçâèòèÿ áûñòðûõ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ñòàëà ðàáîòà Ï. Áèìà, Ñ. Êóêà,
Ã. Ãóâåðà [128], â êîòîðîé àâòîðû ïîñòðîèëè ñõåìû ëîãàðèôìè÷åñêîé ãëóáèíû
äëÿ äåëåíèÿ, à òàêæå äëÿ áëèçêèõ çàäà÷. Íåñêîëüêî áîëåå ïðîñòîé è ýôôåê-
òèâíûé ìåòîä ïðåäëîæèëè É. Õîñòàä è Ò. Ëåéòîí [204]. Ýòè ìåòîäû îñíîâàíû
íà ïåðåõîäå ê ìîäóëÿðíîé àðèôìåòèêå � ïîïóëÿðíåéøåì àëãåáðàè÷åñêîì ïðè-
åìå. Êàê îáúÿñíÿëîñü ðàíåå, äîñòàòî÷íî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âîçìîæíîñòü ïà-
ðàëëåëüíîãî âûïîëíåíèÿ èíâåðòèðîâàíèÿ.

5Çäåñü ìû äîïóñêàåì îáû÷íóþ âîëüíîñòü ðå÷è, íàçûâàÿ ýëåìåíòàìè ôàêòîð-êîëüöà Cp íå
êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ x2p

+ 1, à ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ.
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Òåîðåìà 6.3 ([128]). D(In) � log n.

I Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî âõîäîì ñõåìû ÿâëÿåòñÿ n-
ðàçðÿäíîå ÷èñëî a ∈ [1/2, 1]. Ïóñòü òàêæå log2 n ∈ N è n > 16. Ïîëîæèì z = 1−a.
Òîãäà

a−1 =
∞∑
k=0

zk ≈
2n−1∑
k=0

zk =

log2 n∏
i=0

(1 + z2i), (6.5)

ãäå ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò 21−2n ââèäó z 6 1/2. Åñëè êàæ-
äûé èç ìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè (6.5) âû÷èñëåí ñ àáñîëþòíîé îøèáêîé 6 ε,
òî ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ (6.5) ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðå-
âîñõîäèò

log2 n · ε ·
2n−1∑
k=0

zk 6 2n log2 n · ε 6 21−nε. (6.6)

I. Ïàðàëëåëüíî âû÷èñëèì âñå ñòåïåíè z2i ñ òî÷íîñòüþ 2−2n êàæäóþ, i 6 log2 n.
Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ìîäóëÿðíîé àðèôìåòèêîé (ýòî öåíòðàëüíàÿ ÷àñòü

ìåòîäà). Âûáåðåì âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà p1, . . . , ps ñ óñëîâèåì P = p1·. . .·ps > 2n
2

òàê, ÷òî pi 6 2n2 è s 6 2n2. Ýòî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ
÷èñåë (ñì., íàïðèìåð, [280]).

Ïî óñëîâèþ, 2nz � n-ðàçðÿäíîå öåëîå ÷èñëî. Âûïîëíèì âîçâåäåíèå åãî â ñòå-
ïåíü 2i â êîëüöå Zp1 × . . .× Zps è çàòåì âîññòàíîâèì ðåçóëüòàò (2nz)2i < 2n

2
ïðè

ïîìîùè Êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ.
Ïðîöåäóðà âûïîëíÿåòñÿ â òðè ýòàïà. Ñíà÷àëà âû÷èñëÿþòñÿ îñòàòêè aj =

2nz mod pj, çàòåì � ñòåïåíè a2i

j mod pj, è íàêîíåö � èñêîìîå ÷èñëî (2nz)2i mod P .
Ãëóáèíà âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî è òðåòüåãî ýòàïîâ îöåíèâàåòñÿ â ñëåäóþùèõ äâóõ
ëåììàõ. Íàïîìíèì, ÷òî D(Mn) � log n è D(Σm,n) � log(mn) (ñì., íàïðèìåð,
ñëåäñòâèÿ 4.1 è 4.2), à D(Pn) � n (ñì. äàëåå (11.5) è ñëåäñòâèå 12.1).

Ëåììà 6.2. Îñòàòîê îò äåëåíèÿ n-ðàçðÿäíîãî ÷èñëà A íà m-ðàçðÿäíóþ êîí-
ñòàíòó p ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ãëóáèíîé O(m+ log n).

� Ðàçîáüåì äåëèìîå íà áëîêè äëèíû m: A =
∑n/m

k=0 ak2
km. Âû÷èñëèì A mod p

ïî ôîðìóëå

A mod p =

n/m∑
k=0

ak(2
km mod p) mod p.

Ïîñêîëüêó ìíîæèòåëè 2km mod P ìîæíî ñ÷èòàòü ïðåäâû÷èñëåííûìè êîíñòàí-
òàìè, ãëóáèíà îöåíèâàåòñÿ êàê D(Mm) + D(Σ2m,n/m) + D(P2m+log2 n) 4 m + log n,
ïîñêîëüêó ñóììà ïðîèçâåäåíèé èìååò âåëè÷èíó 6 (n/m)22m (îïåðàöèþ âíåøíå-
ãî ïðèâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ ìû çäåñü ðàññìàòðèâàåì êàê áóëåâ îïåðàòîð îáùåãî
âèäà).

Ëåììà 6.3. Âîññòàíîâëåíèå ÷èñëà A ∈ [0, P ) ïî îñòàòêàì îò äåëåíèÿ íà m-
ðàçðÿäíûå âçàèìíî ïðîñòûå êîíñòàíòû p1, . . . , ps, ãäå P = p1 · . . . · ps, ìîæíî
âûïîëíèòü ñ ãëóáèíîé O(log(ms)).
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� Ïóñòü ai = A mod pi. Òîãäà A =
∑s

i=1 uiai mod P , ãäå ui < P/pi � ïîäõîäÿ-
ùèå êîíñòàíòû. Ñóììà ïðîèçâåäåíèé âû÷èñëÿåòñÿ ñ ãëóáèíîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé
D(Mms) + D(Σms, s) 4 log(ms). Çàêëþ÷èòåëüíîå ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ P ìîæ-
íî âûïîëíèòü ïî ôîðìóëå X mod P = X − bX · (1/P )c · P ñ ãëóáèíîé ïîðÿä-
êà D(Mms) � log(ms) (êîíñòàíòà 1/P âû÷èñëåíà çàðàíåå ñ íåîáõîäèìîé òî÷íî-
ñòüþ).

Êàê ñëåäñòâèå, äëÿ ãëóáèíû ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ âñåõ ñòåïåíåé z2i

èìååì îöåíêó O(log n), ò. ê. îïåðàöèþ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü â Zpi íà âòîðîì ýòàïå
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áóëåâ îïåðàòîð îáùåãî âèäà.

II. Âû÷èñëèì ôèíàëüíîå ïðîèçâåäåíèå â (6.5), îïÿòü-òàêè ïðè ïîìîùè ìîäó-
ëÿðíîé àðèôìåòèêè.

Äëÿ êàæäîãî èç íàéäåííûõ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé z̃i ≈ z2i íàéäåì îñòàò-
êè îò äåëåíèÿ öåëîãî ÷èñëà bi = b22n(1 + z̃i)c íà pj (ëåììà 6.2). Ïðîèçâåäåíèÿ∏log2 n

i=0 bi â Zpj (ò.å. O(log n) øòóê O(log n)-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë) âû÷èñëÿþòñÿ â áè-
íàðíîì äåðåâå èç îáû÷íûõ ÷èñëîâûõ óìíîæåíèé, â êîíöå ðåçóëüòàò ïðèâîäèòñÿ
ïî ìîäóëþ pj. Îêîí÷àòåëüíî èñêîìîå ïðîèçâåäåíèå

∏
i 2

2n(1 + z̃i) âîññòàíàâëè-
âàåòñÿ ïðè ïîìîùè ëåììû 6.3 (òî÷íî, ïîñêîëüêó 2(2n+1)(log2 n+1) 6 2n

2
< P ïðè

n > 16). Âîññòàíàâëèâàÿ ïðàâèëüíóþ ïîçèöèþ çàïÿòîé, ïîëó÷àåì ïðèáëèæåíèå
ê a−1 ñ îøèáêîé 6 2−n â ñèëó (6.6), ïîñêîëüêó ìíîæèòåëè â ïðîèçâåäåíèè çàäàíû
ñ òî÷íîcòüþ ε < 21−2n (ñêëàäûâàåòñÿ èç îøèáêè â z̃i è îêðóãëåíèÿ ïðè ïåðåõîäå
ê bi). Ãëóáèíà ýòàïà èìååò âåëè÷èíó ïîðÿäêà log n. �

• Îòìåòèì, ÷òî è îöåíêè, è èñïîëüçóåìûå â ëåììàõ 6.2, 6.3 êîíñòðóêöèè äàëåêî íå îïòèìàëü-

íû. Ñëîæíîñòü ñâîèõ ñõåì äåëåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ãëóáèíû Áèì, Êóê è Ãóâåð [128] îöåíèëè

â n4+o(1). Õîñòàä è Ëåéòîí [204] ïîñòðîèëè ñåìåéñòâî ñõåì ñëîæíîñòè n1+ε è ãëóáèíû ε−2 log n.

Â ðàçâèòèå ýòîãî ðåçóëüòàòà Äæ. Ðåéô è Ñ. Òåéò [278] ïîêàçàëè, ÷òî äåëåíèå âîçìîæíî ñ ãëóáè-

íîé ïîðÿäêà log n log log n è îïòèìàëüíîé ñëîæíîñòüþ ïîðÿäêà Mlog(n) = O(n log n) (ñ ó÷åòîì

ðåçóëüòàòà [199]), ãäå ôóíêöèîíàë Mlog(n) îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê M(n), íî ñ èñïîëüçîâàíèåì

àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ãëóáèíû.

Ìîäóëÿðíàÿ êîìïîçèöèÿ ìíîãî÷ëåíîâ A /2

Îïåðàòîð MCR
n ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèè äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ f, g ∈ R[x] ñòåïåíè

< n ïî ìîäóëþ òðåòüåãî ìíîãî÷ëåíà h ñòåïåíè n îïðåäåëÿåòñÿ êàêMCR
n (f, g, h) =

f(g) mod h. Îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè èãðàåò âàæíóþ ðîëü â àðèôìåòèêå êîíå÷íûõ
ïîëåé, â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷å ôàêòîðèçàöèè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè
(ñì., íàïðèìåð, [220]).

Ïåðâûé àëãîðèòì ñóáêâàäðàòè÷íîé ñëîæíîñòè äëÿ ìîäóëÿðíîé êîìïîçè-
öèè ïîñòðîèëè Ð. Áðåíò è Ø. Êóíã [153]6). Â íåì ïðèìåíÿåòñÿ ñâåäåíèå ê
óìíîæåíèþ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö. Ïóñòü rs > n. Çàïèøåì f(x) = f1(x) +
xrf2(x) + . . . + x(s−1)rfs(x), ãäå deg fi < r. Ïðè ïîìîùè r + s − 2 ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ óìíîæåíèé è äåëåíèé ñ îñòàòêîì âû÷èñëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû gi = gi mod h,

6Áîëåå òî÷íî, â ðàáîòå [153] ðàññìàòðèâàëñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è ñ h(x) = xn, íî ðåçóëü-
òàò ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ íà îáùèé ñëó÷àé.
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i = 1, 2, . . . , r, 2r, . . . , (s − 1)r. Äàëåå êîìïîçèöèè ϕj = fj(g) mod h, j = 1, . . . , s,
âû÷èñëÿþòñÿ ïóòåì ïîäñòàíîâêè ìíîãî÷ëåíîâ gi âìåñòî ñòåïåíåé xi. Ñïðàâåäëè-
âî 

ϕ1

ϕ2

· · ·
ϕs


s×n

=


f1

f2

· · ·
fs


s×r

·


g0

g1

· · ·
gr−1


r×n

,

ãäå â ñòðîêàõ ìàòðèö âûïèñàíû êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ.
Îêîí÷àòåëüíî f(g) ≡ ϕ1 + grϕ2 + . . . + g(s−1)rϕs mod h. Ïðè âûáîðå r ∼ s ∼

√
n

ìåòîä èìååò ñëîæíîñòü C(MCn) ≺ C(MMr,s,n) + (r + s) · (C(Mn) + C(QRn,n)) ≺
n1.63, åñëè ïîäñòàâèòü ðåêîðäíóþ îöåíêó ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ
ìàòðèö èç ðàáîòû [310].

Êðèñòîôåð Óìàíñ
Êàëèôîðíèéñêèé

òåõíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò,
ñ 2002

Ïðèíöèïèàëüíîå ïðîäâèæåíèå â çàäà÷å ìîäóëÿðíîé
êîìïîçèöèè ïîçâîëèë ïîëó÷èòü àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä,
ïðåäëîæåííûé ñïóñòÿ 30 ëåò Ê. Óìàíñîì [307]. Àëãîðèòì
Óìàíñà èìååò ïî÷òè ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü äëÿ ìíîãî÷ëå-
íîâ íàä ïîëåì ìàëîé õàðàêòåðèñòèêè. Ìû îãðàíè÷èìñÿ
÷óòü ìåíåå îáùèì ñëó÷àåì ïîëÿ ìàëîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 6.4 ([307]). Ìîäóëÿðíàÿ êîìïîçèöèÿ ìíîãî÷ëå-
íîâ íàä ïîëåì Fp ïðè ëþáîì m 4 log n èìååò ñëîæ-

íîñòü CAFp (MCn) 4
(
(pm2)mn1+O(1/m)

)1+o(1)
.

I Â îñíîâå ìåòîäà Óìàíñà ëåæèò èíòåðïîëÿöèÿ.
Ïðåäâàðèòåëüíî òðåáóåòñÿ ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü çàäà-
÷è: ìíîãî÷ëåí f(g(x)) ìîæåò èìåòü ñòåïåíü ïîðÿäêà n2.

Äëÿ ýòîãî ïðè n 6 dm âûïîëíÿåòñÿ êðîíåêåðîâà çàìåíà ïåðåìåííîé xi = xd
i
,

i = 0, . . . ,m − 1, ïðè êîòîðîé ìíîãî÷ëåí f(x) ïðåâðàùàåòñÿ â f ∗(x1, . . . , xm−1).
Ìíîãî÷ëåíû gi(x) = gd

i
mod h âû÷èñëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì (ïîñëåäîâà-

òåëüíûìè âîçâåäåíèÿìè â ñòåïåíü d) ñ îáùåé ñëîæíîñòüþ ïîðÿäêà m log d ·M(n).

Òåïåðü ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f̂(x) = f ∗(g0(x), . . . , gm−1(x)) íå ïðåâîñõîäèò N =
dmn, è îí ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïðè ïîìîùè èíòåðïîëÿöèè â N òî÷êàõ. ×òîáû
îáåñïå÷èòü çàïàñ òî÷åê èíòåðïîëÿöèè, ïåðåéäåì îò Fp ê Fq, ãäå q = pt > N .

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ìíîãî-
÷ëåíà îäíîé ïåðåìåííîé íà íàáîðå òî÷åê è îáðàòíóþ çàäà÷ó èíòåðïîëÿöèè. Ìå-
òîä äåëåíèÿ ïîïîëàì ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó, âåðîÿòíî âïåðâûå ïî-
ëó÷åííîìó Ø. Êóíãîì [236].

Ëåììà 6.4 ([236]). Cõåìàìè íàä AR ñëîæíîñòè 4 M(n) log n ðåàëèçóþòñÿ:
(i) âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ R[x] ñòåïåíè < n â n òî÷êàõ

α0, . . . , αn−1 ∈ R;
(ii) âîññòàíîâëåíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ R[x] ñòåïåíè < n ïî çàäàííûì çíà-

÷åíèÿì f(αi) = ci â òî÷êàõ αi, i = 0, . . . , n− 1.

� Ðàññìîòðèì ñáàëàíñèðîâàííîå áèíàðíîå äåðåâî T ñ n ëèñòüÿìè, îðèåíòèðî-
âàííîå ê êîðíþ. Ëèñòüÿ ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 0 äî n−1 � îíè ñîîòâåòñòâó-
þò èíäåêñàì òî÷åê èíòåðïîëÿöèè αi. Äàëåå êàæäîé âåðøèíå v ñîïîñòàâëÿåòñÿ
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ìíîæåñòâî ÷èñåë I(v) = I(v′) ∪ I(v′′), ãäå v′, v′′ � âåðøèíû, ïðåäøåñòâóþùèå v.
Êîðíþ äåðåâà ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî [[n]].

Ïîëîæèì pI(x) =
∏

i∈I(x − αi). Ïîñêîëüêó f(α) = f mod (x − α), âñå çíà÷å-
íèÿ f(α1), . . . , f(αn) ìîæíî íàéòè, äâèãàÿñü ïî äåðåâó T îò êîðíÿ è âû÷èñëÿÿ
â êàæäîé âåðøèíå v ìíîãî÷ëåíû f mod pI(v). Ïðè êîðíå äåðåâà èìååì ïðîñòî
f mod p[[n]] = f , ïðè ëèñòüÿõ ïîëó÷èì f(αi).

Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ pI(v) îöåíèâàåòñÿ êàê

C(Mn/2+1) + 2C(Mn/4+1) + . . .+ (n/2)C(M2) 4 M(n) log n.

Ñëîæíîñòü äåëåíèé ñ îñòàòêîì, äàþùèõ âñå f mod pI(v), îöåíèâàåòñÿ êàê

2C(QRn,n/2+1) + 4C(QRn/2,n/4+1) + . . .+ nC(QR3,2) 4 M(n) log n.

Ýòî äîêàçûâàåò ï. (i).
Ïåðåéäåì ê çàäà÷å èíòåðïîëÿöèè. Îáîçíà÷èì p∗I,k(x) =

∏
i∈I\{k}(x − αi). Âû-

÷èñëåíèÿ ïðîâåäåì ïî èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëå Ëàãðàíæà

f(x) =
n∑
k=1

c∗k · p∗[[n]],k(x), c∗k = ck/p
∗
[[n]],k(αk).

Ñíà÷àëà âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ p∗[[n]],k(αk). Çàìåòèì, ÷òî p∗[[n]],k(αk) = p′[[n]](αk), ãäå
p′[[n]] � ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà p[[n]]. Ìíîãî÷ëåí p′[[n]] âû÷èñëÿåòñÿ ñ ëèíåéíîé
ñëîæíîñòüþ, åñëè èçâåñòåí p[[n]]. Òîãäà, ñîãëàñíî ï. (i), çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà p′[[n]]

âî âñåõ òî÷êàõ αk âû÷èñëÿþòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ 4 M(n) log n. Åùå n îïåðàöèé
äåëåíèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè âñå c∗k.

Îáîçíà÷èì fI(x) =
∑

k∈I c
∗
k · p∗I,k(x). Ïðîäâèãàÿñü ïî äåðåâó â íàïðàâëåíèè îò

ëèñòüåâ ê êîðíþ, ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëèì âñå ìíîãî÷ëåíû fI(v) ïî ôîðìóëàì
fI(v) = fI(v′)pI(v′′) + fI(v′′)pI(v′), ãäå v′ è v′′ ïðåäøåñòâóþò v. Â ëèñòüÿõ ìíîãî÷ëåíû
fI(v) ñîâïàäàþò ñ êîíñòàíòàìè c∗j . Â êîðíå ïîëó÷àåì èñêîìûé ìíîãî÷ëåí f(x).

Âñå âñïîìîãàòåëüíûå ìíîãî÷ëåíû pI(v) âû÷èñëÿþòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ 4
M(n) log n. Ïîñëå ýòîãî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ âñåõ fI(v) îöåíèâàåòñÿ êàê

2C(Mn/2+1) + 4C(Mn/4+1) + . . .+ nC(M2) 4 M(n) log n.

Ñîãëàñíî ëåììå 6.4, çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ gi(x) â òî÷êàõ èíòåðïîëÿöèè îïðå-
äåëÿþòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ 4 mM(N) logN îïåðàöèé â Fq. Îñòàåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó
âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà f ∗ îò m ïåðåìåííûõ íà íàáîðå èç N âåêòîðîâ
αi = (αi,0, . . . , αi,m−1) ∈ Fmq .

Ïóñòü Fq0 ∼= Fp(β), ãäå q0 = ps > dm2, s | t è β � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò
ïîëÿ Fq0 ⊂ Fq. Âû÷èñëèì ìíîãî÷ëåíû ϕ1(x), . . . , ϕN(x) ∈ Fq[x] ñòåïåíè < m ïî
çàäàííûì çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ βj:

ϕi(β
j) = (αi,j)

q−j0 = (αi,j)
pt−sj , j = 0, . . . ,m− 1.

Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíåé αi,j ïî ïîðÿäêó íå ïðåâîñõîäèò 4 Nm log q, à
èíòåðïîëÿöèÿ ñîãëàñíî ëåììå 6.4 âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ 4 NM(m) logm
îïåðàöèé â Fq.
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Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí F (y) = f ∗(y, yq0 , . . . , yq
m−1
0 ) � åãî íåíóëåâûå êîýô-

ôèöèåíòû ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà f(x), òîëüêî îòíîñÿòñÿ ê
äðóãèì ñòåïåíÿì, ïðè ýòîì degF < qm0 . Ïîëàãàÿ ôîðìàëüíî F ∈ S[y], ãäå
S = Fq[x]/(xq0−1 − β), íàéäåì çíà÷åíèÿ F (y) â N òî÷êàõ ϕi(x) ∈ S ìåòîäîì
ëåììû 6.4 ïðè ïîìîùè 4 M(Q) logQ îïåðàöèé â S, ãäå Q = max{N, qm0 }.

Îïðåäåëèì ñòåïåíè Ôðîáåíèóñà ìíîãî÷ëåíîâ ϕi(x) =
∑m−1

l=0 alx
l êàê ϕ

[j]
i =∑m−1

l=0 a
qj0
l x

l. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî f ∗(αi) = F (ϕi(x))|x=1. Äåéñòâèòåëüíî,

F (ϕi(x)) = f ∗
(
ϕi(x), ϕq0i (x), . . . , ϕ

qm−1
0
i (x)

)
=

f ∗
(
ϕi(x), ϕ

[1]
i (xq0), . . . , ϕ

[m−1]
i (xq

m−1
0 )

)
≡

f ∗
(
ϕi(x), ϕ

[1]
i (βx), . . . , ϕ

[m−1]
i (βm−1x)

)
mod xq0−1 − β,

ïðè÷åì ñòåïåíü ïîñëåäíåãî ìíîãî÷ëåíà íå ïðåâîñõîäèò (d− 1)m2 < q− 1, ò.å. ýòî
â òî÷íîñòè ðåçóëüòàò ïðèâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ xq0−1 − β. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî
(ïîñëå ïîäñòàíîâêè x = 1) ϕ[j]

i (βj) = (ϕi(β
j))q

j
0 = αi,j ââèäó β ∈ Fq0 . Ñëîæíîñòü

ïîäñòàíîâîê íå ïðåâîñõîäèò q0N îïåðàöèé â Fq.
Òåïåðü ìíîãî÷ëåí f̂(x) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ìåòîäîì ëåììû 6.4 ïðè ïîìîùè

M(N) logN îïåðàöèé â Fq. Çàêëþ÷èòåëüíîå ïðèâåäåíèå f̂ ïî ìîäóëþ h âûïîëíÿ-
åòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ C(QRN,n) 4 dm log n ·M(n) íàä Fp.

Ñëîæíîñòü ìåòîäà îöåíèâàåòñÿ ñóììîé îöåíîê ñëîæíîñòè îòäåëüíûõ øàãîâ,
êîòîðûå ïîä÷åðêíóòû ïî õîäó äîêàçàòåëüñòâà. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

CAFp (MCn) 4 m log d ·M(n) + dm log n ·M(n) + M(Q) logQ ·M(q0)M(t)+

[mM(N) logN +Nm log q +NM(m) logm+ q0N + M(N) logN ]M(t) 4

(Nt)1+o(1)(q0 + log q) + (qm+1
0 t)1+o(1).

Ñ ó÷åòîì N = dmn è âîçìîæíîñòè âûáðàòü dm 6 dn, q0 6 pdm2 è q 6 q0dmn
(ïðè ýòîì t 4 log(dmn)), ïîëó÷àåì

CAFp (MCn) 4 p(dm)O(1)n1+o(1) + (d2(pm2)m+1n)1+o(1),

îòêóäà ñëåäóåò çàÿâëåííàÿ îöåíêà. �

Ïðè p = no(1) ìîæíî âûáðàòü 1 ≺ m ≺ logn
log logn

òàê, ÷òî pm = no(1) è d = no(1),

ïîýòîìó CAFp (MCn) = n1+o(1).

• ×óòü áîëåå òîíêîå ðàññóæäåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðèìåðíî òàêóþ æå îöåíêó ñëîæíîñòè,
êàê â òåîðåìå 6.4, òîëüêî ñ char Fp âìåñòî p [307].

Óòî÷íåííûå îöåíêè ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ëåììû 6.4, ïîëó÷åííûå À. Áîñòàíîì è Ý. Øî-
ñòîì â [147], èìåþò âèä . 1.5M(n) log2 n äëÿ çàäà÷è (i) âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé â n òî÷êàõ è
. 2.5M(n) log2 n äëÿ çàäà÷è (ii) èíòåðïîëÿöèè ïî çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ ïðè n = 2k.

Àëüòåðíàòèâíûé àëãîðèòì äëÿ âûïîëíåíèÿ öåíòðàëüíîãî ýòàïà ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèè �
âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ � ïðåäëîæåí â [138].
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Æ. âàí äåð Õóâåí è Ã. Ëåñåð [211] ïóòåì ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Ê. Óìàíñà è Ê. Êåäëàÿ [224]7)

ðàñïðîñòðàíèëè îïèñàííûé àëãîðèòì íà ïîëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà è êîëüöà âû÷åòîâ, ïî-

ëó÷èâ äëÿ áèòîâîé ñëîæíîñòè îöåíêó CB2(MCRn ) = (n log q)1+o(1) ïðè R = Fq èëè R = Zq.

Äðóãèå ïðèëîæåíèÿ

Óìíîæåíèå â ïîëÿõ Ìåðñåííà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà
Ìåðñåííà 2p − 1, ò.å. ôàêòè÷åñêè óìíîæåíèÿ â ïðîñòîì ïîëå Z2p−1. Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê öèêëè÷åñêóþ ñâåðòêó ïîðÿäêà p âåêòîðîâ äâîè÷íîé çàïèñè ïåðåìíîæàåìûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó
óìíîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ÄÏÔ ïîðÿäêà p ñ ïðèìèòèâíûì êîðíåì 2 ∈ Z2p−1. Íî p �
òîæå ïðîñòîå ÷èñëî, è ÄÏÔ òàêîãî ïîðÿäêà, êàê ïðàâèëî, ðåàëèçóåòñÿ íå î÷åíü ýôôåêòèâíî.
Îäíàêî, â óêàçàííîé ñèòóàöèè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèåìîì, ïðåäëîæåííûì Ð. Êðýíäàëëîì
è Á. Ôåéãèíûì [172], è ïîçâîëÿþùèì â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñâåñòè ÄÏÔ ¾íåóäîáíîãî¿ ïîðÿäêà
ê ÄÏÔ ¾óäîáíîãî¿ ïîðÿäêà.

Ïðèåì ñîñòîèò â ïåðåõîäå ê ïðèáëèæåííîìó âû÷èñëåíèþ âåùåñòâåííîãî ÄÏÔ ïðîèçâîëü-
íîãî ïîðÿäêà N . Ðàçîáüåì ïåðåìíîæàåìîå ÷èñëî X = [xp−1, . . . , x0] íà N áëîêîâ ïðèìåðíî
îäèíàêîâîé äëèíû: X = [XN−1, . . . , X0]. Ïóñòü Bi � ïîçèöèÿ íà÷àëà i-ãî áëîêà. Çàïèøåì X â
âèäå:

X =

N−1∑
i=0

Xi · 2Bi =

N−1∑
i=0

(
Xi · 2Bi−ip/N

)
2ip/N =

N−1∑
i=0

X ′i · 2ip/N .

Òåïåðü óìíîæåíèå X íà Y =
∑N−1
i=0 Y ′i · 2ip/N ìîæíî âûïîëíèòü ïðè ïîìîùè äâóõ ÄÏÔ ïî-

ðÿäêà N ñ ïðèìèòèâíûì êîðíåì 2p/N ∈ (R mod 2p − 1) è îäíîãî îáðàòíîãî ÄÏÔ. Èç âåêòîðà
ðåçóëüòàòà [Z ′N−1, . . . , Z

′
0] èñêîìîå ïðîèçâåäåíèå íàõîäèòñÿ êàê

XY =

N−1∑
i=0

(
Z ′i · 2ip/N−Bi

)
2Bi mod 2p − 1.

Ïðè âûáîðå ðàçìåðà áëîêîâ áëèçêèì ê äëèíå ìàøèííîãî ñëîâà îïèñàííûé ìåòîä ýôôåê-
òèâíî ðåàëèçóåòñÿ íà ñòàíäàðòíûõ êîìïüþòåðàõ.
Àðèôìåòèêà â íîðìàëüíûõ áàçèñàõ êîíå÷íûõ ïîëåé. Êîíå÷íîå ïîëå ïîðÿäêà qn èçî-
ìîðôíî ôàêòîð-êîëüöó ìíîãî÷ëåíîâ Fq[x]/(mn(x)) ïî ìîäóëþ íåïðèâîäèìîãî íàä Fq ìíîãî-
÷ëåíà mn(x) ñòåïåíè n. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèè â êîíå÷íîì ïîëå ïî ñóùåñòâó åñòü îïåðàöèè
ñ ìíîãî÷ëåíàìè. Èíîãäà, îäíàêî, ìîãóò áûòü ïîëåçíû àëüòåðíàòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå, ýëåìåíòû ïîëÿ Fqn ïðåäñòàâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè áàçèñíûõ
ýëåìåíòîâ α0, . . . , αn−1 íàä Fq. Â ñòàíäàðòíîì (ïîëèíîìèàëüíîì) ïðåäñòàâëåíèè αi = αi (çäåñü
α � ãåíåðàòîð áàçèñà, êîðåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà). Èç ïðî÷èõ ïðåäñòàâëåíèé íàèáî-
ëåå ïîïóëÿðíûì ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîå. Åãî áàçèñíûå ýëåìåíòû èìåþò âèä αi = βq

i

, ãäå β �
ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò áàçèñà (íîðìàëüíûé ýëåìåíò ïîëÿ).

Èäåÿ î âûïîëíåíèè ïåðåõîäîâ ìåæäó ñòàíäàðòíûìè è íîðìàëüíûìè áàçèñàìè äëÿ óñêîðå-
íèÿ âû÷èñëåíèé, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå âûñêàçàíà Ý. Êàëòîôåíîì è Â. Øàóïîì â [220]. Îíè
æå ïîñòðîèëè ñõåìó ñóáêâàäðàòè÷íîé ñëîæíîñòè O(n1.82) (â îïåðàöèÿõ ïîëÿ Fq) äëÿ ïåðåõîäà
îò íîðìàëüíîãî ê ñòàíäàðòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ. Àíàëîãè÷íàÿ ñõåìà äëÿ ïåðåõîäà â îáðàò-
íóþ ñòîðîíó ïîñòðîåíà àâòîðîì â [77]8). Àëãîðèòìû ïåðåõîäà ïîäîáíû àëãîðèòìó ìîäóëÿðíîé
êîìïîçèöèè Áðåíòà�Êóíãà [153].

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ñõåì íàä ïîëíûì àðèôìåòè÷åñêèì áàçèñîì AFq äëÿ ïåðå-
õîäà ìåæäó äâóìÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà y ∈ Fqn :

y = a0 + a1β + . . .+ an−1β
n−1 = b0β + b1β

q + . . .+ bn−1β
qn−1

.

7Ìåòîä [224] àäàïòèðîâàí äëÿ ìîäåëè RAM-ïðîãðàìì.
8Â ðàáîòå [220] ïåðåõîä ê íîðìàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ âûïîëíÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì àëãî-

ðèòìîì.
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Ïóñòü n 6 ms. Åñëè èçâåñòíî íîðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (êîýôôèöèåíòû bi), çàïèøåì

y = γ0 + γq
m

1 + . . .+ γq
m(s−1)

s−1 , ãäå γk = bmkβ + bmk+1β
q + . . .+ bmk+m−1β

qm−1

.

Òîãäà 
γ0

γ1

· · ·
γs−1


A

s×n

=


γ0

γ1

· · ·
γs−1


B

s×m

·


β
βq

· · ·
βq

m−1


A

m×n

,

ãäå â ñòðîêàõ ìàòðèö ñ èíäåêñîì A çàïèñàíû êîýôôèöèåíòû ñòàíäàðòíûõ ïðåäñòàâëåíèé
ýëåìåíòîâ, à â ìàòðèöå ñ èíäåêñîì B � êîýôôèöèåíòû íîðìàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðè
β, βq, . . . , βq

m−1

. Äàëåå, ñòåïåíè ýëåìåíòîâ γi â ñòàíäàðòíîì áàçèñå âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìî-
ùè ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèè:

f(x)q
k

mod mn(x) = f(xq
k

) mod mn(x) = f(ξ(x)) mod mn(x), ξ(x) = xq
k

mod mn(x).

Îñòàåòñÿ íàéòè ñóììó
∑
γk. Ñëîæíîñòü óêàçàííîãî ìåòîäà (èçëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ [220]

èç [77]) ïðè ìàëûõ q è âûáîðå s ≈ m ≈
√
n îöåíèâàåòñÿ êàê C(MMs,m,n) + sC(MCn) + sn ≺ n1.63

ïðè ïîäñòàíîâêå èçâåñòíûõ îöåíîê ñëîæíîñòè ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèè [307] (ñì. òåîðåìó 6.4)
è óìíîæåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö [310], êîãäà õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ íå ñëèøêîì âåëèêà.

Ìåòîä [77] ïåðåõîäà â îáðàòíóþ ñòîðîíó îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå: íîðìàëüíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ y è yq

k

îòëè÷àþòñÿ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì íà k ïîçèöèé. Ñíà÷àëà âû-
÷èñëÿåì ñòåïåíè yq

m

, yq
2m

, . . . , yq
(s−1)m

. Çàòåì èç èçâåñòíûõ ÷àñòè÷íûõ íîðìàëüíûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé äëÿ 1, x, . . . , xn−1 íàõîäèì ÷àñòè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ yq

m

, yq
2m

, . . . , yq
(s−1)m

:
y
yq

m

· · ·
yq

(s−1)m


B

s×m

=


y
yq

m

· · ·
yq

(s−1)m


A

s×n

·


1
x
· · ·
xn−1


B

n×m

.

Èõ ñîâîêóïíîñòü â ñèëó ïðèâåäåííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ äàåò âñå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû y.
Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà íå ïðåâîñõîäèò sC(MCn) + C(MMs,n,m) ≺ n1.63.

Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû îòìåòèì, ÷òî ñìåíà îäíîãî ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà äðóãîå
âûïîëíÿåòñÿ ïðè ïîìîùè îïåðàöèè ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèè: åñëè y = f(β) â ñòàíäàðòíîì áà-
çèñå ñ ãåíåðàòîðîì β, òî y = f(ξ(x)) mod mn(x) â áàçèñå ñ ãåíåðàòîðîì α � êîðíåì ìíîãî÷ëåíà
mn(x), ãäå β = ξ(α).

Åùå ïðîùå âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ìåæäó äâóìÿ íîðìàëüíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè: ëåãêî ïðî-
âåðèòü, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ öèðêóëÿíòíîé9), ïîýòîìó ñëîæíîñòü îïåðàöèè íå ïðå-
âîñõîäèò C(M

Fq
n ) [77].

ßñíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ìíîãèõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ñêàæåì, óìíîæåíèÿ èëè äå-
ëåíèÿ, â íîðìàëüíîì áàçèñå âûãîäåí ïåðåõîä ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó. Îáðàòíûé ïðèìåð, êîãäà
öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè èç ñòàíäàðòíîãî áàçèñà â íîðìàëüíûé, ïî âñåé âèäèìîñòè, äîñòàâëÿåò
îïåðàòîð âû÷èñëåíèÿ âñåõ àâòîìîðôèçìîâ Ôðîáåíèóñà: y → (yq, yq

2

, . . . , yq
n

). Â íîðìàëüíîì
áàçèñå ýòà îïåðàöèÿ ¾áåñïëàòíà¿, à äëÿ ñòàíäàðòíîãî áàçèñà â [77] ïðåäëîæåí èñïîëüçóþùèé
èäåþ ïåðåõîäà ê íîðìàëüíîìó áàçèñó àëãîðèòì ñëîæíîñòè ïîðÿäêà nC(M

Fq
n ), ÷òî íåñêîëüêî

ìåíüøå, ÷åì ó àëãîðèòìà [190], íå èñïîëüçóþùåãî èäåè ïåðåõîäà.
Íà ïðàêòèêå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå íîðìàëüíûå áàçèñû ñ ïðîñòîé òàáëèöåé

óìíîæåíèÿ (îïòèìàëüíûå, ãàóññîâû), êîòîðûå ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ ïîëÿõ. Íî è äëÿ íèõ
ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ Ìåññè�Îìóðû [250] èìååò êâàäðàòè÷íóþ ñëîæíîñòü. Â òî
æå âðåìÿ, êàê ïîêàçàëè À. À. Áîëîòîâ è Ñ. Á. Ãàøêîâ [5], ýòè áàçèñû îáëàäàþò íèçêîé òðàíçè-
òèâíîé ñëîæíîñòüþ10), îáû÷íî ïîðÿäêà n log n, ïîýòîìó ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ýòèõ áàçèñàõ

9Íàïîìíèì, ÷òî âñå ñòðîêè öèðêóëÿíòíîé ìàòðèöû ïîðîæäàþòñÿ öèêëè÷åñêèìè ñäâèãàìè
îäíîãî è òîãî æå âåêòîðà.

10Ñëîæíîñòü ïåðåõîäà ê ñòàíäàðòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ è îáðàòíî.
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ïî ïîðÿäêó áëèçêà ê C(M
Fq
n ). Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò, èñïîëüçóþùèé èäåþ ïåðåõîäà íåÿâíî,

ïîëó÷åí ÷óòü ðàíüøå â [188].
Â ðàáîòå [192] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïîñòðîåíèè (àðèôìåòè÷åñêèõ) ñõåì äëÿ ïåðåõîäà

ìåæäó ïîëèíîìèàëüíûìè è íîðìàëüíûìè áàçèñàìè â ðàñøèðåíèÿõ ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè 0.
Ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû èìåþò ñëîæíîñòü O(n1.99) îòíîñèòåëüíî ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ n, íî
îíè âåðîÿòíîñòíûå.



Ãëàâà 7

Ñïåöèàëüíàÿ êîäèðîâêà e

Ïåðåõîä ê àëüòåðíàòèâíîé êîäèðîâêå (ïðåäñòàâëåíèþ) âõîäîâ, â êîòîðîé
òðåáóåìàÿ ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïðîùå, îñîáåííî ïîïóëÿðåí â áóëåâûõ
âû÷èñëåíèÿõ. Ýòîò ïðèåì ïî äóõó áëèçîê ê èäåå àëãåáðàè÷åñêîãî ìåòîäà,
íî ñâîáîäåí îò ñòðóêòóðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé.

Ñõåìíàÿ ñëîæíîñòü ñóììèðîâàíèÿ áèòîâ e

Êîìáèíèðóÿ ñòàíäàðòíûå áëîêè FA3 ñëîæåíèÿ òðåõ áèò, ëåãêî ïîñòðîèòü ñõåìó
ñóììèðîâàíèÿ n áèò ñëîæíîñòè 5n+O(log n), ñì. ðèñ. 7.1.

FA3 FA3 FA3 FA3 FA3
- - - - - -· · ·

? ? ? ?? ? ? ? ?

FA3 FA3

CCW CCW��� ���
- - -· · ·

· · ·

FA3

CCW ���
-

x1 x3 x5 x7x2 x4 x6 x8 xn

y0

y1

ylog2 n

Ðèñ. 7.1: Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà ñóììèðîâàíèÿ n áèò

Â ñâåòå òîãî, ÷òî n-ðàçðÿäíûé ñóììàòîð, ñîñòàâëåííûé èç áëîêîâ FA3, îï-
òèìàëåí [65], åñòåñòâåííî áûëî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òî æå âåðíî è äëÿ îïåðàòîðà
ñëîæåíèÿ áèòîâ. Íåñêîëüêî íåîæèäàííî â 2010 ã. ãðóïïà ìàòåìàòèêîâ èç Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãà [173] îáíàðóæèëà, ÷òî ýòî íå òàê.

Òåîðåìà 7.1 ([173]). CB2(Σ1,n) 6 4.5n+O(log n).
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Àëåêñàíäð Ñåðãååâè÷
Êóëèêîâ

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé
óíèâåðñèòåò, ñ 2005

I Êîíñòðóêöèÿ èñïîëüçóåò èäåþ ïåðåõîäà îò ñòàí-
äàðíîé çàïèñè áèòîâ ê êîäèðîâàíèþ äâóõ áèò x, y ïà-
ðîé (x, x ⊕ y). Ñïåöèàëüíûé êîìïðåññîð, îáîçíà÷àåìûé
MDFA, âûïîëíÿåò ñëîæåíèå ïÿòè áèò ïî ïðàâèëó x1 +
x2 + x3 + x4 + x5 = 2(y1 + y2) + y0 ñî ñëîæíîñòüþ 8, åñ-
ëè äâå ïàðû âõîäîâ äàíû â èçìåíåííîé êîäèðîâêå, è â
ýòîé æå êîäèðîâêå âû÷èñëÿåòñÿ ïàðà âûõîäîâ (y1, y2), ñì.
ðèñ 7.2. Òåïåðü çàìåíà áàçîâîãî êîìïðåññîðà â èñõîäíîé
ñõåìå ðèñ. 7.1, ñì. ðèñ. 7.3, ñðàçó ïðèâîäèò ê òðåáóåìîé
îöåíêå. �
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Ðèñ. 7.2: Ñõåìà êîìïðåññîðà MDFA
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y0

y1

ylog2 n

Ðèñ. 7.3: Ñõåìà ñóììèðîâàíèÿ n áèò èç êîìïðåññîðîâ MDFA

Ñëåäñòâèå 7.1 ([173]). Ñëîæíîñòü êëàññà Sn ñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíê-
öèé n ïåðåìåííûõ óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå CB2(Sn) 6 4.5n+ o(n).

• Èäåÿ êîäèðîâêè (x, x ⊕ y) âîñõîäèò ê ðàáîòå Ë. Ñòîêìåéåðà [300], êîòîðûé èñïîëüçîâàë åå
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé îöåíêè ñëîæíîñòè îïåðàòîðà ñëîæåíèÿ áèòîâ ïî
ìîäóëþ 4: CB2(MOD4

n) = 2.5n±O(1).
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Êîìïðåññîð MDFA òàêæå ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü ñòàíäàðòíóþ îöåíêó ñëîæíîñòè ñëîæåíèÿ

òðåõ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî 5n − 3 îïåðàöèé íåîáõîäèìî äëÿ ñëîæåíèÿ äâóõ

÷èñåë [65], òî áûëî áû åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñëîæåíèå òðåõ ÷èñåë ïîòðåáóåò ïðèìåðíî

10n îïåðàöèé. Îäíàêî ýòî òîæå íå òàê. Îðãàíèçóÿ êîìïðåññîðû MDFA â öåïî÷êó (â òîì æå

ñòèëå, ÷òî è êîìïðåññîðû FA3 â ñòàíäàðòíîé ñõåìå ñóììàòîðà, ñì. òåîðåìó 1.3), ïîëó÷àåì

ñõåìó ñóììàòîðà òðåõ ÷èñåë ñ îöåíêîé ñëîæíîñòè CB2
(Σn,3) < 9n.

Âåùåñòâåííàÿ ñëîæíîñòü êîìïëåêñíîãî ÄÏÔ e

Òåîðåìà 2.4 îöåíèâàåò ñëîæíîñòü ÄÏÔ ïîðÿäêà N = 2k íàä ïîëåì C àñèìïòîòè-
÷åñêè êàê 1.5N log2N àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, è ýòà îöåíêà ïîêà íå óëó÷øå-
íà. Ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îöåíêà ñëîæíî-
ñòè, âûðàæåííàÿ â âåùåñòâåííûõ îïåðàöèÿõ. Íàïîìíèì, ÷òî êîìïëåêñíîå ñëî-
æåíèå èëè âû÷èòàíèå âûïîëíÿåòñÿ çà 2 âåùåñòâåííûõ ñëîæåíèÿ èëè âû÷èòàíèÿ,
à óìíîæåíèå íà êîìïëåêñíóþ êîíñòàíòó âûïîëíÿåòñÿ çà 6 âåùåñòâåííûõ îïåðà-
öèé (4 ñêàëÿðíûõ óìíîæåíèÿ è 2 ñëîæåíèÿ, ëèáî 3 óìíîæåíèÿ è 3 ñëîæåíèÿ-
âû÷èòàíèÿ). Òîãäà èç òåîðåìû 2.4 ñëåäóåò CAR

L
(ÄÏÔN [C]) < 5N log2N .

Ëó÷øóþ îöåíêó äàåò èçâåñòíûé ñ 1980-õ ãã. àëãîðèòì ÄÏÔ ¾ñ ðàñùåïëåííûì
îñíîâàíèåì¿ (split-radix FFT), êîòîðûé ó÷èòûâàåò, ÷òî óìíîæåíèÿ íà êîðíè 4-é
ñòåïåíè ±i âûïîëíÿþòñÿ áåñïëàòíî.

Òåîðåìà 7.2 ([318]). Ïóñòü N = 2k. Òîãäà CAR
L
(ÄÏÔN [C]) 6 4N log2N .

I Íàïîìíèì, ÷òî êîìïîíåíòû ÄÏÔ ïîðÿäêà PQ ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî
ôîðìóëàì (2.7):

x∗pQ+q =
P−1∑
j=0

(ζQ)jp · ζjq ·
Q−1∑
i=0

(ζP )iqxiP+j (7.1)

ïðè p = 0, . . . , P − 1 è q = 0, . . . , Q− 1.
Ïîëàãàÿ P = 2k−1 è Q = 2, âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå (7.1) êîìïîíåíòû ñ ÷åòíûìè

èíäåêñàìè, ò.å. ïðè q = 0. Ïðè ëþáîì p = 0, . . . , P − 1 ïîëó÷àåì

x∗2p =
P−1∑
j=0

(ζ2)jp(xj + xP+j).

Âû÷èñëåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê P = 2k−1 ñëîæåíèÿì êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ è
âûïîëíåíèþ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k−1.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò ñ íå÷åòíûìè èíäåêñàìè ïîëîæèì P = 2k−2, Q = 4
è âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (7.1). Ïðè ëþáîì p = 0, . . . , P − 1 èìååì

x∗4p+1 =
P−1∑
j=0

(ζ4)jp · ζj · (xj − x2P+j + i(xP+j − x3P+j)),

x∗4p+3 =
P−1∑
j=0

(ζ4)jp · ζ3j · (xj − x2P+j − i(xP+j − x3P+j)).
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Ýòè ôîðìóëû èñïîëüçóþò 4P êîìïëåêñíûõ ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé, 2P óìíîæåíèé
íà ñòåïåíè ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ ζ è äâà ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k−2.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

CAR
L
(ÄÏÔN) 6 CAR

L
(ÄÏÔN/2) + 2CAR

L
(ÄÏÔN/4) + 6N,

êîòîðîå ðàçðåøàåòñÿ òàê, êàê çàÿâëåíî, ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ äàííûõ
CAR

L
(ÄÏÔ2) = 4 è CAR

L
(ÄÏÔ1) = 0. �

• Òî÷íàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ìåòîäà èìååò âèä 4N log2N − 6N + 8. Îíà îïóáëèêîâàíà Ð. ßâíå

â [318], íî ïîëó÷åíà áîëåå ñëîæíûì ñïîñîáîì. Ìåòîä ÄÏÔ ñ ðàñùåïëåíèåì îñíîâàíèÿ áûë

îïóáëèêîâàí ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî â [175, 249, 311].

Äîëãîå âðåìÿ îöåíêà òåîðåìû 7.2 êàçàëàñü íåïðèñòóïíîé, ïîêà Äæ. âàí
Áóñêèðê íå îáíàðóæèë, ÷òî îíà âñå-òàêè ìîæåò áûòü óëó÷øåíà (îïóáëèêîâà-
íî â [246]). Êëþ÷åâóþ ðîëü â ìåòîäå èãðàåò ïåðåíîðìèðîâêà âõîäíîãî âåêòîðà
X → σ � X, áëàãîäàðÿ êîòîðîé ÷àñòü ñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé â ñõåìå ñòàíîâÿò-
ñÿ áîëåå ïðîñòûìè. Çàìåòèì, ÷òî óìíîæåíèå íà êîíñòàíòû âèäà ±1 + ai èëè
a± i ìîæíî âûïîëíèòü, èñïîëüçóÿ ïî äâà âåùåñòâåííûõ ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è
óìíîæåíèÿ.

Ïóñòü ‖a‖ = max{|<a|, |=a|} îçíà÷àåò l∞-íîðìó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a = <a+
=a · i.

Òåîðåìà 7.3 ([246]). Ïóñòü N = 2k. Òîãäà CAR
L
(ÄÏÔN [C]) 6 37

9
N log2N + 2N .

I Ïóñòü ζN = e2πi/N � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ïîðÿäêà N â C. Ïðè âñåõ j ∈ Z
îïðåäåëèì âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû

σN,j =
∏

06l<k/2

∥∥∥ζj·4lN

∥∥∥ .
Â ñèëó ‖ζjN‖ =

∥∥∥ζ±j±N/4N

∥∥∥ ýòè êîýôôèöèåíòû îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè

σN,j = σN,−j è ïåðèîäè÷íîñòè σN,j = σN,j+N/4. Êðîìå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ ÷èñëî
(σN/4,j/σN,j)ζ

j
N = ζjN/‖ζ

j
N‖ èìååò âèä ±1 + ai èëè a± i.

×åðåç ẋj îáîçíà÷èì íîðìèðîâàííûå êîýôôèöèåíòû âõîäíîãî âåêòîðà ÄÏÔ:
ẋj = σ−1

N,jxj. Áóäåì ñòðîèòü ñõåìû äëÿ íîðìèðîâàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé

ÄÏÔ′N(x0, x1, . . . , xN−1) = ÄÏÔN,ζN
[C] (ẋ0, ẋ1, . . . , ẋN−1) .

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (7.1) ñ âûáîðîì ïàðàìåòðîâ P = 2k−2 è Q = 4 è ñâîéñòâó
ïåðèîäè÷íîñòè êîýôôèöèåíòîâ σk,j, äëÿ êîìïîíåíò ẋ∗i ïðåîáðàçîâàíèÿ ÄÏÔ′N
âûïîëíåíî (äàëåå ζ = ζN):

ẋ∗4p+q =
P−1∑
j=0

(ζ4)jp · ζjq · σ−1
N,j · γj,q, γj,q =

3∑
r=0

irq xrP+j
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Âíóòðåííèå ñóììû γj,q îáðàçóþò êîìïîíåíòû P ÄÏÔ ïîðÿäêà 4 è âû÷èñëÿþòñÿ
ïðè ïîìîùè 16 âåùåñòâåííûõ ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé êàæäîå. Äàëüíåéøèå âû÷èñ-
ëåíèÿ ïðè q = 0, 1, 3 âûïîëíÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

ẋ∗4p =
P−1∑
j=0

(ζ4)jpσ−1
N/4,j · (σN/4,j/σN,j) · γj,0,

ẋ∗4p+1 =
P−1∑
j=0

(ζ4)jpσ−1
N/4,j · (σN/4,j/σN,j)ζ

j · γj,1, (7.2)

ẋ∗4p+3 =
P−1∑
j=0

(ζ4)j(p+1)σ−1
N/4,j · (σN/4,j/σN,j)ζ

−j · γj,3.

(Îáðàòèì âíèìàíèå íà öèêëè÷åñêèé ñäâèã âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ âíåøíåãî
ÄÏÔ â ïîñëåäíåé ñóììå � îí ïîçâîëÿåò îò óìíîæåíèé íà ζ3j ïåðåéòè ê áîëåå
ïðîñòûì óìíîæåíèÿì íà íîðìèðîâàííûå ÷èñëà ζ−j.)

Âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (7.2) ñîñòîÿò â âûïîëíåíèè N/4 óìíîæåíèé íà
äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû, N/2 óìíîæåíèé íà êîíñòàíòû âèäà ±1 + ai èëè a± i
è òðåõ ïðåîáðàçîâàíèé òèïà ÄÏÔ′N/4.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñòàâøèõñÿ êîìïîíåíò ẋ∗4p+2 èñïîëüçóåì ôîðìóëó (7.1) ñ
ïàðàìåòðàìè P = 2k−3 è Q = 8:

ẋ∗8p+2 =
P−1∑
j=0

(ζ8)jpσ−1
N/8,j · (σN/8,j/σN/2,j)(ζ

2)j · αj,

ẋ∗8p+6 =
P−1∑
j=0

(ζ8)j(p+1)σ−1
N/8,j · (σN/8,j/σN/2,j)(ζ

2)−j · βj,

ãäå

αj = (σN/2,j/σN,j)γj,2 + i(σN/2,j+N/8/σN,j+N/8)γj+N/8,2,

βj = (σN/2,j/σN,j)γj,2 − i(σN/2,j+N/8/σN,j+N/8)γj+N/8,2.

Íàïîìíèì, ÷òî σN/2,j = σN/2,j+N/8. Óêàçàííûå âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè
ïîìîùè N/4 óìíîæåíèé íà äåéñòâèòåëüíûå èëè ìíèìûå êîíñòàíòû, N/4 óìíî-
æåíèé íà êîíñòàíòû âèäà ±1 + ai èëè a± i è äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé ÄÏÔ′N/8.

Â èòîãå ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

CAR
L
(ÄÏÔ′N) 6 3CAR

L
(ÄÏÔ′N/4) + 2CAR

L
(ÄÏÔ′N/8) + 8.5N,

êîòîðîå â ñîãëàñèè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè C(ÄÏÔ′4) 6 16, C(ÄÏÔ′2) = 4 è
C(ÄÏÔ′1) = 0, ðàçðåøàåòñÿ êàê CAR

L
(ÄÏÔ′N) 6 37

9
N log2N . Îñòàåòñÿ ó÷åñòü 2N

îïåðàöèé äëÿ ïåðåõîäà îò êîîðäèíàò X ê Ẋ. �

• Ìåòîä òåîðåìû 7.3 òàêæå îáúÿñíÿåòñÿ â [215, 134]. Àêêóðàòíàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ìåòîäà
èìååò âèä

34

9
N log2N −

124

27
N − 2

(
1 +

(−1)k

9

)
log2N + 8 +

16

27
· (−1)k.
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Äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçóÿ ïðèåì ñâåäåíèÿ ÄÏÔ ê ïðåîáðàçîâàíèþ Óîëøà�Àäàìàðà, Äæ. Àëü-

ìàí è Ê. Ðàî [119] óëó÷øèëè îöåíêó âåùåñòâåííîé ñëîæíîñòè êîìïëåêñíîãî ÄÏÔ äî

CAR
L

(ÄÏÔN [C]) 6 3.75N log2N +O(N).

Óìíîæåíèå ìàòðèö. Óñêîðåíèå ìåòîäà Øòðàññåíà e /2

Èç òåîðåòè÷åñêè áûñòðûõ ìåòîäîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö íàèáîëüøèé ïðèêëàäíîé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ìåòîä Øòðàññåíà [301]. Óñèëèÿ ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé áû-
ëè ñîñðåäîòî÷åíû íà îïòèìèçàöèè âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà. Íàïîìíèì, ÷òî â
áàçîâîé ñõåìå ìåòîäà Øòðàññåíà â ìîäèôèêàöèè Âèíîãðàäà óìíîæåíèå ìàòðèö
ðàçìåðà 2 × 2 âûïîëíÿåòñÿ çà 7 óìíîæåíèé è 15 àääèòèâíûõ îïåðàöèé â êîëü-
öå. Åñëè ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü áàçîâîé ñõåìû îïðåäåëÿåò ýêñïîíåíòó
ñëîæíîñòè ìåòîäà, òî àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü ïðèáëèçèòåëüíî ïðîïîðöèîíàëüíà
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîñòîÿííîé â îöåíêå ñëîæíîñòè. Òàê, ïî ôîðìóëå (5.10) ïðè
n = 2k ïîëó÷àåì CAR(MMn) 6 6nlog2 7.

Ì. Áîäðàòî [144] çàìåòèë, ÷òî áûñòðîå óìíîæåíèå 2 × 2 ìàòðèö ìîæíî âû-
ïîëíèòü çà 12 àääèòèâíûõ îïåðàöèé, åñëè èñïîëüçîâàòü àëüòåðíàòèâíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå X → X̂ (ñì. òàêæå [223]). Íàïðèìåð [223], ïóñòü

X̂ =

[
x̂11 x̂12

x̂21 x̂22

]
=

[
x11 x12 − x21 + x22

x22 − x21 x12 + x22

]
. (7.3)

Òåïåðü ïðîèçâåäåíèå Ẑ = X̂Ŷ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïî ôîðìóëàì

u1 = x̂11ŷ11, u2 = x̂12ŷ12, u3 = x̂21ŷ21, u4 = x̂22ŷ22,

u5 = (x̂12 − x̂21)(ŷ22 − ŷ12), u6 = (x̂12 − x̂11)(ŷ12 − ŷ21), u7 = (x̂22 − x̂12)(ŷ12 − ŷ11),

ẑ11 = u1 + u5, ẑ12 = u2 + u5 − u6 + u7, ẑ21 = u3 + u7, ẑ22 = u4 − u6, (7.4)

êîòîðûå èñïîëüçóþò 7 óìíîæåíèé è 12 ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé.

Òåîðåìà 7.4 ([144, 223]). Ïóñòü n = 2k. Òîãäà äëÿ êîëüöà R âûïîëíåíî

CAR(MMn) 6 5nlog2 7 +O(n2 log n).

I Ðåêóðñèâíî ðàñïðîñòðàíèì îïðåäåëåíèå àëüòåðíàòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà
ìàòðèöû ðàçìåðà 2k × 2k. Ïðè k = 1 ïðåäñòàâëåíèå X̂ çàäàíî ôîðìóëàìè (7.3).
Åñëè îïðåäåëåíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìàòðèö ðàçìåðà n/2×n/2, òî ïðåäñòàâëåíèå

n× n ìàòðèöû X =

[
X11 X12

X21 X22

]
çàäàäèì êàê1)

X̂ =

[
X̂11 X̂12 − X̂21 + X̂22

X̂22 − X̂21 X̂12 + X̂22

]
. (7.5)

1Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ìàòðè÷íàÿ ôîðìà çàïèñè äëÿ àëüòåðíàòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ óñëîâ-
íà: ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö â èçìåíåííîì ïðåäñòàâëåíèè îïðåäåëÿåòñÿ íå òåìè ïðàâèëàìè, ÷òî â
ñòàíäàðòíîì.
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Ëåììà 7.1. Äëÿ ñëîæíîñòè ñìåíû ïðåäñòàâëåíèÿ n× n ìàòðèöû X ñïðàâåä-
ëèâî

CA(X → X̂),CA(X̂ → X) 6
3

4
· n2 log2 n.

� Îäíîêðàòíîå ïðèìåíåíèå ôîðìóë (7.3) èëè (7.5) ñòîèò 3 àääèòèâíûå îïåðà-
öèè. Òàê æå è â äðóãóþ ñòîðîíó: ïðè n = 2

X =

[
x11 x12

x21 x22

]
=

[
x̂11 x̂12 − x̂21

x̂22 − x̂12 x̂21 − x̂12 + x̂22

]
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëîæíîñòè T (n) ïåðåõîäà ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè n × n
ìàòðèö èìååì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå T (n) 6 4T (n/2) + 3n2/4, êîòîðîå ðàç-
ðåøàåòñÿ â òî÷íîñòè êàê çàÿâëåíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M̂Mn îïåðàòîð óìíîæåíèÿ ìàòðèö â àëüòåðíàòèâíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè. Ïðè åãî ðåàëèçàöèè ìåòîäîì òåîðåìû 2.3 èëè 5.3 âûïîëíÿåòñÿ ðå-
êóðñèâíûé âûçîâ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ âñå ìåíüøåé è ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè,
ïðè ýòîì âñÿêèé ðàç ïåðåìíîæàåìûå ìàòðèöû èìåþò ãîòîâûé äëÿ ïðèìåíåíèÿ
ôîðìóë (7.4) âèä. Äëÿ ñëîæíîñòè M̂Mn ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé (5.10)2),
â êîòîðîé m = 2, r = 7 è s = 12. Òîãäà ïîëó÷àåì

C(MMn) 6 C(M̂Mn) + 3T (n) 6 5nlog2 7 − 4n2 +
9

4
· n2 log2 n.

�

Îöåíêà òåîðåìû 7.4 íåñêîëüêî óñëîâíà, ïîñêîëüêó íà ïðàêòèêå ïðè ìàëûõ n
âûçûâàåòñÿ íå ìåòîä Øòðàññåíà, à, ñêàæåì, ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì óìíîæå-
íèÿ � â ýòîì ñëó÷àå ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ êîíñòàíòà â îöåíêå ñëîæíîñòè îêà-
çûâàåòñÿ åùå ìåíüøå (ñì., íàïðèìåð, [157]).

• Áîäðàòî [144] òàêæå ïîêàçàë, ÷òî ïðè ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè 2 × 2 ìàòðèö êîäàìè ìèíè-
ìàëüíîé äëèíû ìåíåå ÷åì 12 àääèòèâíûìè îïåðàöèÿìè àëãîðèòì óìíîæåíèÿ øòðàññåíîâñêîãî
òèïà îáîéòèñü íå ñìîæåò.

Ý. Êàðñòàäò è Î. Øâàðö [223] òàêæå íàøëè óäîáíûå ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèö äëÿ
äðóãèõ ïîòåíöèàëüíî èíòåðåñíûõ àëãîðèòìîâ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ àëãîðèòìà Ñìèðíîâà [92], îñ-
íîâàííîãî íà áûñòðîì óìíîæåíèè 3 × 3 è 3 × 6 ìàòðèö (ñì. òàêæå [131]). Êðîìå òîãî, áîëåå
ýêîíîìíûå ïðåäñòàâëåíèÿ âîçìîæíû äëÿ êîëåö õàðàêòåðèñòèêè 2, ñì. [222].

Àíàëîãè÷íûé ñïîñîá óñêîðåíèÿ àëãîðèòìà Øòðàññåíà, îïèðàþùèéñÿ íà äðóãóþ, èçáûòî÷-
íóþ, êîäèðîâêó, ïðåäëîæèëè Ì. Öåíê è Ì. Õàñàí [157]. Èõ àëãîðèòì ïðèâîäèò ê òàêîé æå
îöåíêå, êàê â òåîðåìå 7.4, . 5nlog2 7, à ïðè óñëîâèè ïðèìåíåíèÿ ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà óìíî-
æåíèÿ ïðè ìàëûõ ðàçìåðàõ ìàòðèö � ê îöåíêå C(MMn) . 3.55nlog2 7 (äëÿ n = 2k).

Ñëîæíîñòü ôîðìóë äëÿ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 5 e U /2 ·∵

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ñóììû n áóëåâûõ ïåðåìåííûõ ïî ìîäóëþ m â
áàçèñå B0. Ïðèìåíåíèå ïðîñòûõ ôîðìóë (4.1) ïðèâîäèò ê îöåíêå ΦB0(MODm

n ) 4
nlog2m+1 [44]. Ïðè m = 3 ýòà îöåíêà ïîêà íå óëó÷øåíà, à ïðè á�îëüøèõ m áîëåå

2Çäåñü ñóùåñòâåííî, ÷òî íîâàÿ êîäèðîâêà ñîõðàíÿåò ðàçìåð ìàòðèö, ïîýòîìó ñëîæíîñòü
àääèòèâíûõ îïåðàöèé ñ ìàòðèöàìè íå ìåíÿåòñÿ.
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êîðîòêèå ôîðìóëû ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ìåòîä, ïðåäëîæåííûé àâòîðîì â [85]. Â
åãî îñíîâå ëåæèò ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ðàñøèðåííàÿ êîäèðîâêà âõîäîâ.

Ïóñòü S ⊂ Zm. Îïðåäåëèì ôóíêöèè

MODm,S
n (X) =

(
n∑
i=1

xi mod m ∈ S

)
.

Î÷åâèäíî, íàáîð âñåõ ôóíêöèé MODm,S
n , 0 < |S| < m, çàäàåò çíà÷åíèå ñóììû

ïåðåìåííûõ ïî ìîäóëþ m.
Êàæäîìó ìíîæåñòâó S ñîïîñòàâèì áóëåâó m × m ìàòðèöó ISm, ñòðîêè è

ñòîëáöû êîòîðîé çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè èç Zm, à ýëåìåíòû îïðåäåëÿþòñÿ êàê
ISm[i, j] = (i + j ∈ S). Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ïîêðûòèå ìàòðèöû ISm ïðÿìîóãîëü-
íèêàìè (ñïëîøü åäèíè÷íûìè ïîäìàòðèöàìè): ïóñòü k-é ïðÿìîóãîëüíèê îáðàçî-
âàí ïåðåñå÷åíèåì ñòðîê Ak è ñòîëáöîâ Bk. Òîãäà ïðè X = (X1, X2), |X| = n,
|X i| = ni,

MODm,S
n (X) =

∨
k

MODm,Ak
n1

(X1) ·MODm,Bk
n2

(X2). (7.6)

Èç (4.1) âûòåêàåò òîæäåñòâî

MODm,S
n (X) =

m−1∨
k=0

MODm,k
n1

(X1) ·MODm,S−k
n2

(X2), (7.7)

îòâå÷àþùåå ïîêðûòèþ ìàòðèöû îòäåëüíûìè ñòðîêàìè (çäåñü S − k îáîçíà÷àåò
ìíîæåñòâî {r − k | r ∈ S}). Ðàíã ýòîãî ïîêðûòèÿ (÷èñëî ïîêðûâàþùèõ ìàòðèö)
ðàâåí m.

Íåòðèâèàëüíûå îöåíêè ñëîæíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ïîêðûòèÿ
ðàíãà < m. Åñëè â ñëó÷àå m = 3 ïðè ëþáîì S 6= ∅, Zm ìàòðèöû ISm èìåþò
ïîëíûé ðàíã, òî óæå ïðè m = 5 ìàòðèöû I

Zm\{r}
m (ñîâïàäàþùèå ñ Im ñ òî÷íîñòüþ

äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ) èìåþò ðàíã 4, ïðè÷åì ïîêðûòèå îáðàçóþò
ïðÿìîóãîëüíèêè ñî ñòîðîíàìè 2 è 3, ñì. ðèñ. 7.4.
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Ðèñ. 7.4: Ïîêðûòèå ìàòðèöû I5

Òåîðåìà 7.5 ([85]). ΦB0(MOD5
n) ≺ n3.22.



91

I Èòàê, ôóíêöèÿ MOD5,S
n ïðè |S| = 4 ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëîé (7.6) ñ 4-ìÿ ñëà-

ãàåìûìè, à ïðè |S| = 1 � äâîéñòâåííîé ôîðìóëîé (êîíúþíêöèÿ äèçúþíêöèé)
òàêîãî æå ðàçìåðà. Äëÿ îñòàëüíûõ ôóíêöèé MOD5,S

n âûáèðàåì ðåàëèçàöèþ (7.7),
ïîñêîëüêó ìàòðèöû IS5 ïðè 2 6 |S| 6 3 èìåþò ïîëíûé ðàíã.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ïîòåíöèàëîâ, îöåíèì ñëîæíîñòü ôîðìóë, ê êîòîðûì ïðèâî-
äèò óêàçàííàÿ ñòðàòåãèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç pn ñëîæíîñòü ôîðìóë äëÿ MOD5,S

n ,
|S| ∈ {1, 4}, à ÷åðåç qn � ñëîæíîñòü ôîðìóë äëÿ MOD5,S

n , |S| ∈ {2, 3}. Ïóñòü
rn = max{pn, qn/a}, ãäå ïàðàìåòð a áóäåò âûáðàí ïîçäíåå. Èç (7.6) è (7.7) ñëåäó-
åò

r2n 6 max{8qn, 5(pn + qn)/a}.

Ñ öåëüþ ìèíèìèçèðîâàòü îòíîøåíèå r2n/rn âûáèðàåì a = 5+
√

185
16

, â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì r2n 6 8arn. Ñëåäîâàòåëüíî, ΦB0(MOD5

n) 4 n3+log2 a ≺ n3.22. �

• Íåçíà÷èòåëüíîå óòî÷íåíèå îöåíêè òåîðåìû 7.5 âîçìîæíî ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïîäáîðå îï-
òèìàëüíîãî îòíîøåíèÿ n1/n2. Óêàçàííûì ìåòîäîì â ðàáîòå [85] òàêæå ïîëó÷åíû îöåíêè

ΦB0
(MOD7

n) ≺ n3.63, DB0
(MOD5

n) . 3.35 log2 n, DB0
(MOD7

n) . 3.87 log2 n.

Ïðè áîëüøèõ m ïðèîðèòåò èìåþò îöåíêè ãëóáèíû è ñëîæíîñòè îïåðàòîðà Σ1,n, ñì. (7.9).

Áûñòðîå âîçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ â ñòåïåíü e

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà f(x)m â ôàêòîð-
êîëüöå R[x]/(p(x)), ãäå deg f < deg p = n. Ïðè ðåàëèçàöèè àðèôìåòèêè êîíå÷íûõ
ïîëåé ñ ïîäîáíûìè îïåðàöèÿìè ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ðåãóëÿðíî.

Ïðÿìîëèíåéíûé ïîäõîä ñîñòîèò â âûïîëíåíèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ óìíîæåíèé
ñ ïðèâåäåíèåì ïî ìîäóëþ p(x). Åñëè âû÷èñëÿòü ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà f(x), ñëåäóÿ
îïòèìàëüíîé àääèòèâíîé öåïî÷êå äëÿ m, òî âñåãî ïîòðåáóåòñÿ L(m) ∼ log2m
øàãîâ ñëîæíîñòè CAR(MR

n )+CAR(QRR
2n,n) êàæäûé. Äàæå â áëàãîïðèÿòíîì ñëó÷àå

(òåîðåìà 5.2) äåëåíèå ñ îñòàòêîì ¾ñòîèò¿ ïðèìåðíî äâóõ óìíîæåíèé, à îáû÷íî �
íåñêîëüêî áîëüøå. Ï. Ìîíòãîìåðè [254] çàìåòèë, ÷òî óìíîæåíèå â ôàêòîð-êîëüöå
ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè ïåðåéòè ê ñïåöèàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ýëåìåíòîâ. Äàëåå
èçëàãàåòñÿ àäàïòàöèÿ ÷èñëîâîãî ìåòîäà Ìîíòãîìåðè äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïîëîæèì b(x) = xn−1 è q(x) = b−1(x) mod p(x) (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî p(x)
èìååò íåíóëåâîé ñâîáîäíûé ÷ëåí, ìíîãî÷ëåíû b è p âçàèìíî ïðîñòû3)). Ðàññìîò-
ðèì ïðåîáðàçîâàíèå f → f ∗ = fb mod p. Îíî óñòàíàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèå, êîòî-
ðîå íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ îáðàçîâ
ââåñòè îáû÷íûì îáðàçîì, à óìíîæåíèå îïðåäåëèòü êàê f ? g = fgq mod p (óìíî-
æåíèå Ìîíòãîìåðè). Òîãäà (f ± g)∗ = f ∗ ± g∗ è (fg)∗ = f ∗ ? g∗.

Ïóñòü äàëåå h(x) = −p−1(x) mod b(x). Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïðåäëàãàåò ïðîñòîé
ñïîñîá ðåàëèçàöèè óìíîæåíèÿ Ìîíòãîìåðè.

3Åñëè p(x) = p0(x)xk, ãäå x - p0(x), òî çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ïðîùå, ò.ê. âû÷èñëåíèÿ ìîæíî
âûïîëíèòü îòäåëüíî ïî ìîäóëÿì xk è p0(x). Â ïðèëîæåíèÿõ (íàïðèìåð, â àðèôìåòèêå êîíå÷íûõ
ïîëåé) ìíîãî÷ëåí p îáû÷íî íåïðèâîäèì, â ÷àñòíîñòè, x - p(x).
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Ëåììà 7.2. Ïóñòü deg f 6 2n− 2. Òîãäà

f + ((f mod b)h mod b)p

b
= fq mod p. (7.8)

� ×èñëèòåëü äðîáè äåëèòñÿ íà b, ïîñêîëüêó b | f(1 + hp). Ïîýòîìó äðîáü ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè < n, êîòîðûé, êàê âèäíî ïðè äîìíîæåíèè íà bq,
ïðèíàäëåæèò òîìó æå êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ìîäóëþ p, ÷òî è ìíîãî÷ëåí
fq. Òàêèì îáðàçîì, äâà ìíîãî÷ëåíà ïðîñòî ñîâïàäàþò.

Ôîðìóëà (7.8), åñëè â íåå âìåñòî f ïîäñòàâèòü ïðîèçâåäåíèå fg ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè < n, îçíà÷àåò, ÷òî ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ Ìîíòãîìåðè f ? g íå ïðåâîñõî-
äèò 3CAR(MR

n ) +O(n). Ïåðåõîä îò f ê f ∗ = f ? (b2 mod p) ñòîèò òðåõ óìíîæåíèé,
à â îáðàòíóþ ñòîðîíó � äâóõ.

Òåîðåìà 7.6. Ïóñòü p(x) ∈ R[x], deg p = n è x - p(x). Âîçâåäåíèå â ôèêñèðî-
âàííóþ ñòåïåíü m â êîëüöå R[x]/(p(x)) ìîæíî âûïîëíèòü ñõåìîé ñëîæíîñòè
(3L(m) + 3)(CAR(MR

n ) +O(n)) íàä áàçèñîì AR.

I Ðóêîâîäñòâóÿñü êðàò÷àéøåé àääèòèâíîé öåïî÷êîé a0 = 1, a1, . . . , ak = m äëÿ
÷èñëà m, ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëèì ìíîãî÷ëåíû ϕi = faiqai−1 mod p ïî ïðàâèëó
(7.8), ñòàðòóÿ ñ f = fa0qa0−1 mod p. Îêîí÷àòåëüíî fm mod p = ϕk ? a, ãäå ϕk =
fmqm−1 mod p, à ìíîãî÷ëåí a = bm mod p âû÷èñëåí çàðàíåå. �

Áîëåå èçÿùíàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèé f → f ∗ → (fm)∗ → fm (ïî ìîäóëþ p) ïîë-
íîöåííî èñïîëüçóåò âñïîìîãàòåëüíóþ êîäèðîâêó, íî òðåáóåò íà äâà óìíîæåíèÿ
áîëüøå. Îäíàêî ýòîò ñïîñîá ýôôåêòèâåí â ñëó÷àå íåôèêñèðîâàííîãî ìíîãî÷ëå-
íà p èëè êîãäà ÷èñëî m òîæå ÿâëÿåòñÿ âõîäîì àëãîðèòìà è çàäàíî äâîè÷íûì
êîäîì (÷òî ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ íà ïðàêòèêå; òîãäà èñïîëüçóåòñÿ áèíàðíàÿ àääè-
òèâíàÿ öåïî÷êà äëÿ m). Ðàçóìååòñÿ, êîäèðîâêà Ìîíòãîìåðè ïîäõîäèò äëÿ øè-
ðîêîãî êðóãà àðèôìåòè÷åñêèõ çàäà÷ â ôàêòîð-êîëüöå, íå òîëüêî äëÿ âîçâåäåíèÿ
â ñòåïåíü.

• Ïî÷òè áåç èçìåíåíèÿ ìåòîäèêà ìîäóëÿðíûõ âû÷èñëåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà ÷èñëîâûå êîëüöà
Zp � äëÿ íèõ îíà è áûëà èçíà÷àëüíî ðàçðàáîòàíà [254]. Îáû÷íî p � ïðîñòîå n-ðàçðÿäíîå
÷èñëî, à b = 2n. Ëåììà 7.2 óòî÷íÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè f < p2 ëåâàÿ ÷àñòü (7.8) ëèáî
ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé, ëèáî ïðåâîñõîäèò åå íà p.

Àëüòåðíàòèâîé ìåòîäó Ìîíòãîìåðè ñëóæèò ìåòîä Ï. Áàððåòòà [123]. Ìåòîä îñíîâàí íà

ïîäìåíå äåëèòåëÿ: ÷àñòíîå bf/pc ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî bbf/bc · bb2/pc/bc. Åñëè ïðåäâàðèòåëü-
íî âû÷èñëèòü bb2/pc, äàëåå óìíîæåíèå ïî ìîäóëþ p âûïîëíÿåòñÿ ïðè ïîìîùè òðåõ îáû÷íûõ

óìíîæåíèé è íåñêîëüêèõ îïåðàöèé ëèíåéíîé ñëîæíîñòè.

Äðóãèå ïðèëîæåíèÿ

Ôîðìóëû äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïðîèçâîëüíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áóëå-
âà ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ èìååò âèä h(Σ1,n(X)), è ñòàíäàðòíûé ìåòîä åå âû÷èñëåíèÿ çàêëþ-
÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ñóììà âõîäîâ, à çàòåì ðåàëèçó-
åòñÿ ôóíêöèÿ h îò log2 n ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ðàçíûå ðàçðÿäû àðèôìåòè÷åñêîé
ñóììû, âîîáùå ãîâîðÿ, èìåþò ðàçëè÷íóþ ñëîæíîñòü è ãëóáèíó, íà âòîðîì øàãå, êàê ïîêàçàíî
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â [102, 264], âûãîäíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä êàñêàäîâ4). Òàê, â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ñòàíäàðòíûõ
(3, 2)-êîìïðåññîðîâ âåðõíèå îöåíêè ãëóáèíû îïåðàòîðà Σ1,n è êëàññà ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
Sn ñîîòíîñÿòñÿ êàê [264]

DB2(Σ1,n) . 3.71 log2 n, DB2(Sn) . 3.81 log2 n

(ïåðâàÿ îöåíêà äîêàçàíà â ñëåäñòâèè 4.1).
Â ìåòîäå àâòîðà [84] ñóììà Σ = Σ1,n(X) êîäèðóåòñÿ òðîéêîé (Σ2,Σ3,Σ

′), ãäå Σ2 = Σ mod
2k, Σ3 = Σ mod 3l è |Σ′−Σ| < E ïðè 2k ·3l·(2E−1) > n. Âåëè÷èíà Σ2 âû÷èñëÿåòñÿ ïðåäëîæåííîé
â [264] ìîäèôèêàöèåé ìåòîäà êîìïðåññîðîâ, âåëè÷èíà Σ3 � àíàëîãè÷íî, òîëüêî â òðîè÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíûõ òðîè÷íûõ êîìïðåññîðîâ, ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå
ñóììû Σ′ âû÷èñëÿåòñÿ ìåòîäîì Ë. Âýëüÿíòà [308], ñì. äàëåå íà ñòð. 106. Èñòèííîå çíà÷åíèå
ñóììû Σ = Σ1,n(X) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñâîåãî êîäà ïðè ïîìîùè íåñëîæíîé àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîöåäóðû â äóõå Êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ. Ñèììåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ îáùåãî âèäà
ìîæíî ñðàçó âû÷èñëÿòü êàê h(Σ2,Σ3,Σ

′), íå âîññòàíàâëèâàÿ ñóììó Σ. Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà
îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ìëàäøèå ðàçðÿäû ñóìì â ìåòîäå êîìïðåññîðîâ âû÷èñëÿþòñÿ ïðîùå, ÷åì
ñòàðøèå. Íà ýòîì ïóòè ïîëó÷åíû ðåêîðäíûå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îöåíêè:

ΦB0(Σ1,n) 4 n3.91, ΦB0(Sn) 4 n4.01, ΦB2(Σ1,n) 4 n2.84, ΦB2(Sn) 4 n2.95, (7.9)

DB0(Σ1,n) . 4.14 log2 n, DB0(Sn) . 4.24 log2 n, DB2(Σ1,n) . 3.02 log2 n, DB2(Sn) . 3.1 log2 n.

Ýòè îöåíêè, îäíàêî, íåêîíñòðóêòèâíû â ñèëó ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ Σ′. Êîíñòðóêòèâíàÿ âåðñèÿ
ìåòîäà, èñïîëüçóþùàÿ ñîêðàùåííóþ êîäèðîâêó (Σ2,Σ3), ïðåäëîæåíà àâòîðîì ðàíåå â [81, 82].

Ïî÷òè ìîíîòîííàÿ ñëîæíîñòü áóëåâûõ ôóíêöèé. Â ìîíîòîííûõ èëè ïðåèìóùåñòâåííî
ìîíîòîííûõ âû÷èñëåíèÿõ ïðåäâàðèòåëüíàÿ ñîðòèðîâêà âåêòîðîâ ïåðåìåííûõ íåðåäêî ïîçâî-
ëÿåò ñòðîèòü áîëåå ïðîñòûå ñõåìû. Ðàññìîòðèì èçâåñòíûé ïðèìåð. Â 1957 ã. À. À. Ìàðêîâ [49]
óñòàíîâèë ôóíäàìåíòàëüíûé ôàêò: ëþáóþ ñèñòåìó áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ ìîæíî
ðåàëèçîâàòü ñõåìîé â áàçèñå B0, èñïîëüçóÿ âñåãî b(n) = dlog2(n + 1)e ýëåìåíòîâ îòðèöàíèÿ5).
Ëþáàÿ ñõåìà íàä B0 äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî ïðåîáðàçóåòñÿ â ñõåìó ñ b(n) îòðèöàíèÿìè. Ñíà-
÷àëà îòðèöàíèÿ îïóñêàþòñÿ íà óðîâåíü âõîäîâ ïî ïðàâèëàì äå Ìîðãàíà � ïðè ýòîì ñëîæíîñòü
ñõåìû íå áîëåå ÷åì óäâàèâàåòñÿ. Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ ðåàëèçîâàòü îïåðàòîð Vn = (x1, . . . , xn),
ýêîíîìíî èñïîëüçóÿ ýëåìåíòû îòðèöàíèÿ.

Ðåêîðäíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ Vn ñõåìîé ñ b(n) ýëåìåíòàìè îòðèöàíèÿ
ïîëó÷åíà Ð. Áèëçîì [126] (ñì. òàêæå [127]) è èìååò âåëè÷èíó O(n log n). Â îñíîâå ìåòîäà ëå-
æèò íàáëþäåíèå Ì. Ôèøåðà [179] î òîì, ÷òî íà óïîðÿäî÷åííîì íàáîðå âõîäîâ îïåðàòîð Vn
ðåàëèçóåòñÿ ïðîñòî, ñ ëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè n = 3 è x1 > x2 > x3 ñõåìà ñ b(3) = 2 îòðèöàíèÿìè ñòðîèòñÿ òàê.
Âû÷èñëÿåòñÿ x2, çàòåì x1x2 ∨ x3, çàòåì (x1x2 ∨ x3) = (x1 ∨ x2)x3. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

x2((x1 ∨ x2)x3) = x1x2x3 = x1 è x2 ∨ ((x1 ∨ x2)x3) = x1 ∨ x2 ∨ x3 = x3.

Ìåòîä îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî n = 2k − 1: îïèñàííûå âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ
ñ òðîéêàìè xi > xk > xk+i, â ñåðåäèíå âûïîëíÿåòñÿ âûçîâ àëãîðèòìà, âû÷èñëÿþùåãî Vk−1.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îáùàÿ ñëîæíîñòü ñõåìû íå ïðåâîñõîäèò 4n. Âûãîäó îò óïîðÿäî÷åíèÿ
âõîäíîãî íàáîðà äåìîíñòðèðóåò è íèæíÿÿ îöåíêà, äîêàçàííàÿ Ê. Òàíàêîé è Ò. Íèñèíî [304]: â
îáùåì ñëó÷àå ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè îïåðàòîðà Vn ñõåìàìè ñ b(n) îòðèöàíèÿìè íå ìîæåò áûòü
ìåíüøå, ÷åì 5n (ïðè n > 3).

Îáîðîòíîé ñòîðîíîé ìîíîòîííîé êîäèðîâêè ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíàÿ ñëîæíîñòü ïåðåõîäà ê

íåé è â îáðàòíóþ ñòîðîíó6). Ïåðåõîä x1, . . . , xn
SORTn−→ xπ(1), . . . , xπ(n) âûïîëíÿåòñÿ ñõåìîé êîì-

4Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ïî âûáðàííîé
ïåðåìåííîé: f(x1, x2, . . . , xn) = x1f(1, x2, . . . , xn) ∨ x1f(0, x2, . . . , xn), ñì., íàïðèìåð, [45].

5Áîëåå òîãî, îí óêàçàë ïðàâèëî, ïîçâîëÿþùåå îïðåäåëèòü èíâåðñèîííóþ ñëîæíîñòü (ìè-
íèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ îòðèöàíèÿ) ôóíêöèè ïî òàáëèöå åå çíà÷åíèé. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ èíâåðñèîííàÿ ñëîæíîñòü íå ïðåâîñõîäèò blog2(n+ 1)c.

6Ðå÷ü èäåò, êîíå÷íî, î ìîíîòîííîé ÷àñòè êîäà, èñïîëüçóåìîãî äëÿ âõîäíîãî íàáîðà.
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ïàðàòîðîâ7) ñî ñëîæíîñòüþ 4 n log n, åñëè èñïîëüçîâàòü ìåòîäû áûñòðîé ñîðòèðîâêè èç ñå-
ìåéñòâà [116]. Êëþ÷åâîå íàáëþäåíèå Áèëçà [126] ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ âîçâðàòà ê èñõîäíîìó
ïîðÿäêó ïåðåìåííûõ xπ(1), . . . , xπ(n) −→ x1, . . . , xn ìîæíî îáðàòèòü èñõîäíóþ ñõåìó ñîðòèðîâ-
êè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êîìïàðàòîð â ñõåìå âûïîëíÿåò ïðåîáðàçîâàíèå (f, g)→ (f ∨ g, f · g),
òî ïî èçâåñòíûì f ∨ g = f · g è f · g = f ∨ g ôóíêöèè f è g âû÷èñëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì ôîðìóë

f = f · g ∨ (f ∨ g)g, g = f · g ∨ (f ∨ g)f.

Êàê ñëåäñòâèå, ïåðåõîä ê èñòèííîìó ïîðÿäêó ïåðåìåííûõ òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ
4 n log n. Òàêèì îáðàçîì, èíôîðìàöèÿ î ñòðóêòóðå ñîðòèðóþùåé ñõåìû äîïîëíÿåò ìîíîòîííóþ
êîäèðîâêó âõîäíîãî íàáîðà.

Âìåñòî ñîðòèðîâêè â ìåòîäå äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü âûáîð ñðåäíåãî ýëåìåíòà, ñõåìû
ïîëó÷àþòñÿ ïðîùå, íî ïîðÿäîê ñëîæíîñòè íå ìåíÿåòñÿ8). Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñõåìû ëè-
íåéíîé ñëîæíîñòè äëÿ Vn îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Õ. Ìîðèçóìè è Ã. Ñóçóêè [257] ïîñòðîèëè ñõåìó
ëèíåéíîé ñëîæíîñòè, èñïîëüçóÿ log1+o(1) n ýëåìåíòîâ îòðèöàíèÿ.

Èíòåðïîëÿöèÿ è âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà â òî÷êàõ àðèôìåòè÷åñêîé ïðî-

ãðåññèè. Èçâåñòíî, ÷òî âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè < n íà íàáîðå èç n òî÷åê,
à òàêæå îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà ïî çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ
âûïîëíÿþòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ 4 M(n) log n: óòî÷íåííûå â [147] îöåíêè èìåþò âèä ñîîòâåòñòâåí-
íî . 1.5M(n) log2 n è . 2.5M(n) log2 n ïðè n = 2k. Óêàçàííûå îïåðàöèè ìîæíî âûïîëíèòü åùå
áûñòðåå, åñëè ìíîæåñòâî òî÷åê èìååò ñïåöèàëüíóþ ñòðóêòóðó. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñëó÷àÿ àðèô-
ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèèÞ. Ãåðõàðä [191] óêàçàë ÷óòü áîëåå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì. Îí îñíîâàí
íà ïåðåõîäå îò ñòàíäàðòíîé çàïèñè ìíîãî÷ëåíà f(x) =

∑
fix

i ê çàïèñè â ôîðìå Íüþòîíà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç α0, . . . , αn−1 ∈ R íàáîð òî÷åê èíòåðïîëÿöèè. Íüþòîíîâî ïðåäñòàâëåíèå

ìíîãî÷ëåíà f(x) ñòåïåíè < n õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì êîýôôèöèåíòîâ (g0, . . . , gn−1), ãäå

f(x) = g0 + g1(x− α0) + g2(x− α0)(x− α1) + . . .+ gn−1(x− α0) · . . . · (x− αn−2).

Ïóñòü αi = α0 + ih, ãäå h � ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Â ñèëó òîæäåñòâà

V (x) = G(x)S(x) mod xn, ãäå V (x) =

n−1∑
i=0

f(αi)

i!hi
xi, G(x) =

n−1∑
i=0

gix
i, S(x) =

n−1∑
i=0

1

i!hi
xi,

âñå çíà÷åíèÿ f(αi) âû÷èñëÿþòñÿ ïî çàäàííûì gi ñî ñëîæíîñòüþ CA(MR
n ) + O(n). Ñ òàêîé æå

ñëîæíîñòüþ âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à, òàê êàê

G(x) = V (x)S−1(x) mod xn, ãäå S−1(x) =

n−1∑
i=0

(−1)i

i!hi
xi.

Ïåðåõîä ìåæäó ñòàíäàðòíûì è íüþòîíîâûì ïðåäñòàâëåíèåì ìíîãî÷ëåíà âûïîëíÿåòñÿ ôàê-
òè÷åñêè ìåòîäîì ëåììû 6.4 ñ èñïîëüçîâàíèåì âñïîìîãàòåëüíîãî äåðåâà. Àêêóðàòíàÿ îöåíêà
ñëîæíîñòè ïåðåõîäà â ëþáóþ ñòîðîíó, âûïîëíåííàÿ À. Áîñòàíîì è Ý. Øîñòîì â [147], èìååò
âåëè÷èíó . M(n) log2 n ïðè n = 2k. Ñëåäîâàòåëüíî, òàê æå îöåíèâàåòñÿ ñëîæíîñòü è âû÷èñëå-
íèÿ çíà÷åíèé â òî÷êàõ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, è îáðàòíîé çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå êîãäà òî÷êè α0, . . . , αn−1 îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ,
ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé è èíòåðïîëÿöèè èìååò ïîðÿäîê M(n) êàê â ñòàíäàðòíîì, òàê
è â íüþòîíîâîì ïðåäñòàâëåíèè ìíîãî÷ëåíîâ [147].

7Íàïîìíèì, ÷òî êîìïàðàòîð � ýòî ñõåìà, âûïîëíÿþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå (x, y)→ (x∨y, xy).
Ñõåìà èç êîìïàðàòîðîâ � ýòî ôàêòè÷åñêè ôîðìóëà, ñîñòàâëåííàÿ èç ýëåìåíòîâ-êîìïàðàòîðîâ,
â òîì ñìûñëå, ÷òî âåòâëåíèÿ âõîäîâ ïåðåìåííûõ è âûõîäîâ êîìïàðàòîðîâ çàïðåùåíû. Ìíîæå-
ñòâî òàêèõ ñõåì ðåàëèçóåò ðàçëè÷íûå ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè íàáîðîâ ïåðåìåííûõ.

8Íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ñõåì êîìïàðàòîðîâ äëÿ âûáîðà ñðåäíåãî ýëåìåíòà èìååò âåëè-
÷èíó Ω(n log n) [2].



Ãëàâà 8

Ïðèíöèïû äâîéñòâåííîñòè d

Êîíöåïöèÿ äâîéñòâåííîñòè � ýôôåêòèâíûé èíñòðóìåíò â òåîðèè ñèíòå-
çà. Â îáùåé ôîðìå, îíà ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü áëèçîñòü ñëîæíîñòè ðå-
øåíèÿ äâóõ çàäà÷, äâîéñòâåííûõ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå. Òàê, ïîñòðîèâ
áûñòðûé àëãîðèòì äëÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è, ìîæíî ïîëó÷èòü ñòîëü æå
ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå (èëè óñòàíîâèòü åãî ñóùåñòâîâàíèå) äëÿ èñõîäíîé.

Ñëîæíîñòü óíèâåðñàëüíîé ìàòðèöû. Ïðèíöèï òðàíñïîíèðîâàíèÿ d

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ áóëåâîé k× 2k ìàò-
ðèöåé Ók, ñîñòàâëåííîé èç âñåâîçìîæíûõ ðàçëè÷íûõ ñòîëáöîâ âûñîòû k.

Ó3 =

0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1

 .

Óíèâåðñàëüíûå ìàòðèöû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ñèíòåçà, à òàêæå ÿâëÿ-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè äëÿ êîäîâ Õåììèíãà.

Òåîðåìà 8.1. L(Ók) = 2k+1 − 2k − 2.

I Ðåçóëüòàò òåîðåìû ñëåäóåò èç áîëåå îáùåãî ôàêòà, èçâåñòíîãî êàê ïðèíöèï
òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Âåðîÿòíî, îí áûë âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàí Á. Ñ. Ìèòÿãèíûì
è Á. Í. Ñàäîâñêèì [50] â 1965 ã.

Ëåììà 8.1 ([50]). Â ëþáîé êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïå (G,+) äëÿ ëþáîé m×n
ìàòðèöû A áåç íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ âûïîëíåíî

L+(A) +m = L+(AT ) + n. (8.1)

� Ñõåìó, âûïîëíÿþùóþ ïðåîáðàçîâàíèå X → AX, óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå
ãðàôà, îðèåíòèðîâàííîãî îò âõîäîâ ê âûõîäàì. Â êàæäîé âåðøèíå âûïîëíÿåò-
ñÿ ñëîæåíèå ïðîìåæóòî÷íûõ ñóìì, ïîñòóïàþùèõ ïî âõîäÿùèì ðåáðàì. Åñëè â
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âåðøèíó âõîäèò q ðåáåð, òî âû÷èñëåíèå ñóììû âûïîëíÿåòñÿ çà q − 1 îïåðàöèé.
Çàìåòèì, ÷òî ýêâèâàëåíòíàÿ ñëîæíîñòü ñõåìû â ïåðåñ÷åòå íà äâóõâõîäîâûå îïå-
ðàöèè ñëîæåíèÿ ðàâíà ðàçíîñòè ìåæäó ÷èñëîì ðåáåð è ÷èñëîì âåðøèí, íå ñ÷èòàÿ
âõîäîâ.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíò ìàòðèöû A[i, j] ðàâåí ÷èñëó îðèåíòèðîâàííûõ
ïóòåé ìåæäó j-ì âõîäîì è i-ì âûõîäîì (ïóòè ïîäñ÷èòûâàþòñÿ â ñîãëàñèè ñ ãðóï-
ïîâîé îïåðàöèåé).

Òåïåðü, åñëè â ïðîèçâîëüíîé ñõåìå S èçìåíèòü îðèåíòàöèþ ðåáåð íà ïðîòè-
âîïîëîæíóþ, ïîëó÷åííàÿ ñõåìà áóäåò âû÷èñëÿòü òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó
AT (ïî ñâîéñòâó ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ïóòåé), à åå ýêâèâàëåíòíàÿ ñëîæíîñòü áóäåò
ðàâíà L(S) + m − n (îáùåå ÷èñëî âåðøèí â ãðàôå ñõåìû ñîõðàíèëîñü, òîëüêî
âûõîäû ñòàëè âõîäàìè).

Òåïåðü òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ ñîâñåì ïðîñòî. Òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà ÓT
k

ñîäåðæèò 2k − k − 1 ðàçëè÷íûõ ñòðîê âåñà > 2. Ñîãëàñíî ëåììå 3.1, ýòà îöåíêà
äîñòèæèìà. Çíà÷èò, L(ÓT

k ) = 2k−k−1. Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ëåììó 8.1, íå çàáûâ
ó÷åñòü íàëè÷èå íóëåâîãî ñòîëáöà â Ók. �

Âåðõíþþ îöåíêó òåîðåìû 8.1 ìîæíî äîêàçàòü è ìåòîäîì äåëåíèÿ ïîïîëàì,
îäíàêî ïðèìåíåíèå ëåììû 8.1 äàåò îäíîâðåìåííî äîêàçàòåëüñòâî îïòèìàëüíî-
ñòè ñõåìû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, õîòÿ ïðèíöèï òðàíñïîíèðîâàíèÿ êîíñòðóêòèâåí,
ñõåìû, ïîñòðîåííûå ñ åãî ïîìîùüþ, ìîãóò èìåòü çàìûñëîâàòóþ ñòðóêòóðó.

• Òåîðåìà 8.1 â ÷àñòíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî L⊕(Ók) = 2k+1−2k−2. Áîëåå òîãî, À. Â. ×àøêèí [106]
(ñì. òàêæå [107]) ïîêàçàë, ÷òî äîáàâëåíèå â áàçèñ íåëèíåéíûõ îïåðàöèé íå äàåò âûèãðûøà:
CB2(LÓk

) = 2k+1 − 2k − 2. Cêîðåå âñåãî, ýòî õàðàêòåðíî äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ âîîáùå.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áåç ëèíåéíûõ îïåðàöèé ïðèõîäèòñÿ ñëîæíî: êàê ïîêàçàëè À. Ñ. Êóëèêîâ,
Î. Ìåëàíè÷ è È. Ìèõàéëèí [234], CU2(LÓk

) > 5(2k − k − 1).
Â áîëåå øèðîêîì ëèíåéíîì áàçèñå ñïðàâåäëèâ àíàëîã ëåììû 8.1, ñì. ëåììó 8.6 íèæå.
Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà òðàíñïîíèðîâàíèÿ áåç òðóäà óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî îöåíêà (3.4)

àääèòèâíîé ñëîæíîñòè íàáîðà ÷èñåë n1, . . . , ns ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ
âåêòîðà (n1, . . . , ns), èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ ñëîæíîñòè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ x1, . . . , xs →
n1x1 + . . .+ nsxs.

Âîîáùå, ëåììà 8.1 îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé åñëè íå â ïîëó÷åíèè ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ðå-

çóëüòàòîâ, òî â óïðîùåíèè äîêàçàòåëüñòâ. Ñêàæåì, ëåììà 3.3 äîêàçûâàåòñÿ ÷óòü ïðîùå ñ ïðè-

ìåíåíèåì ïðèíöèïà òðàíñïîíèðîâàíèÿ, ïðè ýòîì íåñêîëüêî òî÷íåå ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà.

Ïàðàëëåëüíûå ñõåìû ñóììàòîðîâ. Ìåòîä Ãðèí÷óêà d /2

Ðåçóëüòàò òåîðåìû 2.6 î ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû ïåðåíîñîâ íå ìîæåò
áûòü óëó÷øåí áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî ïîëóêîëüöà R,
â êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ âû÷èñëåíèÿ. Íî â íàèáîëåå èíòåðåñíîì ñëó÷àå R =
(B, ∨, ∧) Ì. È. Ãðèí÷óê [14] ïîëó÷èë áîëåå ñèëüíóþ îöåíêó, ñóùåñòâåííî èñ-
ïîëüçóÿ äâîéñòâåííîñòü îïåðàöèé äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè.

Íàïîìíèì, ÷òî äâîéñòâåííàÿ ê áóëåâîé ôóíêöèè f ôóíêöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ f ∗

è îïðåäåëÿåòñÿ êàê f ∗(X) = f(X). Ñõåìà äëÿ ôóíêöèè f ïðåâðàùàåòñÿ â ñõåìó
äëÿ f ∗ ïðè çàìåíå âñåõ ýëåìåíòîâ íà äâîéñòâåííûå (ýòî ïðèíöèï äâîéñòâåííî-
ñòè). Â ÷àñòíîñòè, CBM (f) = CBM (f ∗). Ïîäðîáíåå ñì. â [113].
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Â ìåòîäå Ãðèí÷óêà âû÷èñëåíèå ôóíêöèè îäíîãî òèïà ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ
ôóíêöèè äâîéñòâåííîãî òèïà. Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè ïîçâîëÿåò èãíîðèðîâàòü
ðàçíèöó ìåæäó òèïàìè è ïðîâåñòè ðåêóðñèâíîå ðàññóæäåíèå. Òðèâèàëüíîé èë-
ëþñòðàöèåé òàêîãî ïîäõîäà ñëóæèò è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.

Èòàê, çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî ñóììàòîðà ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè
ãëóáèíû ôóíêöèé

Fn(X, Y ) = yn−1 ∨ xn−1(yn−2 ∨ . . . ∨ x2(y1 ∨ x1y0) . . .). (8.2)

Òåîðåìà 8.2 ([14]). DBM (Fn) 6 log2 n+ log2 log n+O(1).

I Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.6, ðàññìîòðèì áîëåå øèðîêîå ñåìåéñòâî
ôóíêöèé:

Fr,2k−1(X, Y ) = xr+k−1 · . . . · xk(yk−1 ∨ xk−1(. . . (y1 ∨ x1y0) . . .)),

Fr,2k(X, Y ) = xr+k−1 · . . . · xk(yk−1 ∨ xk−1(. . . (y1 ∨ x1(y0 ∨ x0)) . . .)).

(Âòîðîé èíäåêñ â îáîçíà÷åíèè ôóíêöèè óêàçûâàåò ÷èñëî ïåðåìåííûõ â ÷àñòè
ñ ÷åðåäîâàíèåì îïåðàöèé.) Ïî ïîñòðîåíèþ, Fi = F0,2i−1. Îáîçíà÷èì d(r,m) =
DBM (Fr,m).

Ëåììà 8.2.

d(r + s,m) 6 max{dlog2 re, d(s,m)}+ 1, (8.3)

d(r, 2s+m) 6 max{d(r, 2s), d(s+ 1,m− 1)}+ 1. (8.4)

� Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå òðèâèàëüíî. Âòîðîå âûòåêàåò èç ðàçëîæåíèÿ, îáîáùàþ-
ùåãî òîæäåñòâî y1 ∨ x1y0 = (y1 ∨ x1)(y1 ∨ y0).

Ïóñòü Xk è Y k îáîçíà÷àþò (ïîä)íàáîðû ïåðåìåííûõ X è Y ñ èíäåêñàìè,
îòñ÷èòûâàåìûìè ââåðõ îò k. Ïîëîæèì t = dm/2e, è òàêæå P = xr+s+t−1 · . . . ·xs+t
è Q = ys+t−1 ∨ . . . ∨ yt. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü

Fr,2s+m(X, Y ) = P · F0,2s+m(X, Y ) = P · F0,2s(X
t, Y t) · (Q ∨ F0,m(X, Y )) =

Fr,2s(X
t, Y t) · F ∗s+1,m−1(Y (m mod 2)−1, Xm mod 2). (8.5)

Â ñèëó ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè, äâîéñòâåííûå ôóíêöèè f è f ∗ èìåþò îäèíà-
êîâóþ ãëóáèíó â áàçèñå BM , îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò (8.4).

Ïðè h > 2 è 0 6 r 6 2h − 1 îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû ν(h, r)
ïðàâèëàìè:

ν(2, 0) = ν(2, 1) = ν(2, 2) = 2, ν(2, 3) = 0,

à ïðè h > 2 ðåêóððåíòíî êàê

ν(h+ 1, r) =

{
ν(h, r − 2h), 2h 6 r < 2h+1,

ν(h, r) + ν(h, 1 + ν(h, r)/2), 0 6 r < 2h.
(8.6)
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Äåëåíèå íà 2 âñåãäà âîçìîæíî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ν(h, r) ïðèíèìàåò òîëüêî
÷åòíûå çíà÷åíèÿ.

Âåëè÷èíà ν(h, r) èìååò ñìûñë íèæíåé îöåíêè íàèáîëüøåãî ÷èñëà m, òàêîãî
÷òî ôóíêöèÿ Fr,m ðåàëèçóåòñÿ ñ ãëóáèíîé h. Ýòî ôîðìàëüíî äîêàçûâàåò ñëåäó-
þùàÿ ëåììà.

Ëåììà 8.3. Ïðè ëþáûõ h > 2 è r < 2h ñïðàâåäëèâî d(r, ν(h, r)) 6 h.

� Ïðè h = 2 óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Äîêàæåì èíäóêòèâíûé
ïåðåõîä îò h ê h+ 1.

Åñëè 2h 6 r < 2h+1, òî ñîãëàñíî (8.3), (8.6) è èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ

d(r, ν(h+ 1, r)) = d(r, ν(h, r − 2h)) 6 max{h, d(r − 2h, ν(h, r − 2h))}+ 1 = h+ 1.

Èíà÷å, åñëè r < 2h, òî, ïðèìåíÿÿ (8.6), çàòåì (8.4) è ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè,
ïîëó÷àåì

d(r, ν(h+ 1, r)) = d(r, ν(h, r) + ν(h, 1 + ν(h, r)/2)) 6

max{d(r, ν(h, r)), d(1 + ν(h, r)/2, ν(h, 1 + ν(h, r)/2))}+ 1 6 h+ 1.

Ëåììà 8.4. ν(h, r) > 2h−r−1
h

.

� Ïðè h 6 3 íåðàâåíñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Äîêàæåì èíäóê-
òèâíûé ïåðåõîä îò h ê h+ 1.

Åñëè r > 2h, òî

ν(h+ 1, r) = ν(h, r − 2h) >
2h − (r − 2h)− 1

h
>

2h+1 − r − 1

h+ 1
.

Â ñëó÷àå r < 2h èìååì

ν(h+ 1, r) = ν(h, r) + ν(h, 1 + ν(h, r)/2) >

2h − 2

h
+

(
1− 1

2h

)
ν(h, r) >

2h − 2

h
+

(
1− 1

2h

)
2h − r − 1

h
.

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà l1(r) çàâèñèò îò r ëèíåéíî ñ êîýôôèöèåíòîì a = −2h−1
2h2

. Ïî-

ýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî l1(r) íå ìåíüøå l2(r) = 2h+1−r−1
h+1

, ëèíåéíîé
ôóíêöèè îò r ñ êîýôôèöèåíòîì − 1

h+1
> a, íà îòðåçêå [0, 2h−1], äîñòàòî÷íî ñðàâ-

íèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé â ïðàâîé òî÷êå îòðåçêà, r = 2h−1. Ïðè h > 3 âûïîëíåíî

l1(2h − 1) =
2h − 2

h
>

2h

h+ 1
= l2(2h − 1),

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà.

Ïðè r = 0 ëåììà 8.4 äàåò îöåíêó ν(h, 0) > 2h/h. Òîãäà ñ ïîìîùüþ ëåììû 8.3
âûâîäèì d(0, n) 6 log2 n+ log2 log n+O(1). �

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî êëþ÷åâûì ïóíêòîì äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà (8.5),
ñïðàâåäëèâàÿ â ñèëó äâîéñòâåííîñòè ôóíêöèé áàçèñà.
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Ñëåäñòâèå 8.1 ([14]). DB0(Σn) 6 log2 n+ log2 log n+O(1).

• Ìåòîä òåîðåìû 8.2 îïòèìàëåí ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé â îöåíêå ãëóáèíû,
ò.ê. ðàíåå Á. Êîììåíö-Âàëüòåð äîêàçàëà [164] îöåíêó DBM

(Fn) > log2 n + log2 log n− O(1). Íå
äîëæíî óäèâëÿòü, ÷òî ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè èãðàåò ðîëü è â äîêàçàòåëüñòâå íèæíåé îöåíêè.
Âìåñòå ñ Þ. Ñàòòëåðîì [165] îíè ïîëó÷èëè è îöåíêó äëÿ ïîëíîãî áàçèñà

DB0
(Fn) > log2 n+ (1− o(1)) log2 log log n,

îòêóäà, êàê çàìåòèë Â. Ì. Õðàï÷åíêî [105], â ñèëó DB0(Fn) 6 DB0(Σn) + O(1) ñëåäóåò àíàëî-
ãè÷íàÿ íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ ãëóáèíû ñëîæåíèÿ DB0(Σn).

Ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè Ãðèí÷óêà À. Õåðìàíí [207] ïîñòðîèëà n-ðàçðÿäíûé ñóììàòîð

ëèíåéíîé ñëîæíîñòè è ãëóáèíû log2 n+ log2 log n+ log2 log log n+O(1).

Óìíîæåíèå ïðÿìîóãîëüíûõ è êâàäðàòíûõ ìàòðèö d

Âàæíåéøèì èíñòðóìåíòîì â òåîðèè áûñòðûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö
ÿâëÿåòñÿ òðèëèíåéíîå òîæäåñòâî, íàéäåííîå Â. ß. Ïàíîì [61], ïîçâîëÿþùåå, â
÷àñòíîñòè, ñâîäèòü óìíîæåíèå ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö ê óìíîæåíèþ êâàäðàò-
íûõ.

Ëåììà 8.5 ([61]). Â êîììóòàòèâíîì êîëüöå R äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè π èí-
äåêñîâ m, p, q:

rkRMMm,p,q = rkRMMπ(m),π(p),π(q), rkRMMm,p,q = rkRMMπ(m),π(p),π(q).

Âèêòîð ßêîâëåâè÷
Ïàí

Ãîðîäñêîé óíèâåðñèòåò
Íüþ-Éîðêà, ñ 1988

� Äîêàæåì òîëüêî âòîðîå ðàâåíñòâî. Ïóñòü îïåðàòîð
MMm,p,q äîïóñêàåò (d, r)-ïðåäñòàâëåíèå òèïà (5.11):

udXY =
r∑
l=1

Cl(u)Xl(u)Yl(u) mod ud+1. (8.7)

Òðàíñïîíèðóÿ åãî1), ïîëó÷àåì

udY TXT =
r∑
l=1

CT
l (u)Yl(u)Xl(u) mod ud+1.

Òàêèì îáðàçîì,

rkMMq,p,m 6 rkMMm,p,q. (8.8)

Ñêàëÿðíî óìíîæàÿ (8.7) íàm×q ìàòðèöó ZT (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, âûïîëíÿÿ
òåíçîðíóþ ñâåðòêó2) ñ ZT ), ïîëó÷àåì òðèëèíåéíîå òîæäåñòâî Ïàíà äëÿ (d, r)-
ïðåäñòàâëåíèé:

ud
∑

16i6m, 16j6p, 16k6q

xijyjkzki =
r∑
l=1

Xl(u)Yl(u)Zl(u) mod ud+1, (8.9)

1Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ êîììóòàòèâíîñòü êîëüöà.
2Ïðè ïîäõîäÿùåé ðàññòàíîâêå èíäåêñîâ, íàïðèìåð, xjiy

k
j z
i
k.
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ãäå Zl(u) � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïåðåìåííûõ zik.
Ïîäñòàâëÿÿ â (8.9) xij = 1 è xi′j′ = 0 ïðè âñåõ (i′, j′) 6= (i, j), ïîëó÷àåì (d, r)-

ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñóììû
∑q

k=1 yjkzik. Âñå òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ
ìîæíî îáúåäèíèòü ôîðìóëîé

udY ZT =
r∑
l=1

C ′l(u)Yl(u)Zl(u) mod ud+1,

ãäå C ′l(u) ∈ R[u]p×m. Òàêèì îáðàçîì,

rkMMm,p,q 6 rkMMp,q,m. (8.10)

Âìåñòå (8.8) è (8.10) âëåêóò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ëåììà 8.5 óñòàíàâëèâàåò äâîéñòâåííîñòü ìåæäó áèëèíåéíûìè àëãîðèòìàìè
óìíîæåíèÿ ìàòðèö, îäèíàêîâûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ëèíåéíûõ ðàçìå-
ðîâ. Ïðè ïîìîùè ëåììû 5.4 äëÿ ðàíãà ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ñðàçó
ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 8.2. Â êîììóòàòèâíîì êîëüöå R

rkRMMmpq 6 (rkRMMm,p,q)
3, rkRMMmpq 6 (rkRMMm,p,q)

3.

• Ïðè ïîìîùè ýòîé òåõíèêè èòàëüÿíñêèå ìàòåìàòèêè [140] âûâåëè èç rkMM2,3,2 6 10
íåðàâåíñòâî rkMM12 6 1000, ÷òî ñ ó÷åòîì íàáëþäåíèÿ Ä. Áèíè [139] (òåîðåìà 5.4) âëåêëî
CA(MMn) 4 nlog12 1000+o(1) ≺ n2.78 � íà òîò ìîìåíò ýòî áûëà ðåêîðäíàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè
óìíîæåíèÿ ìàòðèö.

Ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îöåíêà À. Â. Ñìèðíîâà rkMM3,3,6 6 40 [92]. Íà ïðàê-

òèêå àëãîðèòìû òåîðåìû 5.3, îñíîâàííûå íà îöåíêàõ äëÿ ðàíãîâ, èìåþò ïðèîðèòåò ïåðåä àë-

ãîðèòìàìè òåîðåìû 5.4, îñíîâàííûìè íà îöåíêàõ ãðàíè÷íûõ ðàíãîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä

óìíîæåíèÿ ìàòðèö ñî ñëîæíîñòüþ ïîðÿäêà n3 log54 40 ≺ n2.775 èìååò ïðèêëàäíîé ïîòåíöèàë

ïî÷òè íà óðîâíå àëãîðèòìà Øòðàññåíà. Â ïëàíå ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ òàêæå çàñëóæèâà-

þò âíèìàíèÿ ðåçóëüòàòû Â. ß. Ïàíà, ïîëó÷åííûå íåïîñðåäñòâåííûì ïîñòðîåíèåì ýêîíîìíûõ

òðèëèíåéíûõ äåêîìïîçèöèé. Â ÷àñòíîñòè, â [260] îí ïîêàçàë, ÷òî rkMM44 6 36133, îòêóäà

CA(MMn) 4 nlog44 36133 ≺ n2.774 (íà òåêóùèé ìîìåíò, ýòî ðåêîðäíûé ðåçóëüòàò äëÿ ñëîæíîñòè

óìíîæåíèÿ ìàòðèö, íå èñïîëüçóþùèé îöåíêè ãðàíè÷íûõ ðàíãîâ). Ïîäðîáíåå ñì. â [62].

Ñëîæíîñòü ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè è åå ãðàäèåíòà d

Âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ñëîæíîñòè àðèôìåòè÷åñêèõ ñõåì èãðàåò îáíàðóæåííûé
Â. Áàóðîì è Ô. Øòðàññåíîì ôàêò îá ýêâèâàëåíòíîñòè àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíî-
ñòè ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè (íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåíà) è åå ãðàäèåíòà [125]. Íàïîì-

íèì, ÷òî ãðàäèåíò ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) îïðåäåëÿåòñÿ êàê 5f =
(
∂f
∂x1
, . . . , ∂f

∂xn

)
.

Èçÿùíûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòà Áàóðà�Øòðàññåíà, îñíîâàííûé íà
ïðèìåíåíèè ïðèíöèïà òðàíñïîíèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ ñõåì, áûë ïðåäëîæåí áðàòüÿ-
ìè Ñ. Á. è È. Á. Ãàøêîâûìè â [9]. Ïðåäâàðèòåëüíî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå
îáîáùåíèå ëåììû 8.1.
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Ëåììà 8.6 ([78]). Äëÿ ëþáîé m × n ìàòðèöû A íàä êîëüöîì R ñ åäèíèöåé
âûïîëíåíî

CARL (LAT ) 6 CARL (LA) +m− 1, (8.11)

ïðè÷åì ýòî íåðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ íà ñõåìàõ (äëÿ LA è LAT ) ñ îäíèì è òåì
æå íàáîðîì ýëåìåíòîâ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ, íå ñ÷èòàÿ óìíîæåíèé íà −1.

� Ìû äîêàæåì ÷óòü áîëåå ñëàáóþ îöåíêó CARL (LAT ) 6 CARL (LA)+m. Äîêàçàòåëü-
ñòâî î÷åíü ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.1. Ðàññìîòðèì (îðèåíòèðîâàííûé)
ãðàô ñõåìû, âû÷èñëÿþùåé LA, è ïðèïèøåì ðåáðàì ãðàôà âåñ�à: âåñ 1 äëÿ ðåáåð,
âåäóùèõ â ýëåìåíò ñëîæåíèÿ, âåñà 1 è -1 äëÿ ðåáåð, âåäóùèõ â ýëåìåíò âû÷èòà-
íèÿ, è âåñ a � äëÿ ðåáðà, âåäóùåãî â ýëåìåíò óìíîæåíèÿ íà a. Ãðàô ñ âåñàìè
ñîäåðæèò ïîëíóþ èíôîðìàöèþ îá èñõîäíîé ñõåìå

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè íà ðèñ. 8.1à ïðèâåäåíà ñõåìà, âû÷èñëÿþùàÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèå y1 = x1 − x2 − ax3, y2 = x2 − ax3. (Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó
îáîçíà÷åíà •, îòðèöàòåëüíûå âõîäû ýëåìåíòîâ âû÷èòàíèÿ îòìå÷åíû êðóæêàìè.)
Íà ðèñ. 8.1á èçîáðàæåí ãðàô ñõåìû.
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Ðèñ. 8.1: Ïðåîáðàçîâàíèå ñõåìû (à) â ãðàô (á) è â òðàíñïîíèðîâàííóþ ñõåìó (â).

Âåñ îðèåíòèðîâàííîãî ïóòè â ãðàôå îïðåäåëèì êàê ïðîèçâåäåíèå âåñîâ ñî-
ñòàâëÿþùèõ ïóòü ðåáåð. Ïî ïîñòðîåíèþ, ýëåìåíò ìàòðèöû A[i, j] ðàâåí ñóììå
âåñîâ âñåõ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ i-é âõîä è j-é âûõîä. Â òàêîì ñìûñëå ãðàô âû-
÷èñëÿåò ìàòðèöó A.

Ïðè îáðàùåíèè îðèåíòàöèè ãðàôà ïîëó÷èì ãðàô, âû÷èñëÿþùèé ìàòðèöó AT

â óêàçàííîì ñìûñëå. Îñòàëîñü ïðåâðàòèòü åãî â ñõåìó íàä áàçèñîì AL.
Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà êî âñåì ðåáðàì ñ âåñàìè, îòëè÷íûìè îò ±1, ïðèñîåäèíèì

ýëåìåíòû ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ3) (òåì ñàìûì, ìû âîññòàíàâëèâàåì íàáîð ñêà-
ëÿðíûõ óìíîæåíèé èñõîäíîé ñõåìû). Ïîñëå ýòîãî â ñõåìå îñòàþòñÿ òîëüêî ðåáðà
ñ âåñàìè ±1. Îñòàâøèåñÿ âåðøèíû ãðàôà äîëæíû áûòü çàìåíåíû äåðåâüÿìè èç
àääèòèâíûõ ýëåìåíòîâ.

Âûïîëíèì ïðîöåäóðó ¾ïîäúåìà¿ îòðèöàòåëüíûõ ìåòîê îò âõîäîâ ê âûõîäàì.
Åñëè íå âñå ðåáðà, âõîäÿùèå â âåðøèíó, èìåþò ìåòêè −1, òî ñóììèðîâàíèå â

3Áîëåå òî÷íî, ìû ðåáðî âåñà a çàìåíÿåì ýëåìåíòîì óìíîæåíèÿ íà a ñ âõîäÿùèì è èñõîäÿùèì
ðåáðàìè âåñà 1.
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äàííîé âåðøèíå ðåàëèçóåòñÿ äåðåâîì èç äâóõâõîäîâûõ ñëîæåíèé è âû÷èòàíèé4).
Èíà÷å, èíâåðòèðóåì ìåòêè âõîäÿùèõ â âåðøèíó ðåáåð è èñõîäÿùèõ èç íåå, çà
èñêëþ÷åíèåì ðåáåð, âåäóùèõ ê ýëåìåíòàì ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ � â ýòîì ñëó-
÷àå èíâåðòèðîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ê ðåáðàì, èñõîäÿùèì èç óêàçàííûõ ýëåìåíòîâ
óìíîæåíèÿ. Ïðîöåññ îáðûâàåòñÿ íà âûõîäàõ ñõåìû.

Åñëè âñå ðåáðà, ïðèñîåäèíåííûå ê âûõîäó ñõåìû, èìåþò ìåòêè −1, òî ñóììè-
ðîâàíèå â ýòîì âûõîäå ðåàëèçóåòñÿ äåðåâîì èç ýëåìåíòîâ ñëîæåíèÿ è ýëåìåíòîì
óìíîæåíèÿ íà −1. Íà ðèñ. 8.1â èçîáðàæåíà ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñõåìà äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà.

Ñîãëàñíî àðãóìåíòàöèè èç ëåììû 8.1, ÷èñëî äâóõâîäîâûõ ýëåìåíòîâ â ïîëó-
÷åííîé ñõåìå è â èñõîäíîé îòëè÷àåòñÿ íàm−n (îíî ðàâíî ðàçíîñòè ìåæäó ÷èñëîì
ðåáåð è ÷èñëîì âåðøèí â ãðàôå, èñêëþ÷àÿ âõîäû; ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè èçìå-
íÿåòñÿ ìíîæåñòâî âõîäîâ). Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ óìíîæåíèÿ íà íåòðèâèàëüíûå
êîíñòàíòû â îáåèõ ñõåìàõ îäíî è òî æå. Äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçóåòñÿ íå áîëåå n
ýëåìåíòîâ óìíîæåíèÿ íà −1 (ïî ÷èñëó âûõîäîâ).

Íà ñàìîì äåëå, êàê ìîæíî ïðîâåðèòü, â ðåçóëüòàòå ïðîöåäóðû ïîäúåìà îò-
ðèöàòåëüíûõ ìåòîê õîòÿ áû îäèí âûõîä ïîëó÷àåò âõîäÿùåå ðåáðî ñ ìåòêîé 1.
Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ íå áîëåå n− 1 äîïîëíèòåëüíûõ óìíîæåíèé íà −1.

• Îöåíêà ëåììû 8.6 íåóëó÷øàåìà, êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð ïðåîáðàçîâàíèÿ

(x, y1, . . . , ym)→ (x− y1, . . . , x− ym).

Òåîðåìà 8.3 ([125]). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f ∈ R(X), ãäå
R � êîëüöî ñ åäèíèöåé, âûïîëíåíî CARD(f,5f) 6 4CARD(f).

Ôîëêåð Øòðàññåí
Öþðèõñêèé óíèâåðñèòåò,

ñ 1968 ïî 1988

I Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíóþ ñõåìó S äëÿ ôóíêöèè
f(x1, . . . , xn). Ââåäåì íîâûå ôîðìàëüíûå ïåðåìåííûå
dx1, . . . , dxn � äèôôåðåíöèàëû ïåðåìåííûõ � è ïîñòðî-
èì ñõåìó S ′ äëÿ äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè f ,

df =
∂f

∂x1

dx1 + . . .+
∂f

∂xn
dxn.

Ñõåìà S ′ ñòðîèòñÿ ïàðàëëåëüíî ñõåìå S èíäóêòèâíî
îò âõîäîâ ê âûõîäàì. Ïåðåìåííîé xi ñîîòâåòñòâóåò äèô-
ôåðåíöèàë dxi (áàçà èíäóêöèè). Òåïåðü, åñëè î÷åðåäíîé
ýëåìåíò ñõåìû S âûïîëíÿåò îïåðàöèþ u◦v, è äèôôåðåí-
öèàëû du, dv óæå âû÷èñëåíû, òî d(u◦ v) âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ïðàâèëàì:

d(u± v) = du± dv, d(uv) = u · dv+ v · du, d(u/v) = (du− (u/v) · dv)/v. (8.12)

4Â âûðîæäåííîì ñëó÷àå, êîãäà â âåðøèíó âõîäèò åäèíñòâåííîå ðåáðî âåñà 1, âñòàâëÿåòñÿ
ïóñòîå äåðåâî, ò. å. âåðøèíà âìåñòå ñ âõîäÿùèì â íåå ðåáðîì ïðîñòî óäàëÿþòñÿ èç ñõåìû.
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Â ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ íà a èìååì ïðîñòî d(au) = a · du.
Åñëè ðàññìàòðèâàòü S ′ êàê ñõåìó, ïîñòðîåííóþ íà âõîäàõ dx1, . . . , dxn â áàçèñå

AR(X)
D (ò.å. â êà÷åñòâå êîíñòàíò äîïóñêàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ôóíêöèè èç R(X)),

òî ïî ïîñòðîåíèþ åå ñëîæíîñòü íå ïðåâîñõîäèò 3C(S) â ñèëó (8.12).
Ïîñêîëüêó äèôôåðåíöèàë è ãðàäèåíò êàê ëèíåéíûå îïåðàòîðû íàä R(X) ïå-

ðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè5), ñ ïîìîùüþ ëåììû 8.6 ïîëó÷àåì

CAR(X)
L

(5f) 6 CAR(X)
L

(df) 6 3C(S),

ïðè÷åì ñõåìà äëÿ ãðàäèåíòà èñïîëüçóåò ðîâíî òå ¾êîíñòàíòû¿, ÷òî è cõåìà S ′.
Âñå íåîáõîäèìûå êîíñòàíòû âû÷èñëÿþòñÿ ñõåìîé S, ñì. (8.12), ïîýòîìó ïîñëå
ïðèñîåäèíåíèÿ ñõåìû S ê ïîñòðîåííîé ñõåìå ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò:
CARD(f,5f) 6 4C(S). �

Ìåòîä [125] ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ñëîæíîñòüþ îáðàùåíèÿ ìàò-
ðèöû è âû÷èñëåíèÿ åå îïðåäåëèòåëÿ.

Ñëåäñòâèå 8.3 ([125]). Ïóñòü A = (aij) � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà
n × n. Òîãäà ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû A−1 è îïðåäåëèòåëÿ
detA êàê ôóíêöèé êîýôôèöèåíòîâ aij ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

CARD(A−1) 6 4CARD(detA) + n2.

� Îáîçíà÷èì A−1 = (bij). Òîãäà, ñîãëàñíî ïðàâèëó Êðàìåðà,

bij =
1

detA

∂ detA

∂aji
.

Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå 8.3

C(A−1) 6 C(detA,5 detA) + n2 6 4C(detA) + n2.

• Ôàêòè÷åñêè ìåòîä áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà áûë ïðåäëîæåí ðàíåå Ñ. Ëèííàéí-
ìàà [244]. Íåçàâèñèìî ðåçóëüòàò òåîðåìû 8.3 ñ ìåíåå òî÷íîé îöåíêîé ñëîæíîñòè ïîëó÷åí â
ðàáîòå [19].

Òî, ÷òî îáå çàäà÷è � îáðàùåíèå ìàòðèöû è âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ � ïî ïîðÿäêó íå
ñëîæíåå óìíîæåíèÿ ìàòðèö, äîêàçàíî Ô. Øòðàññåíîì â [301].

Àâòîðîì â [78] ïîëó÷åíà (âîîáùå ãîâîðÿ) áîëåå ñèëüíàÿ, ÷åì â òåîðåìå 8.3, îöåíêà

CAR
D

(f,5f) 6 3CAR
D

(f) + n, (8.13)

ãäå n � ÷èñëî àðãóìåíòîâ ôóíêöèè f . Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà áîëåå ñèììåòðè÷íîå âû-
÷èñëåíèå äèôôåðåíöèàëîâ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îïåðàöèé:

d(uv) = (du/u+ dv/v) · (uv), d(u/v) = (du/u− dv/v) · (u/v).

Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò ìåòîäà [125], â ñõåìàõ, ïîñòðîåííûõ ìåòîäîì [78], ìíîæåñòâî ôóíêöèé,
íà êîòîðûå âûïîëíÿåòñÿ äåëåíèå, ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò àíàëîãè÷íîãî ìíîæåñòâà â èñõîäíîé

5Íà åäèíñòâåííûé âõîä òðàíñïîíèðîâàííîé ñõåìû ïîäàåòñÿ êîíñòàíòà 1 ∈ R.
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ñõåìå, âû÷èñëÿþùåé ôóíêöèþ f . Íåðàâåíñòâî (8.13) ñïðàâåäëèâî è â ñëó÷àå ðàçëè÷íîãî âåñà
àääèòèâíûõ è ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îïåðàöèé [78].

Òåîðåìà 8.3 ñîõðàíÿåò ñèëó è â áàçèñå áåç äåëåíèÿ AR. Åñòåñòâåííî, ïðè ýòîì ðå÷ü èäåò î
ñëîæíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ. Îöåíêà (8.13) â òàêîé ñèòóàöèè íåïðèìåíèìà.

Ý. Êàëòîôåí è Ì. Çèíãåð [221] çàìåòèëè, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè òåîðåìû 8.3 äîñòèãàåòñÿ

âìåñòå ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà ãëóáèíû èñõîäíîé ñõåìû. Òî æå âåðíî è äëÿ îöåíêè (8.13),

ñì. [78].



Ãëàâà 9

Âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä P

Â ýòîé ãëàâå ðå÷ü ïîéäåò î ìåòîäàõ ñèíòåçà, îïèðàþùèõñÿ íà âåðîÿòíîñò-
íûå ðàññóæäåíèÿ. Ïðè ýòîì îáû÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñðåäè ìíîæåñòâà
ñõåì îïðåäåëåííîãî âèäà íàéäåòñÿ òà, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò íóæíóþ ôóíê-
öèþ.

Ìîíîòîííûå ôîðìóëû äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ïîðîãîâûõ ôóíêöèé P

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç T kn îáîçíà÷àåòñÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ n ïå-
ðåìåííûõ ñ ïîðîãîì k: T kn (x1, . . . , xn) = (x1 + . . . + xn > k). Â ñëó÷àå k = 1
òðèâèàëüíî âûïîëíÿåòñÿ ΦBM (T 1

n) = n. Ôóíêöèÿ ñ ïîðîãîì 2 ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ
ìåòîäîì äåëåíèÿ ïîïîëàì. Ïóñòü X = (X1, X2), |Xi| = ni. Ñïðàâåäëèâà ôîðìó-
ëà [23]

T 2
n1+n2

(X) = T 1
n1

(X1) · T 1
n2

(X2) ∨ T 2
n1

(X1) ∨ T 2
n2

(X2). (9.1)

Òåîðåìà 9.1 ([29]). ΦBM (T 2
n) 6 nblog2 nc+ 2(n− 2blog2 nc) ∼ n log2 n.

I Ïðèìåíÿåì (9.1) ðåêóðñèâíî, ðàçáèâàÿ ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ ïîïîëàì. �

• Ð. Å. Êðè÷åâñêèé [29] âìåñòå ñ âåðõíåé îöåíêîé òåîðåìû 9.1 ïîëó÷èë è íèæíþþ îöåí-

êó ΦBM
(T 2
n) < n log n. Íà ñàìîì äåëå, êàê ïîçæå óñòàíîâèëè Äæ. Ðàäõàêðèøíàí [277]1) è

Ñ. À. Ëîæêèí [33], îöåíêà òåîðåìû 9.1 ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé äàæå â êëàññå ôîðìóë íàä áàçèñîì B0.

Ïðè ïîñòîÿííûõ k > 3 êîíñòðóêòèâíûå ìåòîäû ñèíòåçà íå ñòîëü òî÷íû, îä-
íàêî ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ ñõåì. Ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò Ë. Ñ. Õàñèíó [99].

Òåîðåìà 9.2 ([99]). Ïðè ïîñòîÿííîì k > 2 ñïðàâåäëèâî ΦBM (T kn ) 4 n log n.

1Ïî ìîäóëþ ðåçóëüòàòà Êðè÷åâñêîãî [29].

105
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I Ïóñòü k | n è (X1
i , . . . , X

k
i ) � ñëó÷àéíûå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ X

íà ðàâíîìîùíûå ïîäìíîæåñòâà2) Xj
i , i ∈ N. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ

f(X) =
t∨
i=1

Hi, Hi = T 1
n/k(X

1
i ) · T 1

n/k(X
2
i ) · . . . · T 1

n/k(X
k
i ). (9.2)

Ôóíêöèÿ íå èìååò èìïëèêàíò äëèíû < k, ïîýòîìó f(X) > T kn (X). Âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî Hi ñîäåðæèò íåêîòîðóþ èìïëèêàíòó I = xj1 · . . . · xjk , îöåíèì êàê

P(Hi > I) = k!P(xj1 ∈ X1
i , . . . , xjk ∈ Xk

i ) = k!
n/k

n
· n/k
n− 1

·. . .· n/k

n− k + 1
>
k!

kk
>

1

ek
.

Òåïåðü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî f íå ñîäåðæèò èìïëèêàíòó I, ìîæíî îöåíèòü êàê

P(f 6> I) =
t∏
i=1

P(Hi 6> I) 6 (1− e−k)t.

Ïðè t ≈ ekk lnn â ñèëó íåðàâåíñòâà (1− 1/x)x < 1/e ïðè x > 1, èìååì

P(f 6= T kn ) = P(∃If 6> I) 6 Ck
n P(f 6> I) < Ck

n/n
k 6 1.

Êàê ñëåäñòâèå, P(f = T kn ) > 0. Ïîýòîìó íåêîòîðàÿ ôîðìóëà âèäà (9.2) ðåàëèçóåò
ôóíêöèþ T kn ñî ñëîæíîñòüþ tn � n log n. �

• Îöåíêà òåîðåìû 9.2 ïî ïîðÿäêó òî÷íà, ΦBM
(T kn ) � n log n, íàïðèìåð, ââèäó ïðîñòîé íèæíåé

îöåíêè ΦBM
(T kn ) > ΦBM

(T 2
n−k+2) [99].

Êîíñòðóêòèâíî äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ìàëûìè ïîðîãàìè äîêàçûâàåòñÿ âåðõíÿÿ

îöåíêà ΦBM
(T kn ) 4 n log n(k2/2)log∗ n â ðàáîòå Ì. Êëåéìàíà è Í. Ïèïïåíäæåðà [226].

Ìîíîòîííûå ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèè ãîëîñîâàíèÿ P ε

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 9.2 âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì k ñëîæíîñòü ìåòîäà ðàñòåò
ýêñïîíåíöèàëüíî, è äëÿ ðåàëèçàöèè ïîðîãîâûõ ôóíêöèé ñ áîëüøèìè ïîðîãàìè,
â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôóíêöèè ãîëîñîâàíèÿ majn = T

n/2
n , ìåòîä íå ãîäèòñÿ. Èçÿùíîå

ðåøåíèå ïðîáëåìû íàøåë Ë. Âýëüÿíò [308]. Ïóñòü α = 3−
√

5
2
≈ 0.38.

Òåîðåìà 9.3 ([308]). DBM (majn) . 2(1 + log4α 2) log2 n < 5.28 log2 n.

I Íà ñàìîì äåëå, ìû áóäåì äîêàçûâàòü ÷óòü áîëåå ñëàáóþ îöåíêó DBM (majn) .
2(1 + logβ 2) log2 n ïðè ïðîèçâîëüíîì ïîñòîÿííîì β ∈ (1, 4α).

2Áîëåå ôîðìàëüíî, ìû ðàññìàòðèâàåì ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå âñåõ ïåðå-
ñòàíîâîê π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} è ïîëàãàåì

Xj = (xπ((j−1)n/k+1), xπ((j−1)n/k+2), . . . , xπ(jn/k)), 1 6 j 6 k.
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Ëåñëè Ãýáðèýë
Âýëüÿíò

Ãàðâàðäñêèé óíèâåðñèòåò,
ñ 1982

Äëÿ ïðîñòîòû ïîëàãàåì n íå÷åòíûì, n = 2m − 1.
Çàäàäèì ñåðèþ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ∆0,∆1, . . .
íà ñïåöèàëüíûõ ìíîæåñòâàõ ìîíîòîííûõ ôîðìóë. Ðàñ-
ïðåäåëåíèå ∆k îõâàòûâàåò ôîðìóëû ãëóáèíû 2k. Ðàñ-
ïðåäåëåíèå ∆0 âêëþ÷àåò òîæäåñòâåííûå ôîðìóëû xi è
êîíñòàíòó 0, ïðè ýòîì äëÿ ôîðìóëû G ∈ ∆0

P(G ≡ 0) = 1− 2α, P(G ≡ xi) =
2α

n
, i = 1, . . . , n.

Ïðè k > 1 ðàñïðåäåëåíèå ∆k âêëþ÷àåò âñåâîçìîæíûå
ôîðìóëû âèäà (G1 ∨ G2)(G3 ∨ G4), ãäå ïîäôîðìóëû Gi

âûáèðàþòñÿ èç ∆k−1 íåçàâèñèìî.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå íàáîðû ïåðåìåííûõ X0 ∈

maj−1
n (0), X1 ∈ maj−1

n (1) ñ âåñàìè ‖X0‖ = m − 1 è
‖X1‖ = m. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè

ôîðìóëû:

pk = P(G(X0) = 1 | G ∈ ∆k), qk = P(G(X1) = 0 | G ∈ ∆k).

Ïî ïîñòðîåíèþ,

pk+1 = (1− (1− pk)2)2, qk+1 = 1− (1− q2
k)

2. (9.3)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {pk} è {qk} ìîíîòîííî óáûâàþò íà
èíòåðâàëàõ (0, α) è (0, 1−α) ñîîòâåòñòâåííî (êðàÿ èíòåðâàëîâ ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè
óðàâíåíèé x = (1− (1− x)2)2 è x = 1− (1− x2)2).

Ëåììà 9.1. Ïðè íåêîòîðîì ïîñòîÿííîì γ > 0 è íåêîòîðîì t 6 logβ n âûïîë-
íåíî

pt < α− γ, qt < 1− α− γ.

� Ïðè t = 0 âåðîÿòíîñòè îøèáêè ðàâíû3)

p0 = P(G ≡ xi | x0,i = 1, G ∈ ∆0) = α− α

n
,

q0 = P(G ≡ 0 | G ∈ ∆0) + P(G ≡ xi | x1,i = 0, G ∈ ∆0) = 1− α− α

n
.

Ïîëàãàÿ εk = pk − α, ñ ó÷åòîì (1− α)2 = α èç (9.3) ïîëó÷àåì

pk+1 = (1− (1− α + εk)
2)2 =

α− 4αεk +
(
(2(1− α) + εk)

2 − 2(1− α)
)
ε2
k 6 α− βεk (9.4)

ïðè óñëîâèè εk 6 γ1. Êàê ñëåäñòâèå, ïðè íåêîòîðîì t1 = logβ n − O(1) èìååì
εt1 > βt1ε0 > γ1.

3×åðåç x0,i è x1,i îáîçíà÷åíû êîìïîíåíòû âåêòîðîâ X0 è X1.
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Àíàëîãè÷íî, îáîçíà÷àÿ δk = qk − (1− α), ïîëó÷àåì

qk+1 = 1− (1− (1− α− δk)2)2 =

1− α− 4αδk −
(
(2(1− α)− δk)2 − 2(1− α)

)
δ2
k 6 1− α− βδk, (9.5)

ïðè óñëîâèè δk 6 γ2. Êàê ñëåäñòâèå, ïðè íåêîòîðîì t2 = logβ n−O(1) âûïîëíåíî
δt2 > βt2ε0 > γ2.

Îñòàåòñÿ âûáðàòü t = max{t1, t2} è γ = min{γ1, γ2}.

Ëåììà 9.2. Ïóñòü pt < α − γ è qt < 1 − α − γ ïðè ïîñòîÿííîì γ > 0. Òîãäà
ïðè íåêîòîðîì u = log2 n+O(1) âûïîëíåíî pt+u, qt+u < 1/2n+1.

� I. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî pt+u′ , qt+u′ 6 1/8 ïðè ïîäõîäÿùåì u′ = O(1). Ïðè
ýòîì ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî γ äîñòàòî÷íî ìàëî, ñêàæåì, γ 6 0.3. Èç (9.3) ñëåäóåò

pk+1 = p2
k(2− pk)2, qk+1 = q2

k(2− q2
k). (9.6)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè p(x) = x−x2(2−x)2 è q(x) = x−x2(2−x2) íà îòðåç-
êàõ Ip = [1/8, α−γ] è ñîîòâåòñòâåííî Iq = [1/8, 1−α−γ] âûïóêëû ââåðõ, ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðèíèìàþò ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ (ýòè çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëü-
íû). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò τ > 0, ïðè êîòîðîì τ 6 minx∈Ip p(x),minx∈Iq q(x).
Òîãäà pk+1 6 pk − τ , êàê òîëüêî pk ∈ Ip è qk+1 6 qk − τ ïðè qk ∈ Iq. Ïîýòîìó
ìîæíî âûáðàòü u′ = (1− α− γ − 1/8)/τ .

II. Èç (9.6) âèäíî, ÷òî pk+1 6 4p2
k è qk+1 6 2q2

k. Ïîýòîìó, îòòàëêèâàÿñü îò
pt+u′ , qt+u′ 6 1/8, âûâîäèì

pt+u′+i 6 2−(2i+2), qt+u′+i 6 2−(2i+1+1).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè i = dlog2 ne ïîëó÷àåì òðåáóåìûå îöåíêè.

Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû ëåìì 9.1 è 9.2, íàõîäèì, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ < 1/2n+1

ôîðìóëà èç ∆t+u íåâåðíî âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ majn íà íàáîðå X0, è òî æå äëÿ
íàáîðà X1. Êàê ñëåäñòâèå, ñ âåðîÿòíîñòüþ > 1/2 ôîðìóëà èç ∆t+u (èìåþùàÿ
ãëóáèíó 2(t+ u)) âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ majn. �

Ñëåäñòâèå 9.1. ΦBM (majn) ≺ n5.28.

• Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 9.3 â èñõîäíîé ôîðìóëèðîâêå òðåáóåòñÿ óñèëåíèå ëåììû 9.1.
Íàïðèìåð, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè t 6 log4α(n/8) âûïîëíåíî

pt < α− (4α)t

4n
, qt < 1− α− (4α)t

3n
. (9.7)

� Äåéñòâèòåëüíî, èç (9.4) â ñèëó εk 6 α âûòåêàåò

4αεk > εk+1 > 4αεk −
(
(2− α)2 − 2(1− α)

)
ε2
k > 4α(1− εk)εk.

Êàê ñëåäñòâèå, èìååì

εt > 4α(1− εt−1)εt−1 > (4α)tε0

t−1∏
i=0

(1− εi) > (4α)tε0

t−1∏
i=0

(1− (4α)iε0). (9.8)
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Èñïîëüçóÿ ñïðàâåäëèâîå ïðè 0 6 x 6 1/2 íåðàâåíñòâî ln(1 − x) > −2x, ñ ó÷åòîì ε0 = α/n è
(4α)t 6 n/8, ïðîèçâåäåíèå â (9.8) ìîæíî îöåíèòü êàê

t−1∏
i=0

(1− (4α)iε0) > e−2ε0(1+(4α)+...+(4α)t−1) > e−2ε0(4α)t/(4α−1) > e−α/(16α−4).

Òàê ïîëó÷àåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (9.7): εt > (4α)tε0e
−α/(16α−4) > (4α)t/(4n).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èç (9.5) ñëåäóåò

δk+1 6 4αδk +
(
(2(1− α))2 − 2(1− α)

)
δ2
k < 4α(1 + δk/4)δk, (9.9)

à ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè δk 6 α/4 � òàêæå

δk+1 > 4αδk +
(
(2(1− α)− α/4)2 − 2(1− α)

)
δ2
k > 4αδk.

Òåì ñàìûì, âåðíî âòîðîå íåðàâåíñòâî â (9.7): δt > (4α)tδ0 > (4α)t/(3n), åñëè òîëüêî δt−1 6 α/4.
Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî δk < 2(4α)kδ0 ïðè k 6 t. Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷èì òðåáóåìîå

íåðàâåíñòâî δt 6 α/4. Ïðè i = 0 äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïðîâåðèì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä îò k − 1
ê k. Ñîãëàñíî (9.9), ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, íåðàâåíñòâàì 1 + x 6 ex è (4α)k 6 n/8,

δk 6 4α(1 + δk−1/4)δk−1 6 (4α)kδ0

k−1∏
i=0

(1 + δi/4) 6 (4α)kδ0

k−1∏
i=0

(1 + (4α)iδ0/2) 6

(4α)kδ0e
(1+4α+...+(4α)k−1)δ0/2 6 (4α)kδ0e

δ0(4α)k/(8α−2) 6 (4α)kδ0e
α/(64α−16) < 2(4α)kδ0.

Ð. Áîïïàíà [146] çàìåòèë, ÷òî ìåòîä Âýëüÿíòà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîðîãîâîé ôóíêöèè âëå÷åò
îöåíêó ΦBM

(T kn ) 4 k4.28n log n (ýòî ëó÷øå, ÷åì â ìåòîäå òåîðåìû 9.2). Îí æå óñòàíîâèë, ÷òî
èñïîëüçóåìàÿ â äîêàçàòåëüñòâå ïîðîæäàþùàÿ ôîðìóëà (G1 ∨G2)(G3 ∨G4) îïòèìàëüíà ñðåäè
áåñïîâòîðíûõ. Â 3-ìåñòíîì ìîíîòîííîì áàçèñå {maj3} À. Ãóïòà è Ñ. Ìàõàäæàí [197] ïîëó÷èëè
ýòèì ìåòîäîì îöåíêó Φ{maj3}(majn) 4 n4.3.

Ìåòîä Âýëüÿíòà äîêàçóåìî ýôôåêòèâåí â ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåíèé ïîðîãîâûõ ôóíêöèé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψk

n êëàññ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ íóëåâûå çíà÷åíèÿ íà íàáîðàõ
âåñà 6 k, è åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ � íà íàáîðàõ âåñà > n − k. Ìåòîäîì òåîðåìû 9.3 äëÿ ëþ-
áîãî ïîñòîÿííîãî α ∈ (0, 1/2) ñòðîèòñÿ ôîðìóëà ñëîæíîñòè O(n2), ðåàëèçóþùàÿ íåêîòîðóþ
ôóíêöèþ èç Ψαn

n . Ñëîæíîñòü ôîðìóëû îïòèìàëüíà ïî ïîðÿäêó ââèäó äîêàçàííîé Ý. Ìóðîì è
Ê. Øåííîíîì [256] íèæíåé îöåíêè ΦBM

(f) > (k + 1)2 äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ Ψk
n.

Îòìåòèì, ÷òî èçâåñòíûå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè äëÿ ôóíêöèè ãîëîñîâàíèÿ èìåþò âèä
ΦBM

(majn) < n2 [256] (÷òî òàêæå ñëåäóåò èç ΦB0
(majn) < n2 [101]) è Φ{maj3}(majn) < nlog2 3 [67].

Â íåñêîëüêèõ ðàáîòàõ ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûòêè îñóùåñòâèòü äåðàíäîìèçàöèþ ìåòîäà.
Íàïðèìåð, Ñ. À. Ëîæêèí è À. À. Ñåìåíîâ [37] óêàçàëè íà âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ôîðìóëû
ñëîæíîñòè L � k6.28n log n äëÿ ôóíêöèè T kn çà âðåìÿ ïîðÿäêà L · log n.

Íàïîìíèì, ÷òî â ðàñøèðåííîì äî ïîëíîãî áàçèñå ëó÷øèå èçâåñòíûå îöåíêè [84] âûòåêàþò

èç (7.9) è îêàçûâàþòñÿ íåíàìíîãî ñèëüíåå: ΦB0
(majn) ≺ n3.91, DB0

(majn) . 4.14 log2 n.

Ñëîæíîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïëîòíûìè ìàòðèöàìè P /2

Äëÿ ëþáîé áóëåâîé ìàòðèöû A òðèâèàëüíî âûïîëíÿåòñÿ L(A) 6 |A|. Â ÷àñòíî-
ñòè, n×n ìàòðèöà ñ ìàëûì ÷èñëîì åäèíèö, |A| � n, èìååò ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü
L(A) � n. Ìåíåå òðèâèàëüíûì îêàçûâàåòñÿ âîïðîñ î ñëîæíîñòè ìàòðèö ñ ìàëûì
÷èñëîì íóëåé. Âåðíî ëè, ÷òî L(A) 4 |A|? Ìåòîä ðàáîòû ðîññèéñêèõ ìàòåìàòè-
êîâ [235] ôàêòè÷åñêè äàåò óòâåðäèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.
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Òåîðåìà 9.4. Äëÿ ëþáîé áóëåâîé n × n ìàòðèöû A âåñà n2 − qn, ãäå 1 6 q 6
n log−4 n, âûïîëíåíî L(A) 4 qn.

I Íóëè ðàçáèâàþò êàæäóþ ñòðîêó ìàòðèöû íà èíòåðâàëû � ïîä èíòåðâàëîì
ìû ïîíèìàåì ïîäñòðîêó èç åäèíèö â ïîñëåäîâàòåëüíî èäóùèõ ñòîëáöàõ. Èí-
òåðâàëüíîé ñóììîé íàçîâåì ñóììó ïåðåìåííûõ ñ ïîñëåäîâàòåëüíûìè èíäåêñàìè
xi+xi+1 + . . .+xj. Íàì ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà î ñëîæíîñòè âû÷èñ-
ëåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ñóìì, êîòîðàÿ äîêàçàíà Í. Àëîíîì è Á. Øèáåðîì [120].

Ëåììà 9.3 ([120]). Ëþáóþ èíòåðâàëüíóþ ñóììó íà ìíîæåñòâå n ïåðåìåííûõ
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå u + v, ãäå âñå íåîáõîäèìûå ñóììû u, v âû÷èñëÿþòñÿ
àääèòèâíîé ñõåìîé ñëîæíîñòè n log n.

� Ðàçäåëèì ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ ïîïîëàì, ñ ìëàäøèìè è ñî ñòàðøèìè èíäåê-
ñàìè. Ñî ñëîæíîñòüþ O(n) âû÷èñëèì ïðåôèêñíûå ñóììû ïåðåìåííûõ ñî ñòàðøè-
ìè èíäåêñàìè è ñóôôèêñíûå ñóììû ïåðåìåííûõ ñ ìëàäøèìè èíäåêñàìè. Ëþáàÿ
èíòåðâàëüíàÿ ñóììà ñî ñëàãàåìûìè èç îáåèõ ïîëîâèí ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû
íåêîòîðûõ ñóôôèêñà è ïðåôèêñà èç óæå âû÷èñëåííîãî. Äëÿ ðåàëèçàöèè ñóìì,
öåëèêîì ëåæàùèõ âíóòðè êàæäîé èç ïîëîâèí, âîñïîëüçóåìñÿ ðåêóðñèåé. Ñëîæ-
íîñòü ñõåìû T (n) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ T (n) 6 2T (n/2) + O(n), îòêóäà
T (n) 6 n log n.

Ïðè ïîäõîäÿùåé ïåðåñòàíîâêå ñòðîê ìàòðèöó A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A =

[
A0

A1

]
, ãäå êàæäàÿ ñòðîêà ïîäìàòðèöû A0 ñîäåðæèò 6 q log n íóëåé, à êàæäàÿ

ñòðîêà ïîäìàòðèöû A1 � áîëåå q log n íóëåé. Ïî óñëîâèþ, ìàòðèöà A1 èìååò
ðàçìåð O(n/ log n)× n.

Ñòðîêè ìàòðèöû AT1 ðàñïàäàþòñÿ íà O(qn) èíòåðâàëîâ. Ïîýòîìó ñîãëàñíî
ëåììå 9.3, L(AT1 ) 4 qn, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðèíöèïà òðàíñïîíèðîâàíèÿ (ëåì-
ìà 8.1), L(A1) 4 qn.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A0. Ñòðîêè ìàòðèöû A0 òàêæå ðàñïàäàþòñÿ íà O(qn)
èíòåðâàëîâ. Ðàçîáüåì ìàòðèöó íà âåðòèêàëüíûå ïîëîñû øèðèíû l = log n. Èí-
òåðâàëû, êîòîðûå öåëèêîì ëåæàò âíóòðè îäíîé ïîëîñû, íàçîâåì ïðîñòûìè,
îñòàëüíûå � ñîñòàâíûìè.

I. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáóþ ñîñòàâíóþ èíòåðâàëüíóþ ñóììó ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå t+u+v+w, ãäå âñå ïðîìåæóòî÷íûå ñóììû t, u, v, w âû÷èñëÿþòñÿ àääèòèâíîé
ñõåìîé ñëîæíîñòè (n/l) log(n/l) +O(n).

Äëÿ ýòîãî â êàæäîé ïîëîñå âû÷èñëèì ïðåôèêñíûå è ñóôôèêñíûå ñóììû
ñ îáùåé ñëîæíîñòüþ O(n), âêëþ÷àÿ ñóììû âñåõ ïåðåìåííûõ ïîëîñû (ãðóïïî-
âûå ñóììû). Ãðóïïîâûå ñóììû (èõ n/l) ïîäàäèì íà âõîäû ñõåìû èç ëåììû 9.3:
ïîëó÷èì êîìïîíåíòû u, v äëÿ èíòåðâàëüíûõ ãðóïïîâûõ ñóìì. Ñëîæíîñòü ñõå-
ìû (n/l) log(n/l). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ñîñòàâíàÿ èíòåðâàëüíàÿ
ñóììà, îòëè÷íàÿ îò ãðóïïîâîé ñóììû, íåèçáåæíî ïåðåñåêàåò íåñêîëüêî ïîëîñ
è ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñóììà ñóôôèêñà t, ïðåôèêñà w è èíòåðâàëüíîé
ãðóïïîâîé ñóììû u+ v.

Êàê ñëåäñòâèå, âñå ñîñòàâíûå èíòåðâàëüíûå ñóììû äëÿ ìàòðèöû A0 âû÷èñëÿ-
þòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ (n/l) log(n/l) + O(qn). Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç s ñóììàðíîå
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÷èñëî ïîëîñ ñ ïðîñòûìè èíòåðâàëàìè ïî âñåì ñòðîêàì ìàòðèöû A0, òî èìååì
L(A0) 6 (n/l) log(n/l) +O(qn) + sl.

II. Öåíòðàëüíûì ìåñòîì äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå:
âñåãäà íàéäåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ ìàòðèöû A0, ïðè êîòîðîé ÷èñëî s äî-
ñòàòî÷íî ìàëî. Ðàññóæäåíèå ïðîâîäèòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ìåòîäîì.

Ïóñòü ñòðîêà ñîäåðæèò r íóëåé. ×èñëî ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ ñòðîêè, ïðè
êîòîðûõ â êîíêðåòíîé ïîëîñå åñòü ïðîñòîé èíòåðâàë, ãðóáî îöåíèì ñâåðõó êàê
C2
l+2C

r−2
n (ïåðâûé ìíîæèòåëü îöåíèâàåò ÷èñëî ñïîñîáîâ çàäàíèÿ ãðàíèö èíòåð-

âàëà, âòîðîé � ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçìåñòèòü îñòàëüíûå r − 2 íóëåé).
Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà ïîëîñ ñ ïðîñòûìè èíòåðâàëàìè â îä-

íîé ñòðîêå ïî ïîðÿäêó íå ïðåâîñõîäèò

(n/l)
C2
l+2C

r−2
n

Cr
n

4
nlr(r − 1)

(n− r)(n− r + 1)
4
q2 log3 n

n

ñ ó÷åòîì l = log n è r 6 q log n. Ñëåäîâàòåëüíî, E[s] 4 q2 log3 n. Òàêèì îáðàçîì,
ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ s 4 q2 log3 n. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

L(A) 6 L(A0) + L(A1) 4 qn+ q2 log4 n 4 qn.
�

Â ÷àñòíîñòè, â íàèáîëåå èíòåðåñíîì ñëó÷àå q = O(1) èìååò ìåñòî (ýòî îñíîâ-
íîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [235])

Ñëåäñòâèå 9.2 ([235]). Äëÿ ëþáîé áóëåâîé n × n ìàòðèöû A âåñà n2 − O(n)
âûïîëíåíî L(A) � n.

• Ìîùíîñòíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåçóëüòàò òåîðåìû 9.4 òî÷åí ïî ïîðÿäêó ïðè
log(n/q) � log n. Àâòîðû [235] òàêæå ïðåäëîæèëè êîíñòðóêòèâíûé, íî áîëåå äëèííûé ïóòü
äîêàçàòåëüñòâà ï. II.

Îáùóþ çàäà÷ó îöåíêè àääèòèâíîé ñëîæíîñòè êëàññà áóëåâûõ m×n ìàòðèö çàäàííîãî âåñà
αmn, 0 < α < 1, ïîñòàâèë Ý. È. Íå÷èïîðóê â [52, 54]. Îí óñòàíîâèë ïîðÿäîê ñëîæíîñòè (áîëåå

òî÷íî ñ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ÷åì äàåò òåîðåìà 9.4) ïðè íåêîòîðûõ ñîîòíîøåíèÿõ

ìåæäó α, m è n.



Ãëàâà 10

Ìåòîä ìàññîâîãî ïðîèçâîäñòâà m

Èäåÿ ìàññîâîãî ïðîèçâîäñòâà ðàáîòàåò, êîãäà ñòîèìîñòü (ñëîæíîñòü)
åäèíèöû ïðîäóêöèè ìîæåò áûòü ïîíèæåíà ïðè èçãîòîâëåíèè íåñêîëüêèõ
ïîäîáíûõ åäèíèö. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì ñ îäíîé ñòîðîíû
ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ýòî âîçìîæíî â ïðèíöèïå, à ñ äðóãîé � ñèòóàöèè,
â êîòîðûõ ìàññîâîå ïðîèçâîäñòâî ïðèíîñèò ïîëåçíûé ðåçóëüòàò.

Ãðóïïîâûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ m

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðèìåíåíèÿ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ AX ê íåñêîëüêèì
íåçàâèñèìûì (ïåðåìåííûì) âåêòîðàì X1, . . . , Xm. Â ìîäåëè ìîíîòîííûõ àääè-
òèâíûõ ñõåì î÷åâèäíî âûïîëíåíî L(AX1, . . . , AXm) = m ·L(AX). Îäíàêî ïðè âû-
ïîëíåíèè âû÷èñëåíèé â ïîëå ÷àñòî ìîæíî ïîëó÷èòü ëó÷øóþ îöåíêó, èñïîëüçóÿ
áûñòðîå óìíîæåíèå ìàòðèö. Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïðèíàäëåæèò Â. Ïàóëþ [268]1).

Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü F � ïîëå, A ∈ Fn×n è S � áèëèíåéíàÿ ñõåìà óìíîæåíèÿ
ìàòðèö ðàçìåðà n× n è n×m íàä F. Òîãäà CAF

L
(AX1, . . . , AXm) 6 C(S).

I Äîêàçàòåëüñòâî òðèâèàëüíî. Âåêòîðà X1, . . . , Xm îðãàíèçóþòñÿ â ìàòðèöó ïå-
ðåìåííûõ X. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ AX èñïîëüçóåì ñõåìó S, â êîòîðîé,
ïîñêîëüêó îäèí èç âõîäîâ (ìàòðèöà A) ïîñòîÿííûé, íåñêàëÿðíûå óìíîæåíèÿ
ïðåâðàùàþòñÿ â ñêàëÿðíûå (âàæíî, ÷òî ñõåìà S áèëèíåéíà). �

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíóþ îöåíêó ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö [171, 310], ïîëó-
÷àåì

Ñëåäñòâèå 10.1. Ïóñòü A ∈ Bn×n. Òîãäà L⊕(In ⊗ A) 4 n2.38.

• Ñëåäñòâèå óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå áóëåâîé ìàòðèöû âèäà A =

[
A1 0
0 A2

]
, êîòîðàÿ

âû÷èñëÿþòñÿ ïðîùå, ÷åì ñîñòàâëÿþùèå åå ìàòðèöû A1 è A2: L⊕(A) < L⊕(A1) + L⊕(A2). Äî-

ñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ìàòðèöó In ⊗A c óñëîâèåì L⊕(A) ∼ n2/ log2 n.

1Â ðàáîòå [268] îí ôîðìóëèðóåòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ðåàëèçàöèè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
íàä {B,∨} ñõåìàìè â ïîëíîì áàçèñå.
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Âû÷èñëåíèå áóëåâîé ôóíêöèè íà íåñêîëüêèõ âõîäíûõ íàáîðàõ m c

Â ñâåòå òîãî, ÷òî ïóòü ê îïòèìàëüíîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé áóëåâîé ôóíêöèè
ëåæèò ÷åðåç âû÷èñëåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (òåîðåìà 3.2), åñòåñòâåííî îæè-
äàòü, ÷òî òàêæå ìîæíî óñêîðèòü âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè íà íåñêîëüêèõ
âõîäíûõ íàáîðàõ. Ðåçóëüòàò Ä. Óëèãà [96] ïîäòâåðæäàåò ýòî ïðåäïîëîæåíèå (ìû
äîêàçûâàåì åãî â îñëàáëåííîé ôîðìå).

Òåîðåìà 10.2 ([96]). Ïóñòü X, Y � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ãðóïïû n áóëåâûõ ïåðå-
ìåííûõ. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f

CB2(f(X), f(Y )) . 2n/n.

I Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f(X) ïî ïåðâûì r ïåðåìåííûì X1:

f(X1, X2) =
⊕
σ∈Br

Xσ
1 · fσ(X2), Xσ

1 =
r∏
i=1

xσi1,i.

Ïóñòü â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìåþòñÿ ñõåìû, íåçàâèñèìî âû÷èñëÿþùèå 2r + 1
ôóíêöèþ

g0 = f0, g1 = f0 ⊕ f1, . . . , gi = fi−1 ⊕ fi, . . . , g2r−1 = f2r−2 ⊕ f2r−1, g2r = f2r−1

(çäåñü èíäåêñû i = σ èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê äâîè÷íûå ÷èñëà). Çàìåòèì, ÷òî

g0 ⊕ . . .⊕ gi = fi = gi+1 ⊕ . . .⊕ g2r .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè X1 = i 6 j = Y1, òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü fi(X2) è
fj(Y2), ïîäàâ íà âõîäû ñõåì, âû÷èñëÿþùèõ g0, . . . , gi, ïåðåìåííûå X, à íà âõîäû
ñõåì, âû÷èñëÿþùèõ gj+1, . . . , g2r , � ïåðåìåííûå Y . Â ñëó÷àå i > j ïåðåìåííûå
X è Y ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Â ñîãëàñèè ñ óêàçàííûì ïðàâèëîì ââåäåì ôóíêöèè-
èíäèêàòîðû

ηXi = (i 6 X1 6 Y1) ∨ (i > X1 > Y1), ηYi = (i > Y1 > X1) ∨ (i 6 Y1 < X1),

âûáèðàþùèå, èñïîëüçîâàòü ñõåìó gi äëÿ âû÷èñëåíèÿ f(X) èëè äëÿ âû÷èñëåíèÿ
f(Y ). Îêîí÷àòåëüíî çíà÷åíèÿ f(X) è f(Y ) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

f(X) =
2r⊕
i=0

ηXi gi(Zi), f(Y ) =
2r⊕
i=0

ηYi gi(Zi), Zi = ηXi X2 ∨ ηYi Y2.

Ñëîæíîñòü êàæäîé èíäèêàòîðíîé ôóíêöèè è îïåðàòîðà Zi ëèíåéíà, ïîýòîìó

C(f(X), f(Y )) 6
∑
i=0

2rC(gi) +O(2rn) . (2r + 1)
2n−r

n− r
+O(2rn)

ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2. Äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü r ∼ log n. �
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Ìû âèäèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè òàáëèöà ôóíê-
öèè (ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäãîòîâëåííàÿ) ôàêòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ îäíîêðàò-
íî, ÷òî è ïðèâîäèò ê ýêîíîìèè ñëîæíîñòè.
• Ìåòîä òåîðåìû 10.2 îñòàâëÿåò îãðîìíûé çàïàñ äëÿ óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà çíà÷åíèé, êîòîðûå
ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû àñèìïòîòè÷åñêè áåç óâåëè÷åíèÿ ñëîæíîñòè. Óëèã [97] çàìåòèë, ÷òî
(1 + o(1))2r âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé gi äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f
íà s = 2o(r/ log r) íåçàâèñèìûõ íàáîðàõ. Êàê ñëåäñòâèå [306]2) (ñì. òàêæå [46]),

CB2
(f(X1), . . . , f(Xs)) . 2n/n.

Äæ. Ãàëüáüÿòè è Ì. Ôèøåð [187] ïîêàçàëè, ÷òî àíàëîã òåîðåìû 10.2 â ìîíîòîííîì áàçèñå
íå èìååò ìåñòà:

CBM
(f(X), g(Y )) = CBM

(f) + CBM
(g), (10.1)

åñëè X è Y èìåþò íå áîëåå îäíîé îáùåé ïåðåìåííîé.

Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ìåòîä ïðÿìûõ ñóìì m ε

Àðíîëüä Ø�åíõàãå
Òþáèíãåíñêèé óíèâåðñèòåò,

ñ 1972 ïî 1989

Åñëè â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýêî-
íîìèÿ ñëîæíîñòè ïðè ìàññîâîì ïðîèçâîäñòâå âîçìîæíà,
òî â ýòîì ðå÷ü ïîéäåò î ïðèëîæåíèè ïðèíöèïà ìàññîâî-
ãî ïðîèçâîäñòâà ê îäíîé èç öåíòðàëüíûõ çàäà÷ òåîðèè
âû÷èñëåíèé � áûñòðîì óìíîæåíèè ìàòðèö.

Ìåòîä ïðÿìûõ ñóìì À. Ø�åíõàãå [289] ñëóæèò íåòðè-
âèàëüíûì îáîáùåíèåì ñëåäñòâèÿ 8.2 � îí ïîçâîëÿåò ýô-
ôåêòèâíî ïðåâðàùàòü ñõåìû äëÿ íåñêîëüêèõ íåçàâèñè-
ìûõ ìàòðè÷íûõ óìíîæåíèé â ñõåìû óìíîæåíèÿ êâàäðàò-
íûõ ìàòðèö.

×åðåç T1 ⊕ T2 áóäåì îáîçíà÷àòü îáúåäèíåíèå ñèñòåì
áèëèíåéíûõ ôîðì T1(X, Y ) è T2(X ′, Y ′), ïîñòðîåííûõ íà
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâàõ ïåðåìåííûõ, X ∩ X ′ =
Y ∩ Y ′ = ∅ (íîâàÿ ñèñòåìà èìååò ñìûñë ïðÿìîé ñóì-
ìû òåíçîðîâ). Ïóñòü äëÿ êðàòêîñòè T⊕s îçíà÷àåò ïðÿìóþ ñóììó s ýêçåìïëÿðîâ
ñèñòåìû T .

Êàêóþ ïîëüçó ìîãóò ïðèíåñòè ïðÿìûå ñóììû? Î÷åâèäíî, rk (T1 ⊕ T2) 6
rk T1 + rk T2 è rk (T1 ⊕ T2) 6 rk T1 + rk T2. Ïðè ýòîì, åñëè â îòíîøåíèè ïåðâîãî
íåðàâåíñòâà åñòü ãèïîòåçà (ïîêà íå îïðîâåðãíóòàÿ), ÷òî íà ñàìîì äåëå èìååò ìå-
ñòî ðàâåíñòâî, òî äëÿ ãðàíè÷íûõ ðàíãîâ ýòî íå òàê. Èçÿùíûé ïðèìåð ïîñòðîèë
À. Ø�åíõàãå [289].

Òåîðåìà 10.3 ([289]). Â êîëüöå R ñïðàâåäëèâî

rkR (MMm,1,p ⊕MM1,(m−1)(p−1),1) = mp+ 1.

I Äëÿ çàïèñè ïðåäñòàâëåíèÿ, äîêàçûâàþùåãî âåðõíþþ îöåíêó, óäîáíî èñïîëü-
çîâàòü òðèëèíåéíîå òîæäåñòâî (8.9). Ïóñòü

m∑
i=1

p∑
j=1

xiyjzj,i,

m−1∑
i=1

p−1∑
j=1

xi,jyi,jz

2Öèòèðóåòñÿ ïî [314].
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òðèëèíåéíûå ôîðìû, êîòîðûå òðåáóåòñÿ âûðàçèòü. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáî-
çíà÷åíèÿ

xm,j = −
m−1∑
i=1

xi,j, ym,j = 0, xi,p = 0, yi,p = −
p−1∑
j=1

yi,j.

Ïîäõîäÿùåå ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä

u2

m∑
i=1

p∑
j=1

(xiyjzj,i + xi,jyi,jz) =

m∑
i=1

p∑
j=1

(xi + uxi,j)(yj + uyi,j)(z + u2zj,i)−

(
m∑
i=1

xi

)(
p∑
j=1

yj

)
z mod u3.

Òî÷íîñòü îöåíêè î÷åâèäíà ââèäó òîãî, ÷òî ñèñòåìà ñîäåðæèò mp + 1 ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ôîðì. �

• Ïðè ýòîì rkMMm,1,p = mp è rkMM1,(m−1)(p−1),1 = (m−1)(p−1) (â ñèëó ðàçìåðíîñòè ñèñòåì;

âî âòîðîì ñëó÷àå, ñ ó÷åòîì ëåììû 8.5 � êîììóòàòèâíîñòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íå òðåáóåòñÿ).

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÷àñòî íàçûâàþò τ -òåîðåìîé Ø�åíõàãå.

Òåîðåìà 10.4 ([289]). Ïóñòü â êîììóòàòèâíîì êîëüöå R âûïîëíåíî
rkR

⊕k
i=1MMmi,pi,qi = r > 2 è mipiqi > 2 ïðè íåêîòîðîì i, à w îïðåäåëÿåòñÿ

èç ñîîòíîøåíèÿ
∑

i(mipiqi)
w/3 = r. Òîãäà

CAR(MMn) 4 nw+o(1).

I Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äèñòðèáó-
òèâíà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ñóììû:

(T1 ⊕ T2)⊗ T = (T1 ⊗ T )⊕ (T2 ⊗ T ), T ⊗ (T1 ⊕ T2) = (T ⊗ T1)⊕ (T ⊗ T2).

Â ÷àñòíîñòè, ëåììà 5.4 ïðèìåíèòåëüíî ê ïðîèçâåäåíèþ ïðÿìûõ ñóìì ôîðìó-
ëèðóåòñÿ òàê: åñëè ñèñòåìà

⊕I
i=1 Ti èìååò (d1, r1)-ïðåäñòàâëåíèå, à

⊕J
j=1 T

′
j èìå-

åò (d2, r2)-ïðåäñòàâëåíèå íàä êîëüöîì R, òî ñèñòåìà
⊕I

i=1

⊕J
j=1(Ti ⊗ T ′j) èìååò

(d1 + d2, r1r2)-ïðåäñòàâëåíèå.
Äîêàæåì åùå îäíó ëåììó î ãðàíè÷íîì ðàíãå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ëåììà 10.1 ([289]). Ïóñòü ñèñòåìà T1 èìååò (d, r)-ïðåäñòàâëåíèå, à ñèñòåìà
T⊕r2 èìååò (d′, r′)-ïðåäñòàâëåíèå íàä êîëüöîì R. Òîãäà T1⊗T2 èìååò (d+d′, r′)-
ïðåäñòàâëåíèå.

� Ïðè ïîìîùè äàííîãî óñëîâèåì (d, r)-ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ T1 çàïèøåì

ud(T1 ⊗ T2) =
r∑
l=1

Cl(u)⊗ (Xl(u)Yl(u)) mod ud+1,
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ãäå Cl(u) ∈ R[u]dimT1 , à Xl(u) è Yl(u) � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ ïåðåìåí-
íûõ X i è Y j ñîîòâåòñòâåííî. Ñ÷èòàÿ r âíóòðåííèõ ïðîèçâåäåíèé XlYl íåçàâèñè-
ìûìè, âûðàçèì èõ ïðè ïîìîùè çàäàííîãî (d′, r′)-ïðåäñòàâëåíèÿ (äîìíîæèâ íà
ud
′
):

ud+d′(T1 ⊗ T2) =
r∑
l=1

Cl(u)⊗

(
r′∑
s=1

C ′l,s(u)X ′s(u)Y ′s (u)

)
mod ud+d′+1 =

r∑
l=1

r′∑
s=1

(Cl(u)⊗ C ′l,s(u))X ′s(u)Y ′s (u) mod ud+d′+1,

ãäå C ′l,s(u) ∈ R[u]dimT2 , à X ′s(u) è Y ′s (u) � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè êîìïîíåíò âåê-
òîðîâ Xl(u) è Yl(u) ñîîòâåòñòâåííî, ò. å. â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïðîñòî ëèíåéíûå êîì-
áèíàöèè ïåðåìåííûõ. Òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå ïîñòðîåíî.

Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû, êîòîðîå ïðîâå-
äåì òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ k = 2 (îáùèé ñëó÷àé íå îòëè÷àåòñÿ ïðèíöèïè-
ïàëüíî). Ïóòåì h-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ëåììû 5.4 èç (d, r)-ïðåäñòàâëåíèÿ
äëÿ MMm1,p1,q1 ⊕ MMm2,p2,q2 ïîëó÷èì (hd, rh)-ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñèñòåìû⊕h

s=0MM
⊕Csh
ms1m

h−s
2 ,ps1p

h−s
2 ,qs1q

h−s
2

ââèäó (5.13). Èç

rh = ((m1p1q1)w/3 + (m2p2q2)w/3)h =
h∑
s=0

Cs
h(m1p1q1)ws/3(m2p2q2)w(h−s)/3

ñëåäóåò ÷òî ïðè íåêîòîðîì s = s(h)

Cs
h(m1p1q1)ws/3(m2p2q2)w(h−s)/3 >

rh

h+ 1
. (10.2)

Ëåììà 10.2. Ïóñòü g(h) = dγhαr3h/we. Òîãäà ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå êîíñòàíò
0 < γ, α < 1 äëÿ MMg(h) ñóùåñòâóåò (hb, r3h)-ïðåäñòàâëåíèå, ãäå b = d 3 log2 r

log2 r−1
d e.

� I. Äîêàæåì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä, ïðåäïîëàãàÿ óòâåðæäåíèå âåðíûì äëÿ âñåõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà < h.

Ïóñòü r3h0 6 C
s(h)
h < r3h0+3, ò. å. h0 = b(logr C

s(h)
h )/3c. Ïîëîæèì n = g(h0) è

s = s(h). Òàêèì îáðàçîì, èñõîäÿ èç ïîñòðîåííîãî âûøå (hd, rh)-ïðåäñòàâëåíèÿ
äëÿ ñèñòåìû MM⊕r3h0

ms1m
h−s
2 ,ps1p

h−s
2 ,qs1q

h−s
2

è ïðåäïîëàãàåìîãî (h0b, r
3h0) ïðåäñòàâëå-

íèÿ äëÿ MMn, ïðè ïîìîùè ëåììû 10.1 ïîëó÷àåì (hd + h0b, r
h)-ïðåäñòàâëåíèå

äëÿ MMnms1m
h−s
2 ,nps1p

h−s
2 ,nqs1q

h−s
2

. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 5.4 èìååì (3hd +

3h0b, r
3h)-ïðåäñòàâëåíèå äëÿ MMn3(m1p1q1)s(m2p2q2)h−s . Â ñèëó âûáîðà s èç (10.2)

ñëåäóåò

n3(m1p1q1)s(m2p2q2)h−s >

(
rhnw

(h+ 1)Cs
h

)3/w

.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü
íåðàâåíñòâà íå ìåíüøå g(h).
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Îáîçíà÷èì f(h) = γh
α
. Çàìåòèì, ÷òî ââèäó h0 < (h/3) logr 2

nw

Cs
h

>
gw(h0)

r3h0+3
>
fw(h0)

r3
>
fw( h

3 log2 r
)

r3
.

Åñëè îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

f 3( h
3 log2 r

)

(r3(h+ 1))3/w
> f(h), (10.3)

òî ïîëó÷èì òðåáóåìîå (ñ ó÷åòîì îêðóãëåíèÿ äî áëèæàéøåãî öåëîãî ñâåðõó) ñî-
îòíîøåíèå (

rhnw

(h+ 1)Cs
h

)3/w

>
r3h/wf 3( h

3 log2 r
)

(r3(h+ 1))3/w
> f(h)r3h/w.

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ (10.3) âûáåðåì α < 1 ïðîèçâîëüíî èç óñëîâèÿ (3 log2 r)
α > 3.

Òîãäà (10.3) âûïîëíåíî ïðè ëþáîì γ ∈ (0, 1) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ h, ñêàæåì,
ïðè h > h1 äëÿ ëþáîãî γ 6 γ1. Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî â ñèëó âûáîðà b âûïîëíåíî
hb > 3hd+ 3h0b.

II. Îñòàëîñü óêàçàòü áàçó èíäóêöèè. Ïóñòü ïðè h > h2 âûïîëíÿåòñÿ r3 6
C
s(h)
h . Âêëþ÷èì â áàçó èíäóêöèè âñå h 6 max{h1, h2} (èç h 6 h2 ñëåäóåò

h0 > 1 â èíäóêòèâíîì ïåðåõîäå). Îêîí÷àòåëüíî âûáåðåì γ äîñòàòî÷íî ìà-
ëûì, γ 6 γ1, ÷òîáû èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ MMg(h) ñóùåñòâîâàëî ïðè âñåõ
h 6 max{h1, h2}. Íàïðèìåð, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îáåñïå÷èòü g(h) 6 rh ïðè òà-
êèõ h.

Ïóñòü gk−1(h) < n 6 gk(h). Èç ëåììû 10.2 è ëåììû 5.3 ñëåäóåò rkMMg(h) 6
ch2r3h, ãäå c = O(1). Òîãäà ïî òåîðåìå 5.3,

CAR(MMn) 6 CAR(MMgk(h)) 4 g2(h)(ch2r3h)k+2 4

g2(h)r9h(ch2)k+2
(
γ−h

α

g(h)
)(k−1)w

4 rc1hc kh
α

2 · nw

ïðè ïîäõîäÿùèõ êîíñòàíòàõ c1, c2. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò, íàïðèìåð, ïðè
âûáîðå h � log1/2

r n (ïðè ýòîì k 4 h). �

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 10.4 ê ïðèìåðó èç òåîðåìû 10.3 ñ âûáîðîì ïàðàìåòðîâ
m = p = 4, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 10.2 ([289]). Åñëè R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, òî

CAR(MMn) ≺ n2.548.

• Âåðîÿòíî, íàèáîëåå ñèëüíóþ îöåíêó íåïîñðåäñòâåííî ïðè ïîìîùè ìåòîäà òåîðåìû 10.4

ïîëó÷èëè Ä. Êîïïåðñìèò è Ø. Âèíîãðàä â [170], CAR(MMn) ≺ n2.496. Áîëåå ñîâðåìåííûå

òåîðåòè÷åñêè áûñòðûå ìåòîäû óìíîæåíèÿ ìàòðèö èñïîëüçóþò ìåòîä ïðÿìûõ ñóìì â êà÷åñòâå

ðàáî÷åãî èíñòðóìåíòà.
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Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ëàçåðíûé ìåòîä m ε

Èäåÿ ìàññîâîãî ïðîèçâîäñòâà îêàçàëàñü ÷ðåçâû÷àéíî âîñòðåáîâàííîé â çàäà÷å
áûñòðîãî óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Â ¾ëàçåðíîì¿ ìåòîäå Ô. Øòðàññåíà [303] êîìáè-
íèðóþòñÿ ñðàçó íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ýòîé èäåè.

Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå ñëåäóåò áëèçêî ê ðàáîòå Ä. Êîïïåðñìèòà è Ø. Âèíî-
ãðàäà [171]. Ìåòîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ ìàòðèö èç òîæäåñòâ
äëÿ ñèñòåì áèëèíåéíûõ ôîðì, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè ìàòðèö.
Íàïðèìåð, ñèñòåìà Tq = {x0yi + xiy0 | i = 1, . . . , q} ìîæåò áûòü (ïðèáëèæåííî)
âû÷èñëåíà êàê

u(x0yi + xiy0) = (x0 + uxi)(y0 + uyi)− x0y0 mod u2 (10.4)

(ïðèìåð èç ðàáîòû [303]). Ïîýòîìó rk Tq 6 q + 1. Ñèñòåìà Tq ïîëó÷àåòñÿ ñóììè-
ðîâàíèåì êîìïîíåíò ìàòðè÷íûõ óìíîæåíèé MM1,1,q è MMq,1,1, íî ýòà ñóììà íå
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, ïîýòîìó òåîðåìó 10.4 íåëüçÿ ïðèìåíèòü íåïîñðåäñòâåííî. Ìå-
òîä Øòðàññåíà îáúÿñíÿåò, êàê ïåðåéòè îò (10.4) ê òîæäåñòâó ñ ïðÿìîé ñóììîé â
ëåâîé ÷àñòè.

Òåîðåìà 10.5 ([303]). Åñëè R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, òî

CAR(MMn) ≺ n2.48.

I Ïåðâûì øàãîì òîæäåñòâî (10.4) ïðèâîäèòñÿ ê áîëåå ñèììåòðè÷íîìó âèäó.
Ïîñòðîèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå Tq ⊗ T ′q ⊗ T ′′q , ãäå ñèñòåìû T ′q, T

′′
q ïîëó÷àþòñÿ

èç Tq öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì ãðóïï ïåðåìåííûõ (x, y, z) â ñîîòâåòñòâóþùåé Tq
òðèëèíåéíîé ôîðìå

∑q
i=1(x0yi + xiy0)zi, ñì. (8.9). Òàêèì îáðàçîì,

T ′q =

{
x0y1, . . . , x0yq,

q∑
j=1

xjyj

}
, T ′′q =

{
x1y0, . . . , xqy0,

q∑
k=1

xkyk

}
.

Ïî ïîñòðîåíèþ, rk Tq = rk T ′q = rk T ′′q (ôàêòè÷åñêè äîêàçàíî â ëåììå 8.5 äëÿ
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö). Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà T ′q èìååò (1, q + 1)-
ïðåäñòàâëåíèå âèäà

ux0yj = u(x0 + uxj)yj mod u2, u

q∑
j=1

xjyj =

q∑
j=1

(x0 + uxj)yj − x0

q∑
j=1

yj.

Ñèñòåìà Tq ⊗ T ′q ⊗ T ′′q ñîñòîèò èç áèëèíåéíûõ ôîðì x00kyij0 + xi0ky0j0

(q3 øòóê),
∑q

k=1 x00kyijk + xi0ky0jk (q2 øòóê),
∑q

j=1 x0jkyij0 + xijky0j0 (q2 øòóê)
è
∑q

j,k=1 x0jkyijk + xijky0jk (q øòóê). Â íåé ìîæíî óâèäåòü ñòðóêòóðó áëî÷íîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðà 2× 2:[

x00kyij0 + xi0ky0j0 x00kyijk + xi0ky0jk

x0jkyij0 + xijky0j0 x0jkyijk + xijky0jk

]
=

[
x00k xi0k
x0jk xijk

]
·
[
yij0 yijk
y0j0 y0jk

]
(10.5)
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(ñóììèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì; çíàêè ñóììèðîâàíèÿ
äëÿ êðàòêîñòè îïóùåíû). Îñëîæíåíèå çäåñü â òîì, ÷òî áëîêàìè ìàòðèö ÿâëÿþò-
ñÿ ïî ñóòè òðåõìåðíûå òåíçîðû, êîòîðûå íåëüçÿ ñîãëàñîâàííî èçîáðàçèòü îáû÷-
íûìè (äâóìåðíûìè) ìàòðèöàìè. Òåì íå ìåíåå, èíäèâèäóàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ
áëîêîâ ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè ìàòðèö: íàïðèìåð, x00kyij0 èçîáðàæàåò îïåðà-
òîð MMq,1,q2 , à xijky0jk � îïåðàòîð MMq,q2,1.

Êëþ÷åâîå íàáëþäåíèå Øòðàññåíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èç îáû÷íîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ (äîñòàòî÷íî áîëüøèõ) ìàòðèö ìîæíî èçâëå÷ü ìíîæåñòâî èíäèâèäóàëüíûõ
ïðîèçâåäåíèé êîìïîíåíò (èëè áëîêîâ).

Ëåììà 10.3. Ïóñòü ñèñòåìà MMn èìååò (d, r)-ïðåäñòàâëåíèå. Òîãäà ñèñòåìà

Bn,s = {xijyjk | 1 6 i, j, k 6 n, i+ j + k = s}
èìååò (d+ h, r)-ïðåäñòàâëåíèå, h 4 n2.

� Èìåÿ â âèäó (8.9), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàì äàíî (d, r)-ïðåäñòàâëåíèå äëÿ
òðèëèíåéíîé ôîðìû

∑
16i,j,k6n xijyjkzki. Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ

xij := ui
2+2ij · xij, yjk := uj

2+2j(k−s) · yjk, zki := u(k−s)2+2(k−s)i · zki
â ñèëó i2 + 2ij + j2 + 2j(k − s) + (k − s)2 + 2(k − s)i = (i + j + k − s)2 ïîëó-
÷èì ïî÷òè (d, r)-ïðåäñòàâëåíèå äëÿ

∑
i+j+k=s xijyjkzki, êîòîðîå ìîæåò îòëè÷àòü-

ñÿ îò ïðàâèëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âõîæäåíèÿìè îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé u. Îò
îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé ìîæíî èçáàâèòüñÿ äîìíîæåíèåì íà uh ñ ïîêàçàòåëåì
h 4 n2.

Âàæíî, ÷òî ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ xij èëè yjk èìååò íå áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ â
Bn,s (çíà÷åíèÿ ïàðû èíäåêñîâ èç i, j, k îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò òðåòèé), ïîýòîìó
Bn,s ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé îòäåëüíûõ ôîðì. Ïðè âûáîðå s ∼ 3n/2 ñèñòåìà
Bn,s ñîäåðæèò (3/4− o(1))n2 ôîðì.

Ñîãëàñíî ëåììå 5.4 ñèñòåìà Tq⊗T ′q⊗T ′′q èìååò (3, (q+1)3)-ïðåäñòàâëåíèå. Òî-
ãäà òåíçîðíàÿ ñòåïåíü (Tq⊗T ′q⊗T ′′q )⊗m èìååò (3m, (q+1)3m)-ïðåäñòàâëåíèå, òàêæå
ïî ëåììå 5.4. Êàê ñëåäñòâèå èç (10.5), ñèñòåìà (Tq ⊗ T ′q ⊗ T ′′q )⊗m èìååò ñòðóêòó-
ðó ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðà 2m × 2m èç áëîêîâ Xij è Yjk, ãäå ïðîèçâåäåíèå
äâóõ áëîêîâ XijYjk èçîáðàæàåò óìíîæåíèå ìàòðèö MMqa,qb,qc , a + b + c = 3m.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 10.3, ãðàíè÷íûé ðàíã ñèñòåìû B2m,s ⊗ {XijYjk |
1 6 i, j, k 6 2m} íå ïðåâîñõîäèò (q + 1)3m. Íî ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé
ñóììîé ïðîèçâåäåíèé ìàòðèö MMqa,qb,qc . Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 10.4, ïðè
âûáîðå s ∼ (3/2)2m ïîëó÷àåì CAR(MMn) 4 nw+o(1), ãäå w îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëî-
âèÿ (3/4)22mqwm = (q + 1)3m, èëè, ïîñëå èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ, èç 4qw = (q + 1)3.
Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ ïðè q = 5. �

• Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîäà ïðåäïðèíÿëè Ä. Êîïïåðñìèò è Ø. Âèíîãðàä â [171], ãäå

ñ èñïîëüçîâàíèåì áîëåå ñëîæíûõ, íåæåëè (10.4), áàçîâûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîëó÷åíà îöåíêà

CAR(MMn) ≺ n2.376, êîòîðàÿ îñòàâàëàñü ðåêîðäíîé íà ïðîòÿæåíèè 20 ëåò. Íàèëó÷øàÿ íà äàí-

íûé ìîìåíò3) îöåíêà èìååò âèä CAR(MMn) ≺ n2.372 [310]. Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå òåîðèè

áûñòðûõ ìåòîäîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö ñì. òàêæå â [1, 15].

3Èþëü 2023 ã.
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Äðóãèå ïðèëîæåíèÿ

Ìîíîòîííûå ñõåìû äëÿ ñëîé-ôóíêöèé. Ëþáîïûòíîå ïðèëîæåíèå ìåòîäà ìàññîâîãî ïðî-
èçâîäñòâà íàøëè À. Õèëòãåí è Ì. Ïàòåðñîí [208]. Îíî îòíîñèòñÿ ê ñîâìåñòíîìó âû÷èñëåíèþ ïî-
äîáíûõ ñëîé-ôóíêöèé. k-ñëîé-ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ âèäà T k|X|(X)f(X)∨
T k+1
|X| (X) � îíà ðàâíà 0 íà âñåõ íàáîðàõ âåñà < k è ðàâíà 1 íà âñåõ íàáîðàõ âåñà > k (çäåñü
f � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ).

Ïóñòü X = (X1, . . . , Xr), |X1| = . . . = |Xr| = m, n = rm. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ
ñåìåéñòâà k-ñëîé-ôóíêöèé fi(X) = Xα1

i ∨ . . .∨X
αs
i ∨T k+1

n (X), ãäå αi � ðàçëè÷íûå âåêòîðû âåñà
k 6 m, à Xσ

i =
∏
σj=1 xi,j � ìîíîìû ïåðåìåííûõ Xi. Íàëè÷èå îáùåé ÷àñòè T k+1

n (X) âûâîäèò
ýòó çàäà÷ó èç çîíû äåéñòâèÿ ïðàâèëà (10.1).

Â îáîçíà÷åíèÿõ ẋi,j = xi,j ·T km(Xi), ẋj = ẋ1,j∨. . .∨ẋr,j , Ẋ = (ẋ1, . . . , ẋm) êàæäàÿ èç ôóíêöèé
fi ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êàê

fi(X) = T km(Xi)(Ẋ
α1 ∨ . . . ∨ Ẋαs) ∨ T k+1

n (X),

ñëåäîâàòåëüíî, CBM
(f1, . . . , fr) < n+ ks+ rCBM

(T km) + CBM
(T k+1
n ) = ks+O(n log n). Ïðè äîñòà-

òî÷íî áîëüøèõ r ýòîò ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ýêîíîìíåå íåçàâèñèìîé ðåàëèçàöèè ôóíêöèé fi èëè
ñóìì Xα1

i ∨ . . . ∨X
αs
i .

Áîëåå òîíêî ïðèìåíÿÿ óêàçàííûé ïðèåì, àâòîðû [208] ïîëó÷èëè àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íóþ

îöåíêó CBM
({fa,b | 0 6 a, b < p}) ∼ 3n ñëîæíîñòè ñåìåéñòâà 1-ñëîé-ôóíêöèé Íå÷èïîðóêà,

n = p2 è p ∈ P. Çäåñü X = (xi,j) è fa,b(X) =
∨p−1
i=0 xi,ai+b ∨ T 2

n(X) (îïåðàöèè ñ èíäåêñàìè âû-

ïîëíÿþòñÿ ïî ìîäóëþ p). Êîíñòðóêöèÿ ôóíêöèé ñëåäóåò ìàòðèöå èíöèäåíöèé òî÷åê è ïðÿìûõ

êîíå÷íîé àôôèííîé ïëîñêîñòè íàä Fp. Êàê óñòàíîâèë Ý. È. Íå÷èïîðóê â [55], ëèíåéíûé íàä

(B,∨) îïåðàòîð ñ òàêîé ìàòðèöåé4) èìååò ìîíîòîííóþ ñëîæíîñòü (p − 1)n2 ∼ n3/2. Ãèïîòå-

çà [313] î òîì, ÷òî è ñëîé-âåðñèÿ îïåðàòîðà äîëæíà èìåòü ñëîæíîñòü ïîðÿäêà n3/2, êàê ðàç è

áûëà îïðîâåðãíóòà â [208].

4Êîìïîíåíòàìè îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ áóëåâû ñóììû
∨p−1
i=0 xi,ai+b � ëþáûå äâå òàêèõ ñóììû

èìåþò íå áîëåå îäíîé îáùåé ïåðåìåííîé.



Ãëàâà 11

Êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ·∵

Â ðÿäå çàäà÷ òåîðèè áûñòðûõ âû÷èñëåíèé îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì îðãà-
íèçîâàòü ïåðåìåííûå èëè ïðîìåæóòî÷íûå äàííûå â âèäå ñòðóêòóðû ñ
îïðåäåëåííûìè êîìáèíàòîðíûìè ñâîéñòâàìè.

Ìîíîòîííûå ñõåìû äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ñ ïîðîãîì 2 ·∵

Ëåîíàðä Ìàêñ
Àäëåìàí
Óíèâåðñèòåò

Þæíîé Êàëèôîðíèè, ñ 1980

Äëÿ ôóíêöèè T 2
n íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè CB2(T

2
n) >

2n−O(1) áûëà ïîëó÷åíà îäíîé èç ïåðâûõ (Á. Ì. Êëîññîì
â [20]), ïðè÷åì ñðàçó â ïîëíîì áàçèñå. Âîïðîñ î âîçìîæ-
íîñòè âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ñ òàêîé ñëîæíîñòüþ îñòàâàë-
ñÿ îòêðûòûì, ïîêà Ë. Àäëåìàí â 1970-õ ãã. íå íàøåë
èçÿùíûé ñïîñîá1), ïðè÷åì ñðàçó äëÿ ìîíîòîííîãî áàçè-
ñà. Â ìåòîäå Àäëåìàíà ïåðåìåííûå ñîîòâåòñòâóþò óçëàì
äâóìåðíîé ðåøåòêè. Ñóùåñòâåííî òî, ÷òî ëþáûå äâà óçëà
íàõîäÿòñÿ ëèáî â ðàçíûõ ñòðîêàõ, ëèáî â ðàçíûõ ñòîëá-
öàõ ðåøåòêè.

Òåîðåìà 11.1. CBM (T 2
n) 6 2n+O(

√
n).

I Ïóñòü ìíîæåñòâî èç n ïåðåìåííûõ çàíóìåðîâàíî äâó-
ìÿ èíäåêñàìè xi,j, i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q, ãäå pq > n.

Îáîçíà÷èì ui =
∨
j xi,j è vj =

∨
i xi,j. Òîãäà

T 2
n(X) = T 2

p (u1, . . . , up) ∨ T 2
q (v1, . . . , vq),

ïîýòîìó
C(T 2

n) 6 2n− p− q + 1 + C(T 2
p ) + C(T 2

q ),

ïîñêîëüêó âñå ñóììû ui è vj âû÷èñëÿþòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ 2n − p − q. Òåïåðü
äîñòàòî÷íî âûáðàòü p = q ≈

√
n. �

1Íå îïóáëèêîâàí àâòîðîì, öèòèðóåòñÿ ïî [143, 314].
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• Áîëåå òî÷íî, îöåíêà, èçâëåêàåìàÿ èç òåîðåìû 11.1, èìååò âèä CBM
(T 2
n) 6 2n+ (2 + o(1))

√
n.

Äîêàçàííàÿ àâòîðîì â [89] íèæíÿÿ îöåíêà èìååò âèä CBM
(T 2
n) > 2n+

√
2n/3−O(1).

Ìåòîä Àäëåìàíà äîïóñêàåò îáîáùåíèå è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó CBM
(T kn ) 6 kn+ o(n)

ïðè ëþáîì ïîñòîÿííîì k, ñì. [314], îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ïðèîðèòåò èìååò àäàïòèðîâàííûé

ìåòîä ßî, ñì. [89].

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ôîðìóë ·∵ c

Â òåîðèè àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà ïðèìåíÿþòñÿ ðàçíîîáðàçíûå ïî-
êðûòèÿ áóëåâà êóáà, îáëàäàþùèå ïîëåçíûìè â ðàìêàõ çàäàííîé ìîäåëè âû÷èñ-
ëåíèé ñâîéñòâàìè. Ìåòîä ïîêðûòèé êóáà ñôåðàìè áûë ïðåäëîæåí Î. Á. Ëóïà-
íîâûì [40] äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýêîíîìíûõ êîíòàêòíûõ ñõåì è âïîñëåäñòâèè íàøåë
ïðèìåíåíèå â ðÿäå äðóãèõ çàäà÷. Ìû ðàññìîòðèì ïðèëîæåíèå ìåòîäà ê ñèíòåçó
àñèìïòîòè÷åñêè ìèíèìàëüíûõ ôîðìóë â áàçèñå B0 � ðåçóëüòàò Ëóïàíîâà [41].

Ñôåðà (ðàäèóñà 1) â ïðîñòðàíñòâå Br îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî áóëåâûõ
âåêòîðîâ äëèíû r, îòëè÷àþùèõñÿ îò çàäàííîãî (öåíòðà ñôåðû) ðîâíî â îäíîé
êîîðäèíàòå. Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì ñôåðû ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âûäåëåíèÿ ëþ-
áîé òî÷êè ñôåðû ïðè ïîìîùè îäíîé ïåðåìåííîé â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ïóñòü
ϕα(X) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ2) ñôåðû S ñ öåíòðîì α. Òîãäà äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî íàáîðà σ ∈ S âûïîëíåíî Xσ = ϕα(X)xσii , ãäå i � íîìåð ïîçèöèè,
îòëè÷àþùåé σ îò α.

Îòòàëêèâàÿñü îò ñîâåðøåííîãî êîäà Õýììèíãà ñ ðàññòîÿíèåì 3, ëåãêî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî ïðè r = 2k áóëåâ êóá Br ðàñïàäàåòñÿ íà 2r/r ñôåð, ñì., íàïðèìåð, [45].

• Ïðè r = 2k êîä Õýììèíãà ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå êóáà Br−1 íà s = 2r−1/r íåïåðåñåêàþùèõñÿ

øàðîâ ðàäèóñà 1 ñ öåíòðàìè α1, . . . , αs. Êàê ñëåäñòâèå, ìíîæåñòâî ñôåð ñ öåíòðàìè {(αi, β) |
1 6 i 6 s, β ∈ B} îáðàçóåò ðàçáèåíèå êóáà Br. Â îáùåì ñëó÷àå r 6= 2k êóá Br ìîæíî ïîêðûòü
(1 + o(1))2r/r ñôåðàìè [16].

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà, ïîëó÷èì
âñïîìîãàòåëüíóþ îöåíêó.

Ëåììà 11.1 ([41]). Ïóñòü |X| = p, |Y | = r è

f(X, Y ) = y1f1(X) ∨ y2f2(X) ∨ . . . ∨ yrfr(X). (11.1)

Òîãäà ΦB0(f) 6 2p
(
r
s

+ p2s
)
ïðè ëþáîì s ∈ N.

� Ðàçîáüåì áóëåâû âåêòîðû äëèíû p íà ãðóïïû I1, . . . , Iq ïî s øòóê â êàæäîé
(äëÿ ïðîñòîòû ïîëàãàåì 2p = qs). Ïóñòü χj,τ (X) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ìíîæåñòâà âåêòîðîâ ãðóïïû Ij, îïðåäåëÿåìîãî âåêòîðîì3) τ ∈ Bs. Òîãäà

f(X, Y ) =

q∨
k=1

∨
τ∈Bs

χk,τ (X)Dk,τ (Y ), Dk,τ (Y ) =
∨

fi(Ik)=χk,τ (Ik)

yi. (11.2)

2Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà S ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 â òî÷êàõ S, è çíà÷å-
íèå 0 � çà ïðåäåëàìè ìíîæåñòâà.

3i-é âåêòîð ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó, åñëè τi = 1.
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Ïîñêîëüêó
∑

τ Φ(Dk,τ ) = r ïðè ëþáîì k, è Φ(χj,τ ) 6 ps (èñïîëüçóåì ñîâåðøåííóþ
ÄÍÔ), ôîðìóëà (11.2) èìååò ñëîæíîñòü

Φ(f) 6 qr + q2sps = 2p
(r
s

+ p2s
)
.

Òåîðåìà 11.2 ([41]). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f îò n ïåðåìåííûõ

ΦB0(f) 6

(
1 +O

(
log log n

log n

))
2n

log2 n
.

I Ïóñòü X = (X1, X2, X3), |X1| = p, |X2| = r = 2k, |X3| = n − p − r. Èñïîëüçóÿ
ðàçáèåíèå êóáà Br íà ñôåðû ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ϕi(X2), çàïèøåì

f(X) =
∨

σ∈Bn−p−r
fσ(X1, X2) ·Xσ

3 =

2r/r∨
i=1

ϕi(X2)
∨

σ∈Bn−p−r
fi,σ(X1, X2) ·Xσ

3 , (11.3)

ãäå êàæäàÿ èç ôóíêöèé fi,σ(X1, X2) èìååò âèä (11.1) (â ðîëè ïåðåìåííûõ Y âû-
ñòóïàþò ïåðåìåííûå X2 èëè èõ îòðèöàíèÿ).

Îöåíèâàÿ ãðóáî Φ(ϕi) 6 r2 è ïðèìåíÿÿ ëåììó 11.1, äëÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëå-
íèÿ ôóíêöèè ïî ôîðìóëå (11.3) ïîëó÷àåì

Φ(f) 6
2r

r

(
r2 + 2n−p−r

(
n− p− r + 2p

(r
s

+ p2s
)))

< 2rr+2n−p · n
r

+
2n

s
+2n+s · p

r
.

Òðåáóåìàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ ïðè âûáîðå ïàðàìåòðîâ n/4 6 r 6 n/2, p ≈
2 log2 log n, s ≈ log2 n−2 log2 log n. Îòìåòèì, ÷òî îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ïðèõîäèòñÿ
íà ïåðåìåííûå, âûäåëÿþùèå òî÷êè ñôåð. �

Òî, ÷òî ðåçóëüòàò òåîðåìû àñèìïòîòè÷åñêè òî÷åí, ïîêàçàíî åùå Äæ. Ðèîð-
äàíîì è Ê. Øåííîíîì â [279] (ýòî ïåðâîå ïðèëîæåíèå ìîùíîñòíîãî ìåòîäà ê
ïîëó÷åíèþ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè â òåîðèè ñèíòåçà).
• Â ðàáîòå [32] Ñ. À. Ëîæêèí ïîâûñèë òî÷íîñòü îöåíêè ôîðìóëüíîé ñëîæíîñòè äî

ΦB0
(Pn) =

(
1±O

(
1

log n

))
2n

log2 n
. (11.4)

Èç àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè ñëîæíîñòè ôîðìóë àâòîìàòè÷åñêè âûòåêàåò îöåíêà ãëóáèíû
DB0

(Pn) > n − log2 log2 n − o(1). Èñïîëüçóÿ ìîäèôèêàöèþ ïðåäñòàâëåíèÿ (11.3), òàêæå îñíî-
âàííóþ íà ñôåðè÷åñêîì ðàçáèåíèè áóëåâà êóáà, Ñ. Á. Ãàøêîâ [6] ïîëó÷èë âåðõíþþ îöåíêó â
âèäå DB0(Pn) 6 dn− log2 log2 n+ o(1)e+ 2. Ïðàêòè÷åñêè îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò

DB0
(Pn) 6 dn− log2 log2 n+ o(1)e (11.5)

óñòàíîâèë Ëîæêèí [31], èñïîëüçóÿ ðàçáèåíèå êóáà íà ïðîèçâîäíûå îò ñôåð ñïåöèàëüíûå ìíî-
æåñòâà. Ïðîñòîé ñïîñîá âûâîäà ÷óòü áîëåå ñëàáîé îöåíêè èçëîæåí íèæå, ñì. ñëåäñòâèå 12.1.
Ëîæêèí òàêæå ïîêàçàë [34], ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè âèäà (11.4) è îöåíêà ãëóáèíû (11.5) ñ òî÷-
íîñòüþ äî àääèòèâíîãî ñëàãàåìîãî O(1) äîñòèãàþòñÿ íà îäíîé ôîðìóëå.

Ãàøêîâ [7] àäàïòèðîâàë ìåòîä Ëóïàíîâà ê âû÷èñëåíèþ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè

0 è 1 ôîðìóëàìè â àðèôìåòè÷åñêîì áàçèñå {∗,±, 1}. Ñëîæíîñòü êëàññà ìíîãî÷ëåíîâ ñ èíäè-
âèäóàëüíûìè îãðàíè÷åíèåì di − 1 íà ñòåïåíè êàæäîé ïåðåìåííîé xi àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà

d1 · . . . · dn/ log2 n. Äîêàçàòåëüñòâî âìåñòî ïîêðûòèé ñôåðàìè èñïîëüçóåò ïîêðûòèÿ ïàðàëëåëå-

ïèïåäîâ â Nn ïîëóñôåðàìè.
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Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ ·∵

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí îäíîé ïåðåìåííîé ñòåïåíè d ìîæíî âû÷èñëèòü àðèô-
ìåòè÷åñêîé ñõåìîé, èñïîëüçóþùåé �

√
d íåñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé, è ýòà îöåíêà

íåóëó÷øàåìà [266] (ñì. ñòð. 33). Ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ çàäà÷ó ðåàëèçàöèè

ìíîãî÷ëåíîâ n ïåðåìåííûõ. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè d > 2 ïîðÿäêà
√
Cd
n+d óìíîæåíèé

íåîáõîäèìî â ýòîì ñëó÷àå [158] 4). Ø. Ëîâåòò [245] ïîêàçàë, ÷òî óêàçàííàÿ îöåíêà
ïî÷òè äîñòèæèìà. Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò èäåÿ íàêðûòèÿ ìíîæåñòâà âåêòîðîâ
ñòåïåíåé ìîíîìîâ ñóììîé äâóõ ìíîæåñòâ ïðèìåðíî âäâîå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Òåîðåìà 11.3 ([245]). Ëþáîé ìíîãî÷ëåí f ∈ R[x1, . . . , xn] ñòåïåíè d ìîæíî
âû÷èñëèòü ñõåìîé íàä AR ñ íåñêàëÿðíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòüþ

(dn)O(1)
√
Cd
n+d.

I Â öåíòðå äîêàçàòåëüñòâà ëåæèò íàáëþäåíèå î òîì, ÷òî ëþáîé ìîíîì Xe

ñòåïåíè 6 d ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå XaXb, ãäå a ∈ A, b ∈ B ïðè ïîäõîäÿùåì

âûáîðå ìíîæåñòâ A è B, ìîùíîñòü êîòîðûõ áëèçêà ê
√
Cd
n+d.

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà n íå÷åòíî, à d ÷åòíî. Âûáåðåì â êà÷å-
ñòâå A = B ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ âåñà5) 6 d/2 c íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè â
êàêèõ-òîm = (n−1)/2 öèêëè÷åñêè ñìåæíûõ6) ïîçèöèÿõ i+1, i+2, . . . , i+m ⊂ Zn.

Ëåììà 11.2 ([245]). Ëþáîé âåêòîð e = (e1, . . . , en) ∈ Nn
0 âåñà d ïðèíàäëåæèò

ñóììå Ìèíêîâñêîãî7) A+ A.

� Îáîçíà÷èì ÷åðåç w−i è w+
i ñóììû êîìïîíåíò âåêòîðà e â öèêëè÷åñêè ñìåæíûõ

ïîçèöèÿõ i − 1, i − 2, . . . , i −m è ñîîòâåòñòâåííî i + 1, i + 2, . . . , i + m. Çàìåòèì,
÷òî w−i + w+

i + ei = d.
Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì i âûïîëíåíî w−i , w

+
i 6 d/2. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî w+
j > d/2 ïðè íåêîòîðîì j. Çíà÷èò, w−j = w+

j+m 6 d/2. Êàê ñëåäñòâèå,
ïðè íåêîòîðîì i âûïîëíåíî w+

i−1 > d/2 è w+
i 6 d/2. Íî òîãäà w−i 6 d−w+

i−1 6 d/2.
Òåïåðü e = a+ b, ãäå

ai+1 = ei+1, . . . , ai+m = ei+m, ai−1 = . . . = ai−m = 0, ai = d/2− w+
i ,

bi−1 = ei−1, . . . , bi−m = ei−m, bi+1 = . . . = bi+m = 0, bi = d/2− w−i .

Òàêèì îáðàçîì, a, b ∈ A.

Êàê ñëåäóåò èç ëåììû, ìíîãî÷ëåí f =
∑
feX

e ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(X) =
∑
a∈A

Xa ·
∑
b∈A

ca,bX
b, ca,b ∈ {0, fa+b}. (11.6)

4Ïî êðàéíåé ìåðå, åñëè ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì.
5Çäåñü âåñ âåêòîðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà åãî êîìïîíåíò.
6Ò.å. èäóùèõ ïîäðÿä â íóìåðàöèè . . . , n, 1, 2, . . . , n, 1, 2, . . .
7Ñóììà Ìèíêîâñêîãî A+B îïðåäåëÿåòñÿ êàê {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}.
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Âñå ìîíîìû Xa âû÷èñëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñî ñëîæíîñòüþ |A| óìíîæåíèé,
åùå |A| óìíîæåíèé âûïîëíÿþòñÿ íà âíóòðåííèå ñóììû â ôîðìóëå (11.6). Îñòà-

ëîñü çàìåòèòü8), ÷òî |A| 6 nC
d/2−1
(n+d−1)/2 6 n

√
Cd−2
n+d−1 6 d

√
Cd
n+d â ñèëó ïðîñòîãî

íåðàâåíñòâà C2k
2n >

(
Ck
n

)2
.

Ñëó÷àè ÷åòíîãî n è íå÷åòíîãî d ñâîäÿòñÿ ê ðàññìîòðåííîìó (öåíîé äîïîëíè-
òåëüíîãî ìíîæèòåëÿ â îöåíêå ñëîæíîñòè). �

• Ìåòîä òåîðåìû 11.3 î÷åâèäíî ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü è ìîíîòîííûå ìíîãî÷ëåíû â ìîíîòîí-

íîì áàçèñå A+. Âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè ïîäîéòè áëèæå ê íèæíåé îöåíêå
√
Cdn+d , ïîêà îò-

êðûò. Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ ïî ïîðÿäêó â íåêîòîðûõ

÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, ïðè ÷åòíûõ ïîñòîÿííûõ d (÷òî òàêæå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ íåïî-

ñðåäñòâåííî). Àâòîð [91] ïîêàçàë, ÷òî ïðè ïîñòîÿííûõ íå÷åòíûõ d ïîðÿäîê ñëîæíîñòè ðàâåí

ndd/2e �
√
nCdn+d äëÿ ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè 0. Îòêðûò âîïðîñ î ñëîæíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ

êëàññîâ ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè.

Ìîíîòîííàÿ ñëîæíîñòü ìíîãî÷ëåíà öèêëè÷åñêèõ áëóæäàíèé ·∵ s

Ýòîò ðàçäåë äåìîíñòðèðóåò ñâÿçü ìåæäó êîìáèíàòîðíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè
ãðàôîâ è ìåòîäàìè áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ ñâÿçàííûõ ñ ãðàôàìè ìíîãî÷ëåíîâ.

Ñâÿæåì ñ ïðîèçâîëüíûì ðåáðîì e = (i, j) ïîëíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà
Kn ïåðåìåííóþ, äëÿ êîòîðîé áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ xe = xi, j = xj, i.
Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

CWk,n(X) =
∑

i1 6=i2 6= ... 6=ik 6=i1

xi1, i2 · xi2, i3 · . . . · xik−1, ik · xik, i1 ,

ìîíîìû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò âñåâîçìîæíûì öèêëè÷åñêèì áëóæäàíèÿì äëè-
íû k â ãðàôå Kn (îïðåäåëåíèå äîïóñêàåò ìíîãîêðàòíîå ïðîõîæäåíèå ïî îäíèì
è òåì æå ðåáðàì).

Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ òàêîãî âèäà ìîíîòîííûìè àðèôìåòè÷å-
ñêèìè ñõåìàìè îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîé ñ äðåâåñíîé øèðèíîé ãðàôîâ.

Äðåâåñíûì ðàçëîæåíèåì ãðàôà G íà k âåðøèíàõ, ïðîíóìåðîâàííûõ ÷èñëàìè
îò 0 äî k − 1, íàçûâàåòñÿ äåðåâî T , êàæäîé âåðøèíå u êîòîðîãî ñîïîñòàâëåíî
íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Vu ⊂ [[k]]. Ïðè ýòîì

0)
⋃
u∈T Vu = [[k]];

1) äëÿ ëþáîãî ðåáðà (i, j) ∈ G íàéäåòñÿ âåðøèíà u ∈ T , óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñâîéñòâó i, j ∈ Vu;

2) ïðè ëþáîì i ∈ [[k]] ìíîæåñòâî âåðøèí {u ∈ T | i ∈ Vu} ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì
ïîääåðåâîì.

×èñëî maxu∈T |Vu|−1 íàçûâàåòñÿøèðèíîé ðàçëîæåíèÿ T . Äðåâåñíîé øèðèíîé
tw(G) ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ øèðèíà åãî ðàçëîæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà, ìîíîìû êîòîðîãî
ñîîòâåòñòâóþò îáðàçàì k-âåðøèííîãî ãðàôà G â ïîëíîì ãðàôåK∗n íà n âåðøèíàõ

8Ôèêñèðóÿ êðàéíþþ íåíóëåâóþ ïîçèöèþ âåêòîðà a ∈ A è îöåíèâàÿ ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçáèòü
÷èñëî d/2− 1 íà m+ 2 ñëàãàåìûõ.
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[[n]] ñ ïåòëÿìè ïðè äåéñòâèè âñåâîçìîæíûõ îòîáðàæåíèé ϕ : [[k]]→ [[n]]. Îáðàçîì
âåðøèíû i ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà ϕ(i). Îáðàçîì ðåáðà e = (i, j) ñ÷èòàåòñÿ ðåáðî
ϕ(e) = (ϕ(i), ϕ(j)), êîòîðîå ìîæåò áûòü ïåòëåé ïðè ϕ(i) = ϕ(j). Îáðàçû âåðøèí
è ðåáåð îïðåäåëÿþò îáðàç ϕ(G) ãðàôà G.

Ïóñòü χG =
∏

e∈G xe îáîçíà÷àåò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ãðàôà �
ïðîèçâåäåíèå ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ åãî ðåáðàì. Êàê îáû÷íî, ïîëàãàåì
χG = 1, åñëè â ãðàôå íåò ðåáåð.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôàG íà âåðøèíàõ [[k]] ìíîãî÷ëåí ãîìîìîðôèçìîâ îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê

HomG,n(X) =
∑

ϕ:[[k]]→[[n]]

χϕ(G).

Îïðåäåëåííûé âûøå ìíîãî÷ëåí öèêëè÷åñêèõ áëóæäàíèé � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé
ìíîãî÷ëåíà ãîìîìîðôèçìîâ, êîãäà ãðàô G ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèíû k (îáîçíà÷à-
åòñÿ Ck), ò.å. CWk,n = HomCk,n|x0,0= ...=xn−1,n−1=0 (ïåòëè â áëóæäàíèÿõ íå äîïóñêà-
þòñÿ).

Ïðè âû÷èñëåíèè ìíîãî÷ëåíà óäîáíåå ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ äðåâåñíûì ðàçëîæå-
íèåì ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Ïðèâåäåííûì äðåâåñíûì ðàçëîæåíèåì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííîå
ê êîðíþ äðåâåñíîå ðàçëîæåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì äåðåâîì è ñîäåðæèò
âåðøèíû òîëüêî ñëåäóþùèõ òèïîâ:

à) ëèñò u, íå èìåþùèé âõîäÿùèõ ðåáåð, äëÿ êîòîðîãî |Vu| = 1;
á) ïðèñîåäèíÿþùàÿ âåðøèíà u c îäíèì âõîäîì (èç âåðøèíû z), äëÿ êîòîðîé

Vz ⊂ Vu è |Vu| = |Vz|+ 1.
â) èñêëþ÷àþùàÿ âåðøèíà u c îäíèì âõîäîì (èç âåðøèíû z), äëÿ êîòîðîé

Vu ⊂ Vz è |Vu| = |Vz| − 1.
ã) îáúåäèíÿþùàÿ âåðøèíà u c äâóìÿ âõîäàìè (èç âåðøèí z1, z2), ïðè ýòîì

Vu = Vz1 = Vz2 .
Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîðåíü r ïðèâåäåííîãî ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷àþùåé

âåðøèíîé è èìååò ìåòêó ∅.
Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äðåâåñíîå ðàçëîæåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ïðèâå-

äåííîå äðåâåñíîå ðàçëîæåíèå òîé æå øèðèíû è ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà âåðøèí â
O(1) ðàç, ñì. òàêæå [229]. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ôàêòè÷åñêè ñîäåðæèòñÿ â [174].

Òåîðåìà 11.4. Ïóñòü ãðàô G íà k âåðøèíàõ èìååò ïðèâåäåííîå äðåâåñíîå ðàç-
ëîæåíèå T øèðèíû tw(G) èç t âåðøèí. Òîãäà CAR+(HomG,n) 4 tk2ntw(G)+1.

I Ðàñïðåäåëèì ðåáðà ãðàôà G ìåæäó ïîäõîäÿùèìè âåðøèíàìè äåðåâà T áåç
ïîâòîðåíèé, ÷òî çíà÷èò: ðåáðî (i, j) äîëæíî áûòü îòíåñåíî ê íåêîòîðîé âåðøèíå
u ∈ T , äëÿ êîòîðîé i, j ∈ Vu. ×åðåç Eu îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðåáåð, îòíåñåííûõ
ê âåðøèíå u ∈ T .

Ïóñòü Tu � ïîääåðåâî äåðåâà T ñ êîðíåì â u. Ïîëîæèì Wu =
⋃
z∈Tu Vz. ×å-

ðåç Gu îáîçíà÷èì ïîäãðàô ãðàôà G íà âåðøèíàõ Wu, îáðàçîâàííûé ðåáðàìè,
îòíåñåííûìè ê âåðøèíàì ïîääåðåâà Tu.

Äàëåå ÷åðåç {ϕ, ψ} áóäåì îáîçíà÷àòü îáúåäèíåíèå îòîáðàæåíèé ϕ, ψ ñ íåïå-
ðåñåêàþùèìèñÿ îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ.
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Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàÿ äåðåâî T îò ëèñòüåâ ê êîðíþ, áóäåì ïðè êàæ-
äîé âåðøèíå u ∈ T âû÷èñëÿòü ñåìåéñòâî ìíîãî÷ëåíîâ

Pu,ψ(X) =
∑

ϕ:Wu\Vu→[[n]]

χ{ϕ,ψ}(Gu) (11.7)

äëÿ âñåõ ψ : Vu → [[n]], ôàêòè÷åñêè èñïîëüçóÿ ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ.

à) Åñëè u � ëèñò äåðåâà è Vu = {i}, òî Pu, i→j = 1 äëÿ âñåõ j ∈ [[n]].
á) Åñëè u � ïðèñîåäèíÿþùàÿ âåðøèíà ñ ïðåäøåñòâóþùåé åé âåðøèíîé z, ãäå

Vu = {i}∪Vz, òî ïðè êàæäîì ψ : Wz → [[n]] è ψj = {i→ j, ψ} : Wu → [[n]] ïîëàãàåì

Pu,ψj = Pz,ψ ·
∏
e∈Eu

xψj(e).

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè ýòîì óäîâëåòâîðÿåòñÿ îïðåäåëåíèå (11.7): äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé ϕ, ïî êîòîðûì âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâà-
íèå, ñîâïàäàåò äëÿ Pu,ψj è Pz,ψ. Êðîìå òîãî, i /∈ Wz â ñèëó ñâîéñòâà 2) äðåâåñíîãî
ðàçëîæåíèÿ, çíà÷èò, îòîáðàæåíèå {ϕ, ψj} êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

â) Åñëè u � èñêëþ÷àþùàÿ âåðøèíà ñ ïðåäøåñòâóþùåé åé âåðøèíîé z, ãäå
Vz = {i} ∪ Vu, òî ïðè êàæäîì ψ : Wu → [[n]] ïîëàãàåì

Pu,ψ =
n−1∑
j=0

Pz,{i→j, ψ} ·
∏
e∈Eu

xψ(e).

Â äàííîì ñëó÷àå (11.7) óäîâëåòâîðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.
ã) Ïóñòü u � îáúåäèíÿþùàÿ âåðøèíà ñ ïðåäøåñòâóþùèìè åé âåðøèíàìè z1,

z2. Íàïîìíèì, ÷òî Vu = Vz1 = Vz2 è Wz1 ,Wz2 ⊂ Wu. Òîãäà ïðè êàæäîì ψ : Vu →
[[n]] ïîëîæèì

Pu,ψ = Pz1,ψ · Pz2,ψ ·
∏
e∈Eu

xψ(e).

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ óêàçàííîé ôîðìóëû îïÿòü èñïîëüçóåì ñâîéñòâî 2) ñâÿçíîñòè
äðåâåñíîãî ðàçëîæåíèÿ, â ñèëó êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî (Wz1 \Vz1)∩(Wz2 \Vz2) = ∅.
Îáîçíà÷èì Qi = Wzi \ Vzi . Òîãäà

Pz1,ψ · Pz2,ψ =
∑

ϕ1:Q1→[[n]]

χ{ϕ1,ψ}(Gz1 ) ·
∑

ϕ2:Q2→[[n]]

χ{ϕ2,ψ}(Gz2 ) =

=
∑
ϕ1,ϕ2

χ{ϕ1,ϕ2,ψ}(Gz1∪Gz2 ) =
∑

ϕ:Wu\Vu→[[n]]

χ{ϕ,ψ}(Gz1∪Gz2 ).

ä) Â êîðíå äåðåâà âû÷èñëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí Pr,∅→[[n]] = HomG,n.
Ïî ïîñòðîåíèþ, â âû÷èñëåíèÿõ ïðè êàæäîé âåðøèíå èñïîëüçóåòñÿ íå áîëåå

O(k2ntw(G)+1) îïåðàöèé. �

Äðåâåñíàÿ øèðèíà öèêëà Ck ïðè k > 3 ðàâíà9) 2. Ìèíèìàëüíûå ïî øèðèíå
äðåâåñíîå ðàçëîæåíèå è ïðèâåäåííîå ðàçëîæåíèå ãðàôà Ck ïîêàçàíû íà ðèñ. 11.1.

9Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî øèðèíó 1 ñðåäè ñâÿçíûõ ãðàôîâ èìåþò òîëüêî äåðåâüÿ.
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Ðèñ. 11.1: Ãðàô Ck (à), åãî äðåâåñíîå ðàçëîæåíèå (á) è ïðèâåäåííîå äðåâåñíîå
ðàçëîæåíèå (â).

Îíè ñîäåðæàò O(k) âåðøèí. Ïîëàãàÿ xi, i = 0 äëÿ âñåõ i ∈ [[n]], ò.å. èñêëþ÷àÿ
ïåòëè, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 11.1. Åñëè k > 3, òî CAR+(CWk,n) 4 (kn)3.

• Â îïðåäåëåíèè ìíîãî÷ëåíà ãîìîìîðôèçìîâ, êàê ïðàâèëî, ïåòëè çàïðåùàþòñÿ. ×òîáû èõ
èñêëþ÷èòü, äîñòàòî÷íî ñâÿçàííûå ñ ïåòëÿìè ïåðåìåííûå ïðèðàâíÿòü ê íóëþ.

Â ðàáîòå [232] ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêà òåîðåìû 11.4 íåóëó÷øàåìà ïî ïîðÿäêó ïðè ïîñòîÿí-

íûõ k. Òðîïè÷åñêèå (min,+)-àíàëîãè ìíîãî÷ëåíà ãîìîìîðôèçìîâ âûðîæäåíû äëÿ ìíîãèõ G, â

÷àñòíîñòè, äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ öèêëû ÷åòíîé äëèíû. Ïðè íå÷åòíûõ k

òðîïè÷åñêàÿ âåðñèÿ ìíîãî÷ëåíà CWn,k ñîäåðæàòåëüíà. Ïðè k = 3 îíà ñîâïàäàåò ñ ìíîãî÷ëåíîì

âûáîðà òðåóãîëüíèêà ìèíèìàëüíîãî âåñà è èìååò ñëîæíîñòü Θ(n3), íàïðèìåð, â ñèëó íèæíåé

îöåíêè Ê. Øíîððà èç [286]. Ìåòîäîì Ì. Äæåððóìà è Ì. Øíèðà [213] îöåíêà ñëîæíîñòè Ω(n3)

äîêàçûâàåòñÿ ïðè ëþáîì ïîñòîÿííîì íå÷åòíîì k. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàò ñëåäñòâèÿ 11.1 â

ýòîì ñëó÷àå òî÷åí ïî ïîðÿäêó.
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Ìåòîä îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü áóëåâûõ

ôóíêöèé /2

Ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì ôóíêöèé (â áóëåâîé àëãåáðå)
ïðåäëîæèë Ý. È. Íå÷èïîðóê â ðàáîòå [51] è óñïåøíî ïðèìåíèë åãî ñðàçó â
íåñêîëüêèõ çàäà÷àõ (ìèíèìèçàöèÿ ÷èñëà êîíòàêòîâ â êîíòàêòíî-âåíòèëüíûõ ñõå-
ìàõ, ìèíèìèçàöèÿ ÷èñëà îòðèöàíèé â ñõåìàõ íàä áàçèñîì {∨, }). Äëÿ èëëþñòðà-
öèè èäåè ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ÷èñëà óìíîæåíèé ïðè âû÷èñëåíèè
áóëåâûõ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ ñõåìàìè â áàçèñå Æåãàëêèíà B1 = {⊕,∧, 1}. Ñî-
îòâåòñòâóþùèé ôóíêöèîíàë ñëîæíîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç Cµ.

Òåîðåìà 12.1 ([51]). Cµ(Pn) . (2 + o(1))2n/2.

I Åñëè n � ÷åòíî, ðàçîáüåì ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ X íà äâå ãðóïïû X1, X2

ïîðîâíó. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ f êàê ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà ïî ïåðâîé ãðóïïå
ïåðåìåííûõ:

f(X) =
⊕
σ∈Bn/2

Xσ
1 · fσ(X2), Xσ

1 =
∏
σi=1

xi.

Âû÷èñëèì îòäåëüíî âñå ïîäôóíêöèè fσ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âñåâîçìîæíûõ
ìîíîìîâ ïåðåìåííûõ X2. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ âñåõ ìîíî-
ìîâ n/2 ïåðåìåííûõ íå ïðåâîñõîäèò1) 2n/2 ñîãëàñíî ëåììå 3.1. Çàòåì, ïðèìåíÿÿ
ñõåìó Ãîðíåðà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ X1, âû÷èñëèì ôóíêöèþ f êàê

f(X) = x1f1 ⊕ f0 = x1(x2f11 ⊕ f10)⊕ (x2f01 ⊕ f00) = . . . , (12.1)

èñïîëüçóÿ åùå 2n/2 − 1 óìíîæåíèé.
Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n óêàçàííûé ñïîñîá òðåáóåò ïðèìåðíî 2dn/2e + 2bn/2c ≈

2.12 · 2n/2 óìíîæåíèé. Îäíàêî ïðèåì ðàçëîæåíèÿ ïî îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì
ôóíêöèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òàêîé æå âèä àñèìïòîòèêè, êàê ïðè ÷åòíîì n.

Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ X íà òðè ãðóïïû X1, X2, Y , ãäå |X1| =
|X2| = m. Íà ìíîæåñòâå ìîíîìîâ ïåðåìåííûõ Y ââåäåì íóìåðàöèþ ñ äâóìÿ
èíäåêñàìè, Y i,j, 0 6 i, j < 2|Y |/2 + 1.

1Íà ñàìîì äåëå, ïðîñòî ðàâíà 2n/2 − n/2− 1.
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Ïîëîæèì hi(Y ) =
∨
j Y

i,j è gj(Y ) =
∨
i Y

i,j. Ââåäåííîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé
ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ëþáîé ìîíîì êàê Y i,j = hi(Y )gj(Y ) è óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì îðòîãîíàëüíîñòè hi(Y )hi′(Y ) = 0 ïðè i 6= i′, gj(Y )gj′(Y ) = 0 ïðè j 6= j′.
Òîãäà

f(X) =
⊕

σ,τ∈Bm
Xσ

1 ·Xτ
2 · fσ,τ (Y ) =

⊕
i

hi(Y ) ·

⊕
σ

Xσ
1 ·

⊕
τ,j: Y i,j∈fσ,τ (Y )

Xτ
2 · gj(Y )

 ,
(12.2)

ãäå çàïèñü Y i,j ∈ fσ,τ (Y ) îçíà÷àåò, ÷òî ìîíîì Y i,j ïðèñóòñòâóåò â ìíîãî÷ëåíå
Æåãàëêèíà ôóíêöèè fσ,τ (Y ).

Îöåíèì ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëå (12.2). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ ìî-
íîìîâ ïåðåìåííûõ X2 è Y è, êàê ñëåäñòâèå, ôóíêöèé hi è gj, äîñòàòî÷íî 2m+2|Y |

óìíîæåíèé. Åùå 2m(2|Y |/2 +1) óìíîæåíèé òðåáóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåâîçìîæ-
íûõ ïðîèçâåäåíèé Xτ

2 gj(Y ). Äàëåå âû÷èñëåíèå êàæäîé èç ñóìì â êâàäðàòíûõ
ñêîáêàõ (12.2) âûïîëíÿåòñÿ â ñòèëå (12.1) çà 2m − 1 óìíîæåíèé, ò.å. èñïîëüçóÿ
(2|Y |/2 + 1)(2m−1) óìíîæåíèé íà âñå ñóììû. Îñòàåòñÿ âûïîëíèòü 2|Y |/2 + 1 óìíî-
æåíèé íà hi(Y ). Òðåáóåìàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ, ñêàæåì, ïðè m � |Y | � n. �

Èñïîëüçóÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíûé ìåòîä ñèíòåçà � êîìáèíàöèþ ìíîãî-
ÿðóñíîãî è òðåóãîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèé áóëåâûõ ôóíêöèé, à òàêæå ðÿä äðóãèõ
èäåé, � Íå÷èïîðóê [51] äîáèëñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîãî ðåçóëüòàòà2) Cµ(Pn) ∼
2n/2 (ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî îïóáëèêîâàíî â [53]).
• Ââèäó ýêñòðåìàëüíîé ñëîæíîñòè àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîãî ìåòîäà Íå÷èïîðóêà ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîèñê ýëåìåíòàðíûõ è ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ýêîíîìíûõ ñïîñîáîâ ñèíòåçà.
Îäèí èç íèõ ïðåäñòàâëåí â òåîðåìå 12.1. Áîëåå áûñòðûé ñïîñîá ïðåäúÿâèëà Ñ. Í. Ñåëåçíåâà
â [293]. Îí îïèðàåòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèå

f(X1, X2, X3, x) =
⊕
σ∈Bm

Xσ
1 ·
⊕
τ∈Bp

Xτ
2 (x · fσ,τ,1(X3) ∨ x · fσ,τ,0(X3)) =

=
⊕
σ∈Bm

Xσ
1 ·
⊕
τ∈Bp

( (xXτ
2 ⊕ fσ,τ,0(X3))(xXτ

2 ⊕ fσ,τ,1(X3))⊕ gσ,τ (X3) ) ,

ãäå |X1| = m, |X2| = p è gσ,τ = fσ,τ,0·fσ,τ,1. Ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâm, p è íå÷åòíîì
n ìåòîä èìååò ñëîæíîñòü ∼

√
2 · 2n/2. Â ÷åòíîì ñëó÷àå îöåíêà èç [293] èìååò âèä ∼ (3/2) · 2n/2,

îäíàêî äîïîëíèòåëüíîå ðàçëîæåíèå ïî îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òàêóþ æå

àñèìïòîòèêó ñëîæíîñòè, êàê è äëÿ íå÷åòíîãî n.

Ìåòîä áàëàíñèðîâêè äåðåâüåâ. Ãëóáèíà áóëåâûõ ôóíêöèé U

Íàïîìíèì, ÷òî ôîðìóëû â êîíå÷íûõ áàçèñàõ, êàê ïðàâèëî, äîïóñêàþò ïàðàë-
ëåëüíîå ïåðåñòðîåíèå: ñóùåñòâîâàíèå ôîðìóëû ñëîæíîñòè L îçíà÷àåò ñóùåñòâî-
âàíèå ôîðìóëû ãëóáèíû � logL äëÿ òîé æå ôóíêöèè (ñì. ãëàâó 4, òåîðåìû 4.4
è 4.5). Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî øèðîêèé êëàññ ôîðìóë äîïóñêàåò ïðàêòè÷åñêè èäå-
àëüíîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå: íàïðèìåð, ñ ãëóáèíîé, áëèçêîé ê log2 L, â ñëó÷àå áè-
íàðíûõ áàçèñîâ. Òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò ôîðìóëû, â êîòîðûõ ïðè äâèæåíèè
îò âõîäîâ ê âûõîäàì ðåäêî ÷åðåäóþòñÿ îïåðàöèè.

2Íèæíÿÿ îöåíêà äîêàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíî ìîùíîñòíûì ðàññóæäåíèåì.
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Ñåðãåé Àíäðååâè÷
Ëîæêèí

Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò,
ñ 1978

Ãëóáèíîé àëüòåðíèðîâàíèÿ ïóòè â ñõåìå èëè ôîðìó-
ëå íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ñåðèé èç îäèíàêîâûõ ìíîãîâõîäî-
âûõ (äâóõ- è áîëåå) îïåðàöèé, íà êîòîðûå îí ðàñïàäà-
åòñÿ3). Ãëóáèíîé àëüòåðíèðîâàíèÿ ñõåìû èëè ôîðìóëû
íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ãëóáèíà àëüòåðíèðîâàíèÿ ïó-
òåé îò âõîäà ê âûõîäó.

Ñ. À. Ëîæêèí [30] çàìåòèë, ÷òî ôîðìóëû ñ ìàëîé ãëó-
áèíîé àëüòåðíèðîâàíèÿ ðàñïàðàëëåëèâàþòñÿ ïðàêòè÷å-
ñêè èäåàëüíî.

Òåîðåìà 12.2 ([30]). Åñëè ôóíêöèÿ f ðåàëèçóåòñÿ ôîð-
ìóëîé íàä áàçèñîì B0 ñëîæíîñòè L è ãëóáèíû àëüòåð-
íèðîâàíèÿ h, òî DB0(f) 6 dlog2 Le+ h− 1.

I Ñ ó÷åòîì âîçìîæíîñòè îïóñêàíèÿ îòðèöàíèé íà óðî-
âåíü âõîäîâ, ãëóáèíà àëüòåðíèðîâàíèÿ ôîðìóëû íàä B0 � ýòî ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî ñåðèé èç êîíúþíêöèé èëè äèçúþíêöèé â ïóòè îò âõîäà ê âûõîäó.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî h. Ïðè h = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Äîêàæåì ïåðåõîä îò h− 1 ê h.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó F ñëîæíîñòè L è ãëóáèíû àëüòåðíèðî-
âàíèÿ h. Âûäåëèì â íåé ìàêñèìàëüíóþ âíåøíþþ ïîäôîðìóëó G, ñîñòîÿùóþ èç
îäèíàêîâûõ îïåðàöèé; ïóñòü F1, . . . , Fs � ïîäôîðìóëû íà âõîäàõ G. Òàêèì îáðà-
çîì, F = F1 ◦ F2 ◦ . . . ◦ Fs ñ òî÷íîñòüþ äî ðàññòàíîâêè ñêîáîê, ãäå ◦ ∈ {∨, ∧} �
îïåðàöèÿ ïîäôîðìóëû G. Ïî ïîñòðîåíèþ,

∑
Φ(Fi) = L, è ãëóáèíà àëüòåðíèðî-

âàíèÿ ôîðìóë Fi íå ïðåâîñõîäèò h− 1.
Èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò çàìåíèòü êàæäóþ ôîðìóëó Fi ýêâè-

âàëåíòíîé ôîðìóëîé F ′i ãëóáèíû di 6 dlog2 Φ(Fi)e + h − 2. Îñòàëîñü çàìåòèòü
(ýòî öåíòðàëüíûé ìîìåíò äîêàçàòåëüñòâà), ÷òî ◦-ñóììó F ′1 ◦ F ′2 ◦ . . . ◦ F ′s ìîæíî
âû÷èñëèòü ñáàëàíñèðîâàííûì äåðåâîì ñ ãëóáèíîé êîðíåâîé âåðøèíû

d =

⌈
log2

s∑
i=1

2di

⌉
6

⌈
log2

s∑
i=1

2h−1Φ(Fi)

⌉
6 dlog2 Le+ h− 1.

�

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî â ëþáîì áàçèñå, áèíàðíûå îïåðàöèè
â êîòîðîì àññîöèàòèâíû è êîììóòàòèâíû, íàïðèìåð, â B1 èëè A+.

Ñëåäñòâèå 12.1 ([30]). DB0(Pn) 6 n− log2 log n+O(1).

� Àíàëèçèðóÿ êîíñòðóêöèþ ôîðìóëû èç òåîðåìû 11.2, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî (ñ
ó÷åòîì îïóñêàíèÿ îòðèöàíèé) ôîðìóëà èìååò îãðàíè÷åííóþ ãëóáèíó àëüòåðíè-
ðîâàíèÿ.

• Îïèðàÿñü íà êîíñòðóêöèþ Î. Á. Ëóïàíîâà [42] ôîðìóë àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé ñëîæ-
íîñòè è ãëóáèíû àëüòåðíèðîâàíèÿ 3, Ëîæêèí â [30] äîêàçàë îöåíêó ñëåäñòâèÿ 12.1 â ôîðìå

3Ñåðèè èç óíàðíûõ îïåðàöèé íå ñ÷èòàþòñÿ.
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DB0
(Pn) 6 dn − log2 log2 n + o(1)e + 3. Ýòî ñîâñåì íåìíîãî óñòóïàåò åãî æå ðåêîðäíîé îöåí-

êå (11.5).

Íåçàâèñèìî îò Ëîæêèíà, Ã. Ãóâåð, Ì. Êëàóý è Í. Ïèïïåíäæåð [212] ïðåäëîæèëè ìåòîä ìè-

íèìèçàöèè ãëóáèíû ôîðìóë ïðè ââåäåíèè îãðàíè÷åíèÿ íà âåòâëåíèå âûõîäîâ ýëåìåíòîâ. Ýòîò

ìåòîä îêàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì ê ìåòîäó Ëîæêèíà (ïî ñóùåñòâó, òî æå ñàìîå ïðåîáðàçîâàíèå

âûïîëíÿåòñÿ ñ ïåðåâåðíóòîé ôîðìóëîé), ÷òî ïîäðîáíî ðàçúÿñíÿåòñÿ â ðàáîòå Ñ. Á. Ãàøêîâà [8].

Ãðàäèåíòíûé ìåòîä. Ãëóáèíà ñõåì äëÿ ìíîãîêðàòíîãî ñëîæåíèÿ 5 U

Èçëîæåíèå áûëî áû íåïîëíûì áåç óïîìèíàíèÿ ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà, êîòîðûé
èãðàåò çàìåòíóþ ðîëü â çàäà÷àõ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Ê ñîæàëåíèþ, âû-
áðàííàÿ ìîäåëü (ñõåìû è ôîðìóëû áåç îãðàíè÷åíèÿ íà ãëóáèíó) íå ïîçâîëÿåò
â äîëæíîé ìåðå ïðîèëëþñòðèðîâàòü ðàçíîîáðàçèå âàðèàöèé è ïðèëîæåíèé ìå-
òîäà. Îãðàíè÷èìñÿ ëèøü îäíèì ïðèìåðîì, åùå îäèí ïðèìåð áóäåò ðàññìîòðåí
íèæå ïðèìåíèòåëüíî ê ìîäåëè ñõåì îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû, ñì. íà ñòð. 137.

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ãëóáèíû äåðåâà èç êîìïðåññîðîâ â çàäà-
÷å ìíîãîêðàòíîãî ñëîæåíèÿ. Ìåòîä òåîðåìû 4.3 îïòèìàëåí â àñèìïòîòè÷åñêîì
ñìûñëå, íî äîáàâî÷íàÿ êîíñòàíòà O(1), ñêðûâàþùàÿñÿ â îöåíêå ãëóáèíû, î÷åíü
âåëèêà (ñõåìà èñïîëüçóåò â íåñêîëüêî ðàç áîëüøå êîìïðåññîðîâ, ÷åì ìèíèìàëüíî
íåîáõîäèìî).

À ÷òî åñëè ïðîñòî ñîñòàâèòü ñõåìó, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèñîåäèíÿÿ êîìïðåñ-
ñîðû êàæäûé ðàç íà ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ ãëóáèíó (ýòî è åñòü ãðàäèåíòíûé
ìåòîä)? Áóäåò ëè ïîñòðîåííàÿ ñõåìà ýôôåêòèâíà? Ïî êðàéíåé ìåðå, â ñëó÷àå
íàèáîëåå ïîïóëÿðíîãî êîìïðåññîðà FA3 îòâåò óòâåðäèòåëüíûé, êàê ïîêàçàíî àâ-
òîðîì â [76]. Íàïîìíèì, ÷òî êîìïðåññîð FA3 õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðàìè ãëóáèí
âõîäîâ (0, 0, 1) è âûõîäîâ (2, 3), à åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (4.10) èìå-
åò êîðåíü λ ≈ 1.2056. Ïðèìåð ãðàäèåíòíîé ñõåìû ñóììèðîâàíèÿ âîñüìè ÷èñåë
ïîêàçàí íà ðèñ. 12.1 (ñðàâíèòü ñî ñõåìîé ðèñ. 4.1).

Òåîðåìà 12.3. DFA3(n) 6 logλ n+ 4.6.

I Ðàññìîòðèì ãðàäèåíòíóþ ñõåìó S íà n âõîäàõ, åå ãëóáèíó îáîçíà÷èì ÷åðåç D.
Áóäåì ñ÷èòàòü êîìïðåññîð ðàñïîëîæåííûì íà óðîâíå d, åñëè åãî âûõîäû èìåþò
ãëóáèíû d + 2 è d + 3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà ñ ïîâòîðåíèÿìè T ⊂ N0

ïîëîæèì σ(T ) =
∑

t∈T λ
t (ñóììà ïîòåíöèàëîâ). ×åðåç Sr îáîçíà÷èì ñõåìó, îá-

ðàçîâàííóþ êîìïðåññîðàìè ñõåìû S, ðàñïîëîæåííûìè íà óðîâíÿõ, ìåíüøèõ r.
×åðåç T (Sr) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî (ñ ïîâòîðåíèÿìè) ãëóáèí âûõîäîâ ñõåìû Sr, â
êîòîðîì ÷èñëà, ìåíüøèå r, çàìåíåíû íà r (ìíîæåñòâî ñîäåðæèò òîëüêî ÷èñëà r,
r + 1 è r + 2). Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè σ(Sr) = σ(T (Sr)). Â ñèëó ñâîéñòâà êîðíÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà êîìïðåññîðà,

n = σ(S0) 6 σ(S1) 6 . . . 6 σ(Sd−2) = λD + λD−1. (12.3)

Åñëè áû âñå êîìïðåññîðû ìîæíî áûëî ñîñòûêîâàòü áåç çàçîðîâ, òî öåïî÷-
êà (12.3) ñîñòîÿëà áû ñïëîøü èç ðàâåíñòâ, íî ýòî, êîíå÷íî, íåâîçìîæíî. Óæå
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Ðèñ. 12.1: Ãðàäèåíòíàÿ ñõåìà èç (3, 2)-êîìïðåññîðîâ

íà ïåðâîì øàãå òðåòü âõîäîâ ïðèõîäèòñÿ ¾îïóñòèòü¿ íà ãëóáèíó 1. ×åì áîëüøå
òàêèõ çàçîðîâ îáðàçóåòñÿ íà ïîñëåäóþùèõ ãëóáèíàõ, òåì áîëüøå âåëè÷èíà ðàç-
íîñòåé σ(Sr+1)− σ(Sr), è òåì äàëüøå ñóììà ïîòåíöèàëîâ ïðîìåæóòî÷íûõ ñóìì
îòêëîíÿåòñÿ îò n. Ê ñ÷àñòüþ, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óðîâåíü 0 ñõåìû S � îñîáåííûé:
íà êàæäîì èç ïîñëåäóþùèõ óðîâíåé îïóñêàåòñÿ íå áîëåå äâóõ ïðîìåæóòî÷íûõ
ñóìì.

Ëåììà 12.1 ([76]). Ïóñòü r > 0, à m0(r), m1(r) è m2(r) � ñîîòâåòñòâåííî
êîëè÷åñòâî ÷èñåë r, r + 1 è r + 2 âî ìíîæåñòâå T (Sr). Òîãäà âûïîëíåíî:

m0(r) 6 2m1(r) + 2, m1(r) 6 3m0(r)/2 + 2m2(r), m2(r) 6 m1(r). (12.4)

� Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî r. Ñõåìà ñîäåðæèò k = bn/3c êîìïðåññîðîâ
óðîâíÿ 0, ïîýòîìó

m0(1) = n mod 3, m1(1) = m2(1) = k,

è íåðàâåíñòâà ëåììû âûïîëíåíû ïðè r = 1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíäóêòèâíîãî
ïåðåõîäà îò r ê r + 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Äàëåå mi îáîçíà÷àåò mi(r).

Â ñëó÷àå m0 6 2m1 íà óðîâíå r ðàçìåùàåòñÿ k = bm0/2c êîìïðåññîðîâ, ïî-
ýòîìó

m0(r + 1) = m1 − k + (m0 mod 2), m1(r + 1) = m2 + k, m2(r + 1) = k.

Â ñëó÷àåm0 > 2m1 íà óðîâíå r ðàñïîëîæåíî k = b(m0 +m1)/3c êîìïðåññîðîâ,
ïîýòîìó

m0(r + 1) = (m0 +m1) mod 3, m1(r + 1) = m2 + k, m2(r + 1) = k.
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Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ (12.4) äëÿ
âåëè÷èí mi(r+1) àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò èç âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ äëÿ âåëè÷èí
mi.

Äëÿ îöåíêè ãëóáèíû ñõåìû S ñóùåñòâåííî òîëüêî ïåðâîå íåðàâåíñòâî
ëåììû 12.1. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî íà ëþáîì óðîâíå r > 1 ñõåìà ñîäåðæèò
min{bm0(r)/2c, m1(r)} êîìïðåññîðîâ, ñëåäîâàòåëüíî, σ(Sr+1)− σ(Sr) 6 2(λr+1 −
λr). Òàêèì îáðàçîì,

λD + λD−1 = σ(SD−2) =
D−3∑
r=1

(σ(Sr+1)− σ(Sr)) + (σ(S1)− σ(S0)) + σ(S0) 6

2(λD−2 − λ) + (λ− 1)(n/3 + 2) + n < 2λD−2 + (λ+ 2)n/3.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì λD−2 6 λ+2
3(λ2+λ−2)

n, îòêóäà D 6 logλ n+ 4.6. �

Óêàçàííóþ âåðõíþþ îöåíêó ïîëåçíî ñðàâíèòü ñ âûòåêàþùåé èç ëåììû 4.1
íèæíåé îöåíêîé DFA3(n) > logλ n − 3.8. Îòìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü ãðàäèåíòíîé
ñõåìû ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 5mn+O(n), è íå óñòóïàåò ñòàíäàðòíîé ñõåìå
èç ñóììàòîðîâ. Ñëàãàåìîå O(n) çäåñü îòâå÷àåò ðîñòó ðàçðÿäíîñòè ïðîìåæóòî÷-
íûõ ñóìì ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ãëóáèíû. Ìàëîñòü ýòîãî ñëàãàåìîãî ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî ÷èñëî êîìïðåññîðîâ óáûâàåò îò óðîâíÿ ê óðîâíþ â ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè, à ðàçðÿäíîñòü ðàñòåò ëèíåéíî.

• Ðàññóæäàÿ ÷óòü áîëåå àêêóðàòíî, àâòîð â [76] ïîëó÷èë âåðõíþþ îöåíêó ãëóáèíû ãðàäèåíòíîé

ñõåìû ñõåìû DFA3 < logλ n − 0.8. Âêóïå ñ óòî÷íåííîé íèæíåé îöåíêîé DFA3(n) > logλ n −
2.7 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðàäèåíòíûé ìåòîä çàâåäîìî ïðîèãðûâàåò ïî ãëóáèíå íå áîëåå åäèíèöû

îïòèìàëüíîìó ìåòîäó, à ïðè ìíîãèõ n è âîâñå äîêàçóåìî îïòèìàëåí. Âîïðîñ îá ýôôåêòèâíîñòè

ãðàäèåíòíûõ ñõåì äëÿ äðóãèõ òèïîâ êîìïðåññîðîâ, ïî-âèäèìîìó, íå èññëåäîâàí.
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Ñõåìû îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû

Ââåäåíèå

Ñõåìû îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû � ýòî ñõåìû íàä áåñêîíå÷íûì áàçèñîì, âêëþ÷àþ-
ùèì ôóíêöèè ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì àðãóìåíòîâ1). Òàêèå ñõåìû ñòàëè àêòèâ-
íî èçó÷àòüñÿ ïðèáëèçèòåëüíî ñ 1980-õ ãã., ïðåæäå âñåãî â íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíèÿ
âûñîêèõ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè. Óæå èç ïèîíåðñêèõ ðàáîò [93, 115, 185] âû-
ÿñíèëîñü, ÷òî ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ñâåðõïîëèíîìèàëüíûå íèæíèå îöåíêè
ñëîæíîñòè êîíêðåòíûõ ôóíêöèé â ïîëíûõ áóëåâûõ áàçèñàõ2).

Ê íàèáîëåå àêòèâíî èçó÷àåìûì ìîäåëÿì ñõåì îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû îòíî-
ñÿòñÿ AC-ñõåìû � ñõåìû íàä áàçèñîì {

∨
,
∧
, } (äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè ñ

íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì âõîäîâ)3). Îíè îáîáùàþò ñõåìû íàä ñòàíäàðòíûì áà-
çèñîì B0. Ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî âñå îòðèöàíèÿ â AC-ñõåìå ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî
êî âõîäàì ïåðåìåííûõ è â ïîäñ÷åòå ãëóáèíû íå ó÷èòûâàþòñÿ. AC[⊕]-ñõåìû �
ýòî ñõåìû â áîëåå øèðîêîì áàçèñå {

∨
,
∧
,
⊕
, , 1} � îáîáùåíèå ñõåì íàä áàçè-

ñîì B2. Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñõåìû, â êîòîðûõ äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçóþòñÿ
ýëåìåíòû, ðåàëèçóþùèå ñóììû ïî ÷èñëîâîìó ìîäóëþ, ñèììåòðè÷åñêèå, ïîðî-
ãîâûå ôóíêöèè. Ñëîæíîñòü áóëåâà îïåðàòîðà F ïðè ðåàëèçàöèè AC-ñõåìàìè
è, ñîîòâåòñòâåííî, AC[⊕]-ñõåìàìè ãëóáèíû d áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç CACd (F ) è
C
AC[⊕]
d (F ). Â ñëó÷àå ñõåì ñ ÷åðåäîâàíèåì ñëîåâ îïåðàöèé, íàïðèìåð,

∨∧∨
-ñõåì4),

äëÿ ñëîæíîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå íàïîäîáèå C∨∧∨(F ).
Ìíîãîâõîäîâûé àíàëîã àðèôìåòè÷åñêèõ ñõåì � ñõåìû íàä áàçèñîì {Σ,Π},

ãäå Σ � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè íàä êîëüöîì R, à Π � ïðîèçâåäåíèÿ íåîãðàíè÷åí-
íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Îáîçíà÷åíèå äëÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ îïåðàòîðà F
òàêèìè ñõåìàìè áóäåì ñòðîèòü â âèäå CRΣΠΣ(F ) (ïðèìåð äëÿ ñõåì ãëóáèíû 3).

1Ñõåìàìè îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû òàêæå íàçûâàþò ñõåìû íàä êîíå÷íûìè áàçèñàìè, èìåþ-
ùèå îãðàíè÷åííóþ ãëóáèíó àëüòåðíèðîâàíèÿ (÷èñëî ïåðåìåí îïåðàöèè â öåïî÷êå âû÷èñëåíèé).

2Âñêîðå àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû äëÿ ñëîæíîñòè àðèôìåòè÷åñêèõ ñõåì
îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè, à ñîâñåì íåäàâíî â ðàáîòå [243] � äëÿ ñõåì
íàä áåñêîíå÷íûìè ïîëÿìè.

3Íàçâàíèå àïåëëèðóåò ê òîìó ôàêòó, ÷òî òàêèå ñõåìû èñïîëüçóþòñÿ â îïðåäåëåíèè êëàññîâ
ñëîæíîñòè ACk.

4Ýòî ìîíîòîííûå ñõåìû ãëóáèíû 3 ñ äèçúþíêòîðàìè íà ïåðâîì è òðåòüåì ñëîÿõ è êîíú-
þíêòîðàìè íà ñðåäíåì ñëîå.
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Ïðîñòåéøèé è èñòîðè÷åñêè ñàìûé ïåðâûé5) âèä ñõåì èç ìíîãîâõîäîâûõ ýëå-
ìåíòîâ � ëèíåéíûå (âåíòèëüíûå) ñõåìû. Â òàêèõ ñõåìàõ èñïîëüçóåòñÿ åäèí-
ñòâåííàÿ îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ (â íåêîòîðîé êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïå). Ïîñêîëü-
êó ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êà÷åñòâå ìåðû ñëîæíîñòè ëèíåéíûõ ñõåì íå èìååò ñìûñëà,
ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî ðåáåð â ãðàôå ñõåìû. Ñëîæíîñòü ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñ
ìàòðèöåé A ïðè ðåàëèçàöèè ëèíåéíûìè ñõåìàìè ãëóáèíû d â áàçèñå {+} îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç W+

d (A). Îáîçíà÷åíèå Wd(A) ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ñëîæíîñòè óíèâåð-
ñàëüíûõ ñõåì, ïðàâèëüíî âû÷èñëÿþùèõ ìàòðèöó6) A âíå çàâèñèìîñòè îò âûáîðà
ïîëóãðóïïû.

Ìîäåëü ëèíåéíûõ ñõåì ýêâèâàëåíòíà ìîäåëè àääèòèâíûõ ñõåì: àääèòèâíàÿ
ñõåìà ïåðåñòðàèâàåòñÿ â ëèíåéíóþ ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà ñëîæíîñòè: äëÿ ïðîèç-
âîëüíîém×n ìàòðèöû A âûïîëíåíî W(A) � L(A)+m+n, ãäå îáîçíà÷åíèå W(A)
îòíîñèòñÿ ê ñëîæíîñòè ñõåì áåç îãðàíè÷åíèÿ íà ãëóáèíó. Èìåííî îãðàíè÷åíèå
ãëóáèíû äåëàåò ìîäåëü ëèíåéíûõ ñõåì ñîäåðæàòåëüíîé.

Â áîëåå îáùèõ áóëåâûõ è àðèôìåòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñõåìû ãëóáèíû 2 ïðåä-
ñòàâëÿþò âûðîæäåííûé ñëó÷àé, ñîîòâåòñòâóþùèé íîðìàëüíûì ôîðìàì (ÄÍÔ,
ÊÍÔ) èëè ñòàíäàðòíîé çàïèñè ìíîãî÷ëåíà. Íî äëÿ ëèíåéíûõ ñõåì íåòðèâèàëü-
íûå çàäà÷è íà÷èíàþòñÿ óæå â ãëóáèíå 2. Â áóëåâîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå ìàòðèöû
ñõåìîé ãëóáèíû 2 èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïîñòðîåíèå ïîêðûòèÿ ìàòðèöû ïðÿìî-
óãîëüíèêàìè (ñïëîøü åäèíè÷íûìè ïîäìàòðèöàìè). Ïîäðîáíåå î ñëîæíîñòè ëè-
íåéíûõ ñõåì ñì. â [219].

Äàëåå ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ, èëëþñòðèðóþùèõ óíèâåðñàëüíûå
ìåòîäû ñèíòåçà è îòðàæàþùèõ îñîáåííîñòè ìîäåëè ñõåì îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû,
è òàêæå ðàññìîòðèì åùå îäèí îáùèé ìåòîä, ìåòîä ñå÷åíèÿ.

Ëèíåéíûå ñõåìû ãëóáèíû 2 äëÿ ìàòðèöû Ñåðïèíñêîãî. Ãðàäèåíòíûé

ìåòîä /2 5

Íà÷íåì ñ äâóõ ðåçóëüòàòîâ î ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö Ñåðïèíñêîãî ëèíåé-
íûìè ñõåìàìè ãëóáèíû 2. Ïåðâûé èç íèõ èñïîëüçóåò èäåþ äåëåíèÿ ïîïîëàì äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ óíèâåðñàëüíûõ ñõåì, à âî âòîðîì ïðèìåíÿåòñÿ äîâîëü-
íî îáùèé êîìáèíàòîðíûé âàðèàíò ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà è ñòðîÿòñÿ ïðàêòè÷åñêè
îïòèìàëüíûå ëèíåéíûå

∨
-ñõåìû.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö Ñåðïèíñêîãî7) ðåêóðñèâíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê

S1 = [1], S2 =

[
1 0
1 1

]
, S2n =

[
Sn 0
Sn Sn

]
. (13.1)

Ìàòðèöû Ñåðïèíñêîãî � ïîïóëÿðíûé îáúåêò â êîìáèíàòîðèêå è òåîðèè ñëîæ-
íîñòè, î íåêîòîðûõ èõ ñâîéñòâàõ ñì., íàïðèìåð, â [219].

Ìèíèìàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñõåìà ñòðîèòñÿ ïðÿìî ïî îïðåäåëåíèþ (13.1):
W(Sn) = W∨(Sn) = n log2(n/2). Òî÷íîñòü îöåíêè äîêàçàíà Ñ. Í. Ñåëåçíåâîé [73]

5Ââåäåí â ðàññìîòðåíèå Î. Á. Ëóïàíîâûì â ðàáîòå [38] 1956 ã.
6Êàê è â ñëó÷àå àääèòèâíûõ ñõåì, óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëèíåéíàÿ ñõåìà âû÷èñëÿåò ìàòðèöó

ïðåîáðàçîâàíèÿ.
7Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå áîëüøå ðàñïðîñòðàíåí òåðìèí disjointness matrix.
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è íåçàâèñèìî Äæ. Áîéàð è Ì. Ôàéíäîì [148]. Ïðîñòîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñõåì
ãëóáèíû 2 óêàçàí â ðàáîòå Ñ. Þêíû è àâòîðà [219].

Òåîðåìà 13.1 ([219]). W2(Sn) 4 nlog2(
√

2+1) ≺ n1.28.

I Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðåäúÿâèòü ïîêðûòèå ìàòðèöû ïðÿìîóãîëüíèêà-
ìè ìàëîãî ñóììàðíîãî âåñà8). Ñëåäóÿ (13.1), ñîñòàâèì ïîêðûòèå ìàòðèöû S2n èç
(òðåõ èäåíòè÷íûõ) ïîêðûòèé ïîäìàòðèö Sn. Ïîêðûòèå áóäåò ñîñòîÿòü èç ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ ñ ñîîòíîøåíèåì ñòîðîí 1 : 1 (êâàäðàòîâ) è 1 : 2 (áðèêåòîâ). Â êàæäîé
òðîéêå ïîäîáíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ìû îáúåäèíÿåì äâà âäîëü äëèííîé ñòîðîíû,
ñì. ðèñ. 13.19).

Ðèñ. 13.1: Ïîêðûòèå ìàòðèöû Ñåðïèíñêîãî

Òàê êâàäðàò ðàçìåðà u× u ïîêðûòèÿ ìàòðèöû Sn ïîðîæäàåò òàêîé æå êâàä-
ðàò è áðèêåò ðàçìåðà u × 2u ïîêðûòèÿ ìàòðèöû S2n. Áðèêåò ðàçìåðà v × 2v èç
ïîêðûòèÿ ìàòðèöû Sn ïîðîæäàåò òàêîé æå áðèêåò è êâàäðàò ðàçìåðà 2v × 2v â
ïîêðûòèè ìàòðèöû S2n. Ïóñòü un è vn îçíà÷àþò ñóììó äëèí ñòîðîí êâàäðàòîâ è
ñóììó äëèí êîðîòêèõ ñòîðîí áðèêåòîâ èç ïîêðûòèÿ ìàòðèöû Sn. Îòòàëêèâàÿñü
îò u2 = v2 = 1, ïðè n = 2r ïîëó÷àåì[

u2n

v2n

]
=

[
1 2
1 1

]
·
[
un
vn

]
=

[
1 2
1 1

]r
·
[
1
1

]
= P ·

[
1 +
√

2 0

0 1−
√

2

]r
· P−1 ·

[
1
1

]
,

ãäå P � íåêîòîðàÿ îáðàòèìàÿ 2 × 2 ìàòðèöà, ïîñêîëüêó ìàòðèöà

[
1 2
1 1

]
èìååò

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 1±
√

2. Êàê ñëåäñòâèå, un + vn � nlog2(
√

2+1). �

• Â ðàáîòå [118] ïðåäëîæåíî î÷åíü íåòðèâèàëüíîå îáîáùåíèå ìåòîäà òåîðåìû 13.1, ïîçâîëèâ-

øåå ïîíèçèòü îöåíêó ñëîæíîñòè äî W2(Sn) ≺ n1.26; ñì. òàêæå [295], ãäå ïîëó÷åíà íåñêîëüêî

áîëåå àêêóðàòíàÿ îöåíêà.

Àâòîðû ðàáîòû [161] çàìåòèëè, ÷òî â êëàññå ëèíåéíûõ
∨
-ñõåì ãëóáèíû 2

âåðõíÿÿ îöåíêà òåîðåìû 13.1 ìîæåò áûòü óëó÷øåíà ïðè ïîìîùè ãðàäèåíòíîãî
ìåòîäà.

8Âåñ ïðÿìîóãîëüíèêà � ýòà ñóììàðíîå ÷èñëî ñòðîê è ñòîëáöîâ â íåì.
9Êîíå÷íî, ïðÿìîóãîëüíèêè íå îáÿçàòåëüíî ñîñòîÿò èç ñìåæíûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ.
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Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî F ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X. Ïî îïðåäåëå-
íèþ, ñåìåéñòâî F ñîäåðæèò ïîêðûòèå ðàçìåðà t, åñëèX =

⋃t
i=1 Fi ïðè íåêîòîðûõ

Fi ∈ F (ò.å. âñå ýëåìåíòûX íàêðûâàþòñÿ êàêèìè-òî t ìíîæåñòâàìè èç F). Ñëåäó-
þùèé ðåçóëüòàò ôàêòè÷åñêè äîêàçàí À. À. Ñàïîæåíêî â [71], íî áîëüøå èçâåñòåí
êàê ëåììà Ëîâàñà�Ñòåéíà. Íàì óäîáíåå èñïîëüçîâàòü âàðèàíò Ø. Ñòåéíà [299],
ñì. òàêæå [216].

Ëåììà 13.1 ([299]). Åñëè |F | 6 s äëÿ ëþáîãî F ∈ F , è ëþáîé ýëåìåíò x ∈ X
ïðèíàäëåæèò íå ìåíåå ÷åì r ìíîæåñòâàì èç F , òî ñåìåéñòâî F ñîäåðæèò
ïîêðûòèå ðàçìåðà t 6 (1 + ln s)|F|/r.

� Ðàññìîòðèì ãðàäèåíòíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïîêðûòèÿ. Íà êàæäîì î÷åðåäíîì
øàãå ìû ïðèñîåäèíÿåì ê ïîêðûòèþ ìíîæåñòâî F ∈ F , ïîêðûâàþùåå ìàêñèìàëü-
íîå ÷èñëî åùå íå ïîêðûòûõ ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò C0 = ∅ è X0 = X. Åñëè íà i-ì øàãå âûáðàíî ìíî-
æåñòâî Fi, òî ïîëàãàåì Ci = Ci−1 ∪ {Fi} è Xi = Xi−1 \Fi. Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ
íà øàãå t ïðè óñëîâèè Xt = ∅. Òîãäà Ct � èñêîìîå ïîêðûòèå.

Çàìåòèì, ÷òî Xj =
⋃t
i=j+1(Fi ∩ Xi−1). Ïî óñëîâèþ, ÷èñëî ïîêðûâàåìûõ íà

êàæäîì øàãå íîâûõ ýëåìåíòîâ íå âîçðàñòàåò:

s > |F1 ∩X0| > . . . > |Fi ∩Xi−1| > . . .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç tk ÷èñëî ìíîæåñòâ Fi ∩ Xi−1 ìîùíîñòè k. Òîãäà t =
∑s

k=1 tk.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå wk = |Xjk | äëÿ jk = ts + ts−1 + . . . + tk è ôîðìàëüíî ïîëî-
æèì js+1 = 0. Ïîñêîëüêó íè îäíî èç ìíîæåñòâ F ∈ F íå ñîäåðæèò áîëåå k − 1
ýëåìåíòîâ èç Xjk , ñïðàâåäëèâî

rwk 6 (k − 1)|F|. (13.2)

Ââèäó tk = (wk+1 − wk)/k, ïðèìåíÿÿ (13.2), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

t =
s∑

k=1

tk =
s∑

k=1

wk+1 − wk
k

=
ws+1

s
+

s∑
k=2

wk
(k − 1)k

− w1 6

|F|
r

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

s

)
6
|F|
r

(1 + ln s).

Ïîñëåäíèé ïåðåõîä èñïîëüçóåò èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ãàðìîíè÷åñêèìè
÷èñëàìè è íàòóðàëüíûìè ëîãàðèôìàìè10).

Ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî ãðàäèåíòíûé ìåòîä ãàðàíòèðóåò ðåçóëüòàò, íå ñëèø-
êîì ñèëüíî óñòóïàþùèé îïòèìèñòè÷åñêîé îöåíêå |F|/r.

Äàëåå íàì óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû Ñåðïèíñêîãî
êàê ìàòðèöû íåïåðåñå÷åíèé. Ñòðîêè è ñòîëáöû n×n ìàòðèöû Sn, n = 2k, èíäåê-
ñèðóþòñÿ âñåâîçìîæíûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà X èç k ýëåìåíòîâ. Ïîëî-
æèì Sn[A,B] = (A∩B = ∅). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíò-
íî (13.1).

10À èìåííî, 1 + 1
2 + . . .+ 1

s 6 ln s+ γ + 1
2s , ãäå γ = 0.577 . . . � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà.
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Òåîðåìà 13.2 ([161]). W∨2 (Sn) 4 nlog2(9/4) log7/2 n ≺ n1.17.

I Ðàçîáüåì ìàòðèöó Sn íà (k + 1)2 ïîäìàòðèö Sa,bn , 0 6 a, b 6 k, ãäå Sa,bn îá-
ðàçîâàíà ñòðîêàìè, çàíóìåðîâàííûìè ìíîæåñòâàìè ìîùíîñòè a, è ñòîëáöàìè,
çàíóìåðîâàííûìè ìíîæåñòâàìè ìîùíîñòè b. Ïîñòðîèì ïîêðûòèÿ ìàòðèö Sa,bn
íåçàâèñèìî. Äàëåå ïîëàãàåì a + b 6 k, ò.ê. â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïîäìàòðèöû
ñîñòîÿò èç íóëåé.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî F = {FR} ïðÿìîóãîëüíèêîâ â Sa,bn , îáðàçîâàííûõ ñòðî-
êàìè A ⊂ R è ñòîëáöàìè B ⊂ R, ãäå |R| = (a− b+ k)/2 è R = X \R.

Ëþáîé ïðÿìîóãîëüíèê FR èìååò ðàçìåð C a
(a−b+k)/2×C b

(b−a+k)/2, è êàæäûé ýëå-

ìåíò ìàòðèöû Sa,bn íàêðûâàåòñÿ r = C
(k−a−b)/2
k−a−b ïðÿìîóãîëüíèêàìè èç F . Ïðè ýòîì

|F| = C
(a−b+k)/2
k . Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 13.1

t 4 ln
(
C a

(a−b+k)/2 · C b
(b−a+k)/2

)
· |F|/r 4 k3/2 · C(a−b+k)/2

k · 2a+b−k

ïðÿìîóãîëüíèêîâ îáðàçóþò ïîêðûòèå ìàòðèöû Sa,bn . Òàêèì îáðàçîì, ïðè a > b

W∨2 (Sa,bn ) 4 k3/2 · C(a−b+k)/2
k · 2a+b−k · C a

(a−b+k)/2 = k3/2 · 2−2u · Cu
k · C a

k−u, (13.3)

ãäå u = (k − a− b)/2.
Íàïîìíèì èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå Cm

n 6 2nH(m/n), ãäå H(x) = −x log2 x −
(1− x) log2(1− x) � ôóíêöèÿ äâîè÷íîé ýíòðîïèè, îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå x ∈
[0, 1]11). Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå α = u/k, îöåíêà (13.3) ïðîäîëæàåòñÿ êàê

W∨2 (Sa,bn ) 4 k3/2 · 2(H(α)−2α)k · C(k−u)/2
k−u 4 k3/2 · 2(1+H(α)−3α)k.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ H(x)−3x ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
log2(9/8) ïðè x = 1/9. �

• Âåðõíÿÿ îöåíêà òåîðåìû 13.2 èñêëþ÷èòåëüíî áëèçêà ê íèæíåé îöåíêå W∨2 (Sn) � n1.16

èç [219]. Áîëåå òîãî, ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà îáåèõ îöåíîê ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü çíà÷åíèå ñëîæ-

íîñòè W∨2 (Sn) ≈ nα ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ (log n)O(1), ãäå ïîêàçàòåëü α îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ðåøåíèå çàäà÷è ïîèñêà ýêñòðåìóìà êîíêðåòíîé ôóíêöèè [161].

⊕∧⊕
-ñõåìû äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ·∵ c

Ïóòü ê áûñòðîìó âû÷èñëåíèþ íåðåäêî ëåæèò ÷åðåç ïîñòðîåíèå ýêîíîìíûõ ïî-
êðûòèé (íàïðèìåð, áóëåâà êóáà). Íî â ìîäåëè ñõåì îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû, â ñèëó
ïðèñóùåãî åé ïàðàëëåëèçìà, òàê ïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíî ÷àùå. Â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñèíòåçà

⊕∧⊕
-ñõåì, ðåøåííóþ Ñ. Í. Ñåëåçíåâîé [75] â

÷àñòè îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ñëîæíîñòè êëàññà ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ. Íèæíÿÿ
îöåíêà Ω(2n/n2) óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðîñòûì ìîùíîñòíûì ðàññóæäåíèåì [74]. Äî-
êàçàòåëüñòâî âåðõíåé ñâÿçàíî ñ ïîñòðîåíèåì ïîêðûòèÿ áóëåâà êóáà ôðàãìåíòàìè
ñôåð ðàäèóñà 2.

11Íà êîíöàõ îòðåçêà ïîëàãàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè H(0) = H(1) = 0.
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Ñâåòëàíà
Íèêîëàåâíà
Ñåëåçíåâà

Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò,
ñ 1998

Íàïîìíèì, ÷òî åäèíè÷íàÿ ñôåðà â áóëåâîì êóáå ñ öåí-
òðîì α � ýòî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, îòëè÷àþùèõñÿ îò α
çíà÷åíèåì â îäíîé ïîçèöèè. Òå èç íàáîðîâ, êîòîðûå ïî-
ëó÷àþòñÿ çàìåíîé 0 íà 1, îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíóþ ïî-
ëóñôåðó, îñòàëüíûå � îòðèöàòåëüíóþ. Êàê îáû÷íî, ñå-
ìåéñòâî T ïîäìíîæåñòâ Q ⊂ Bn íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì
(ïîä)ìíîæåñòâà S ⊂ Bn, åñëè S ⊂

⋃
Q∈T Q.

Äæ. Êóïåð, Ð. Ýëëèñ è Ý. Êàíã [168] ïîñòðîèëè ïî-
êðûòèÿ áóëåâà êóáà ïîëóñôåðàìè îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿä-
êó ìîùíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bn+ (ñîîòâåòñòâåííî Bn−)
áóëåâ êóá Bn áåç íóëåâîãî (åäèíè÷íîãî) íàáîðà.

Ëåììà 13.2 ([168]). Ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå Tn áóëå-
âà êóáà Bn+ ïîëîæèòåëüíûìè ïîëóñôåðàìè ìîùíîñòè
|Tn| � 2n/n.

� Ñíà÷àëà óñòàíîâèì ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòè÷íîãî ïîêðû-
òèÿ T ⊂ Bn áóëåâà êóáà ñ íåñêîëüêî õóäøèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Îáîçíà÷èì
÷åðåç T ìíîæåñòâî òî÷åê, íå íàêðûâàåìûõ ÷àñòè÷íûì ïîêðûòèåì T . Óäîáíî
ââåñòè ñïåöèàëüíóþ ìåðó, δ-ìîùíîñòü ÷àñòè÷íîãî ïîêðûòèÿ: |T |δ = |T | + δ|T |
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ > 1/n.

I. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòè÷íîãî ïîêðûòèÿ T , äëÿ êîòîðîãî

|T |δ 6 (2 ln(δn) + 1)2n/n. (13.4)

Çàäàäèì ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî òî÷åê T0 óñëîâèåì: âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà
j-ãî ñëîÿ êóáà ïðèíàäëåæèò T0, ðàâíà pj = min{ln(δn)/(j + 1), 1}. Ðàññìîòðèì
ïîêðûòèå T , ñîñòîÿùåå èç ïîëóñôåð ñ öåíòðàìè èç T0.

Ïî ïîñòðîåíèþ, âñå òî÷êè ln(δn) íèæíèõ ñëîåâ êóáà, êðîìå íóëåâîãî, íàêðû-
òû ïîêðûòèåì T . Ïðè j+1 > ln(δn) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà j-ãî ñëîÿ êóáà íå
ïðèíàäëåæèò íèêàêîé èç ïîëóñôåð, îöåíèâàåòñÿ êàê (1 − pj−1)j 6 1/(δn) ââèäó
ñïðàâåäëèâîãî ïðè x < 1 íåðàâåíñòâà (1−x)1/x 6 1/e. Òîãäà äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ δ-ìîùíîñòè ïîêðûòèÿ ñïðàâåäëèâî

E[|T |δ] = E[|T |] + δE[|T |] 6
n∑
j=0

pjC
j
n + δ 2n

1

δn
6

ln(δn)

n+ 1
·

n∑
j=0

Cj+1
n+1 +

2n

n
6 (2 ln(δn) + 1)

2n

n
.

II. Çàìåòèì, ÷òî åñëè T1 � ïîêðûòèå êóáà Bn1
+ , à T2 � ÷àñòè÷íîå ïîêðûòèå

êóáà Bn2
+ , òî ìíîæåñòâî T14T2 := (Bn1 ×T2)∪ (T1×T2) ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì êóáà

Bn1+n2
+ .
Ðóêîâîäñòâóÿñü ýòèì ïðàâèëîì, ïîñòðîèì èíäóêòèâíî ïîêðûòèå êóáà Bn+

ìîùíîñòè 6 b2n/n ïðè ïîäõîäÿùåé êîíñòàíòå b > 1. Áàçà èíäóêöèè n = 1 òðè-
âèàëüíî âûïîëíåíà. Äîêàæåì ïåðåõîä îò n− 1 ê n.



141

Ïîëîæèì n1 = bn/2c è n2 = dn/2e. Ðàññìîòðèì ïîêðûòèå T14T2, ãäå â êà-
÷åñòâå T1 âûáðàíî ñóùåñòâóþùåå ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïîêðûòèå êóáà
Bn1

+ , à T2 � ÷àñòè÷íîå ïîêðûòèå êóáà Bn2
+ , óäîâëåòâîðÿþùåå (13.4) ïðè δ = b/n1.

Òîãäà

|T14T2| = 2n1|T2|+ |T1||T2| 6 2n1|T2|δ 6 (2 ln(δn2) + 1)
2n

n2

6 2(2 ln(2b) + 1)
2n

n
.

Ïðè âûáîðå b = 16 âûïîëíåíî 2(2 ln(2b)+1) < b, òåì ñàìûì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä
äîêàçàí.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S+(α) è S−(α) ñîîòâåòñòâåííî ïîëîæèòåëüíóþ è îòðèöà-
òåëüíûå ïîëóñôåðû ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì α.

Ïóñòü t = bn/2c. Ïðåäñòàâèì áóëåâ êóá â âèäå Bn = Bt×Bn−t. Äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî íàáîðà α ∈ Bn ïîëîæèì α = (α0, α1), ãäå α0 ∈ Bt è α1 ∈ Bn−t. Îáîçíà÷èì
Q(α) = S−(α0) × S+(α1); íàçîâåì ýòî ìíîæåñòâî êâàäðàíòîì ñ öåíòðîì α ∈ Bn
(ïî ñóùåñòâó, ýòî ÷åòâåðòü ñôåðû ðàäèóñà 2). Èç ëåììû 13.2 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 13.1. Ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå Tn áóëåâà êóáà Bn± = Bt− × Bn−t+ êâàä-
ðàíòàìè ìîùíîñòè |Tn| � 2n/n2.

� Èñêîìîå ïîêðûòèå ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîêðûòèÿ êóáà Bt−
îòðèöàòåëüíûìè ïîëóñôåðàìè è ïîêðûòèÿ êóáà Bn−t+ ïîëîæèòåëüíûìè ïîëóñôå-
ðàìè.

Òåîðåìà 13.3 ([75]). C⊕∧⊕(Pn) 4 2n/n2.

I Ïðåäñòàâèì ïðîèçâîëüíóþ áóëåâó ôóíêöèþ f(X, Y ), |X| = t, |Y | = n − t åå
ìíîãî÷ëåíîì Æåãàëêèíà

f(X, Y ) =
⊕
σ∈Bt

⊕
τ∈Bn−t

fσ,τX
σY τ , Xσ =

∏
σi=1

xi, Y τ =
∏
τi=1

yi.

Ïóñòü f ∗ � ÷àñòü ôóíêöèè f , ñîñòîÿùàÿ èç ìîíîìîâ, âåêòîð-ñòåïåíè êîòîðûõ
ïðèíàäëåæàò Bn±: f ∗(X, Y ) =

⊕
σ∈Bt−,τ∈B

n−t
+

fσ,τX
σY τ .

Âîçüìåì ïîêðûòèå T áóëåâà êóáà Bn± êâàäðàíòàìè, ãàðàíòèðîâàííîå ñëåä-
ñòâèåì 13.1. Ïóñòü {α1, . . . , α|T |} � ìíîæåñòâî öåíòðîâ êâàäðàíòîâ, çàíóìåðîâàí-
íûõ â ïîðÿäêå óìåíüøåíèÿ âåñà, è ïðè ðàâåíñòâå âåñîâ � â ïîðÿäêå óìåíüøåíèÿ
âåñà ìëàäøåãî ïîäíàáîðà α0.

Äàëåå âûïîëíèì |T | øàãîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè f ∗. Ïîñëå
êàæäîãî j-ãî øàãà áóäåò âûïîëíåíî f ∗ = Pj ⊕ Rj, ãäå Pj � ñóììà 2j ìóëüòèàô-
ôèííûõ ôóíêöèé12), à ¾îñòàòîê¿ Rj èìååò âèä

Rj =
⊕

γ∈Bn±\
⋃j
i=1Q(αj)

cj,γX
γ0Y γ1 . (13.5)

12Ìóëüòèàôôèííûå ôóíêöèè � ýòî ïðîèçâåäåíèÿ àôôèííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, ò.å. ðîâíî
òàêèå ôóíêöèè, êîòîðûå äîïóñêàþò

∧⊕
-ïðåäñòàâëåíèå.
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(Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ íàáîðîâ γ ïîä çíàêîì ñóììû âûïîëíåíî |γ| 6 |αj|.) Ïåðåä
íà÷àëîì ïðîöåäóðû P0 = 0 è R0 = f ∗.

Î÷åðåäíîé j-é øàã çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Îòòàëêèâàÿñü îò ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ f ∗ = Pj−1 ⊕ Rj−1, âûäåëèì èç ìíîãî÷ëåíà Rj−1 ìîíîìû, âåêòîð-ñòåïåíè
êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò Q(αj), è ïîëîæèì

R′j =
⊕

γ∈Q(αj)

cj−1,γX
γ0Y γ1 .

Åñëè äëÿ ëþáîãî σ ∈ S−(α0
j ) îïðåäåëèòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

gσ(Y ) =
⊕

τ∈S+(α1
j )

cj−1,(σ,τ)Y
τ⊕α1

j ,

òî ïîëó÷èì
R′j = Y α1

j

⊕
σ∈S−(α0

j )

Xσgσ(Y ).

Ïîëîæèì

Aj = Xα0
jY α1

j ⊕ Y α1
j ·

∏
σ∈S−(α0

j )

(Xσ⊕α0
j ⊕ gσ(Y )),

Pj = Pj−1 ⊕ Aj
Rj = Rj−1 ⊕ Aj

. (13.6)

Ïî ïîñòðîåíèþ, Aj = R′j ⊕
⊕

γ X
γ0Y γ1 äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ γ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì |γ| 6 |αj| è |γ0| 6 |α0
j | − 2. Êàê ñëåäñòâèå, γ /∈⋃j

i=1Q(αj). Ïîýòîìó Pj ÿâëÿåòñÿ ñóììîé 2j ìóëüòèàôôèííûõ ôóíêöèé, à Rj

èìååò âèä (13.5).
Ïîñëå øàãà |T | ïîëó÷àåì f ∗ = P|T |. Ïðèñîåäèíÿÿ ê

⊕∧⊕
-ïðåäñòàâëåíèþ

ôóíêöèè f ∗ ìîíîìû ôóíêöèè f ⊕ f ∗ (èõ íå áîëåå 2t + 2n−t), ïîëó÷àåì
⊕∧⊕

-
ñõåìó äëÿ ôóíêöèè f èç 6 2|T | + 2t + 2n−t � 2n/n2 ýëåìåíòîâ óìíîæåíèÿ íà
âòîðîì ñëîå è 6 t2n−t ýëåìåíòîâ ñëîæåíèÿ íà ïåðâîì ñëîå â ñèëó (13.6). �

• Ïîðÿäîê îïåðàöèé â ñõåìàõ îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû èìååò çíà÷åíèå. Â ÷àñòíîñòè, ñëîæíîñòü∧⊕∧
-ñõåì ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ íåëüçÿ îöåíèòü ëó÷øå, ÷åì 2n (ïðèìåð: äèçúþíêöèÿ n

ïåðåìåííûõ).

Íà÷èíàÿ ñ ãëóáèíû 4, ñëîæíîñòü ñõåì â áàçèñå {
∧
,
⊕
, 1} èìååò ïîðÿäîê 2n/2 (êàê ëåãêî ïðî-

âåðèòü). Â ìîäåëè AC-ñõåì, áëàãîäàðÿ äâîéñòâåííîñòè îïåðàöèé ∧ è ∨, ýôôåêò èñêëþ÷èòåëü-
íîñòè ãëóáèíû 3 íå âîçíèêàåò: àñèìïòîòèêà ñëîæíîñòè 2 · 2n/2 êëàññà ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ

äîñòèãàåòñÿ ñðàçó íà ñõåìàõ ãëóáèíû 3, êàê ïîêàçàíî àâòîðîì â [87].

AC[⊕]-ñõåìû ãëóáèíû 4 äëÿ ôóíêöèè ãîëîñîâàíèÿ P ε

Èçâåñòíî, ÷òî ìèíèìàëüíûå AC-ñõåìû ãëóáèíû d äëÿ ôóíêöèè ãîëîñîâàíèÿ
n ïåðåìåííûõ èìåþò ñëîæíîñòü 2n

1/(d−1)±o(1)
: íèæíÿÿ îöåíêà äîêàçàíà É. Õîñòà-

äîì [202], à âåðõíÿÿ äîñòèãàåòñÿ íà ïðîñòûõ ìîíîòîííûõ ñõåìàõ, ïîñòðîåííûõ
Ð. Áîïïàíîé [145]. Íåäàâíî È. Îëèâåéðà, Ð. Ñàíòàíàì è Ñ. Ñðèíèâàñàí [259]
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óñòàíîâèëè, ÷òî ìîäåëü AC[⊕]-ñõåì, õîòÿ è íå ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü ðåçóëüòàò â
ãëóáèíå 3, óæå íà ñõåìàõ ãëóáèíû 4 (â êàêîé-òî ñòåïåíè íåîæèäàííî) äåìîíñòðè-
ðóåò áîëåå âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ìîùü. Ïåðåä òåì êàê ïåðåéòè ê èçëîæåíèþ
ìåòîäà [259], êîìáèíèðóþùåãî äâà âåðîÿòíîñòíûõ àðãóìåíòà ñ èäååé ïðèáëèæåí-
íûõ âû÷èñëåíèé, íàïîìíèì äëÿ ñðàâíåíèÿ êîíñòðóêöèþ ñõåì ãëóáèíû 3.

Òåîðåìà 13.4 ([145]). C∨∧∨(majn) 4 2
√
n logn.

I Ðàçäåëèì ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ íà r ãðóïï X1, . . . , Xr îäèíàêîãî ðàçìåðà
|Xi| = m = dn/re. Ìîæíî çàïèñàòü

majn(X) =
∨

k1+...+kr=n/2

T k1m (X1) · . . . · T krm (Xr). (13.7)

Ñõåìà ñòðîèòñÿ ïî ôîðìóëå (13.7), â êîòîðîé ïîðîãîâûå ôóíêöèè T km âûðàæàþò-
ñÿ ïðè ïîìîùè ÊÍÔ. Íà ïåðâîì ñëîå

∨∧∨
-ñõåìû âû÷èñëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå

äèçúþíêöèè ïåðåìåííûõ â êàæäîé èç ãðóïï Xi: âñåãî 6 r2m øòóê. Íà âòîðîì
ñëîå âû÷èñëÿþòñÿ âíóòðåííèå ïðîèçâåäåíèÿ â (13.7) � èõ íå áîëåå Cr−1

n/2+r−1 < nr

øòóê. Òðåáóåìàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ ïðè r ≈
√
n/ log n è m ≈

√
n log n. �

Òåîðåìà 13.5 ([259]). C
AC[⊕]
4 (majn) 6 2n

1/4+o(1)
.

Ñðèêàíò Ñðèíèâàñàí
Èíäèéñêèé òåõíîëîãè÷åñêèé

èíñòèòóò, Áîìáåé,
ñ 2012 ïî 2020

I Ìåòîä ñèíòåçà êîìáèíèðóåò çíàêîìûå ïî ôîðìóëü-
íîé ðåàëèçàöèè ôóíêöèè ãîëîñîâàíèÿ èäåè: âû÷èñëåíèå
àðèôìåòè÷åñêèõ ñóìì ïåðåìåííûõ (äëÿ ýòîãî èñïîëüçó-
þòñÿ îïåðàöèè ⊕) è ïîñòðîåíèå ìîíîòîííûõ ïðèáëèæå-
íèé, òîëüêî â îòëè÷èå îò ìåòîäà Âýëüÿíòà [308] ïîâû-
øåíèå òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ íå ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè, à ïàðàëëåëüíûìè øàãàìè.

Ââèäó

majn =
∨

k>n/2

Ek
n, Ek

n = T kn · T k+1
n , (13.8)

âû÷èñëåíèå ôóíêöèè majn ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ýëå-
ìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé Ek

n ñõåìàìè ãëó-
áèíû 4 ñ âíåøíèì ýëåìåíòîì äèçúþíêöèè. Äîñòàòî÷íî

ïîñòðîèòü ñõåìó äëÿ13) E
n/2
n .

I. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì ìîíîòîííóþ
∧∨∧

-ñõåìó, âû÷èñëÿþùóþ ïðèáëèæåííî
ôóíêöèþ majm. Äëÿ óäîáñòâà ïîëàãàåì m ÷åòíûì. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ôàê-
òè÷åñêè ïîëó÷åí Ê. Àìàíî â [121].

Ëåììà 13.3 ([259]). Ïóñòü 0 < δ 6 1/(4 lnm) è m äîñòàòî÷íî âåëèêî. Ïðè
íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ðàñïðåäåëåíèè ∆ íà ìíîæåñòâå

∧∨∧
-ôîðìóë m ïå-

ðåìåííûõ ñëîæíîñòè 2
√

logm/δ, ôîðìóëà G(X) ∈ ∆ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
(i) Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà σ ∈ Bm âåñà 6 (1/2− δ)m âûïîëíåíî G(σ) = 0;
(ii) Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà σ ∈ Bm âåñà m/2 âûïîëíåíî P(G(σ) = 1) > 1/2.

13Ëþáàÿ ôóíêöèÿ Ekn ÿâëÿåòñÿ ïîäôóíêöèåé ôóíêöèè E
n
2n.
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� Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé ∆k ôîðìóë ãëóáèíû k, ïàðà-
ìåòðèçîâàííóþ ÷èñëàìè lk ∈ N. Íà ìíîæåñòâå ïåðåìåííûõ çàäàäèì ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå ∆0: äëÿ G ∈ ∆0 ïîëîæèì P(G ≡ xi) = 1/m. Ðàñïðåäåëåíèå ∆k

ñîäåðæèò ôîðìóëû G1 ◦ . . . ◦Glk , ãäå Gi ñëó÷àéíî âûáðàíû èç ∆k−1, à ◦ = ∧ ïðè
íå÷åòíûõ k è ◦ = ∨ � ïðè ÷åòíûõ.

Ïóñòü |σ| = m/2. Òîãäà â ñèëó 1− x 6 e−x ïðè x ∈ R,

p1 = P(G(σ) = 1 | G ∈ ∆1) = 2−l1 ,

p2 = P(G(σ) = 0 | G ∈ ∆2) = (1− p1)l2 6 e−l2p1 ,

p3 = P(G(σ) = 0 | G ∈ ∆3) 6 l3p2.

Ïóñòü òåïåðü |σ| 6 (1/2− δ)m. Â ïðåäïîëîæåíèè δl1 6 1/2 âûïîëíåíî

q1 = P(G(σ) = 1 | G ∈ ∆1) 6 ((1− 2δ)/2)l1 6 (1− δl1)p1,

q2 = P(G(σ) = 0 | G ∈ ∆2) = (1− q1)l2 > e−l2(q1+q21),

q3 = P(G(σ) = 1 | G ∈ ∆3) = (1− q2)l3 6 e−q2l3 .

Ïðè îöåíêå q1 ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñïðàâåäëèâûì ïðè ax 6 1 íåðàâåíñòâîì (1−
x)a 6 1 − ax/2, à ïðè îöåíêå q2 � ñïðàâåäëèâûì ïðè 0 6 x 6 1/2 íåðàâåíñòâîì
1− x > e−x−x

2
.

Ïîëîæèì14) l1 =
√

lnm/δ, l2 = cl12l1 , l3 = ecl1−2, ãäå c ∈ R. Ïðè ýòîì âûïîë-
íåíî δl1 =

√
δ lnm 6 1/2.

Òîãäà p2 6 e−cl1 è p3 6 e−2 < 1/4. Äàëåå,

q2 > e−l2(q1+q21) > e−l2p1(1−δl1+(1−δl1)2p1) > e−cl1(1+p1/4)+cδl21 > mce−cl1(1+p1/4),

q3 6 e−q2l3 6 e−m
ce−cl1p1/4−2

< e−m
ce−c/4−2

,

ïîñêîëüêó x2−x < 1 ïðè x > 1. Åñëè âûáðàòü c = 2, òî q3 6 e−m
2/13.

Òåïåðü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ êàêîãî-òî èç âåêòîðîâ σ âåñà 6 (1/2− δ)m
âûïîëíÿåòñÿ G(σ) = 1, ìîæíî îöåíèòü êàê q4 < 2mq3 6 2me−m

2/13. Ýòà âåëè÷èíà
íå ïðåâîñõîäèò 1/4 ïðè m > 11.

Îïðåäåëèì ðàñïðåäåëåíèå ∆ êàê îãðàíè÷åíèå ∆3 íà ìíîæåñòâî ôîðìóë, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå (i). Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà σ ∈ Bm âåñà m/2
ñïðàâåäëèâî P(G(σ) = 1 | G ∈ ∆) > 1− p3 − q4 > 1/2.

II. Òåïåðü ôóíêöèÿ Em/2
m (X) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïðèáëèæåííî êàê Ẽ =

Ψm(X) ·Ψ′m(X) ·MODs,r
m (X), ãäå r = m/2 mod s, Ψm,Ψ

′
m � ñëó÷àéíûå ôóíêöèè,

ðåàëèçóåìûå ñõåìàìè èç ëåììû 13.3, à X � âåêòîð îòðèöàíèé ïåðåìåííûõ. Ïðè
óñëîâèè s > δm ïðèáëèæàþùàÿ (ñëó÷àéíàÿ) ôóíêöèÿ Ẽ ðàâíà 0 çà ïðåäåëàìè
ñðåäíåãî ñëîÿ áóëåâà êóáà Bm, à â ëþáîé òî÷êå ñðåäíåãî ñëîÿ ðàâíà 1 ñ âåðîÿò-
íîñòüþ > 1/4. Â ñëó÷àå s = 2k ôóíêöèÿ MODs,r

m èìååò ïðîñòîå ïðåäñòàâëåíèå â
âèäå ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà.

Ëåììà 13.4. Ïðè n > 2k è ëþáîì r ñïðàâåäëèâî C⊕∧(MOD2k,r
n ) 6 n2k .

14Îêðóãëåíèÿìè â ïîñëåäóþùèõ (äîâîëüíî ãðóáûõ) ðàñ÷åòàõ ïðåíåáðåãàåì.
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� Îáîçíà÷èì XS =
∏

i∈S xi. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî C
2k−1
n íå÷åòíî òîëüêî ïðè n ≡

−1 mod 2k. Êàê ñëåäñòâèå, MOD2k,−1
n (X) =

⊕
|S|=2k−1X

S. Òîãäà ïðîèçâîëüíóþ

ôóíêöèþ MOD2k,r
n (X) ìîæíî âû÷èñëèòü êàê MOD2k,−1

n (X, 1t), ãäå 1t � íàáîð èç
t = 2k−r−1 åäèíèö. Âûðàæàþùèé ôóíêöèþ ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2k−1 çàâåäîìî
ñîäåðæèò íå áîëåå C2k−1

n + C2k−2
n + . . .+ C0

n < n2k ìîíîìîâ.

(Åñëè íà ýòîì îñòàíîâèòüñÿ è ðåàëèçîâàòü ôóíêöèþ Em
2m êàê äèçúþíêöèþ

ïîäõîäÿùåãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé Ẽ, òî ïðè íàäëåæàùåì
âûáîðå ïàðàìåòðîâ δ è s ïîëó÷èòñÿ ñõåìà ñëîæíîñòè 2m

1/3+o(1)
� íî òàêîé ðå-

çóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü ãîðàçäî ïðîùå îáîáùåíèåì ìåòîäà òåîðåìû 13.4 äàæå
áåç èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàöèé ⊕ [145].)

III. Ïîæàëóé, êëþ÷åâàÿ èäåÿ ìåòîäà [259] îñíîâàíà íà íàáëþäåíèè: åñëè ìíî-
æåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ðàâíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ äâóõ òèïîâ, ñëó÷àéíî ðàçáèòü íà
ïîäìíîæåñòâà ÷åòíîãî ðàçìåðà, òî êàæäîå èç ïîäìíîæåñòâ òàêæå áóäåò ñîäåð-
æàòü ïîðîâíó ýëåìåíòîâ îáîèõ òèïîâ ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ.

Ïóñòü X̃1, . . . , X̃r � ñëó÷àéíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà èç n ïåðåìåííûõ íà ãðóï-
ïû ïî m ïåðåìåííûõ15). Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ Φ =

∏r
i=1 Ẽi(X̃i), â êî-

òîðîé ðàçáèåíèå è âñå âíóòðåííèå ôóíêöèè Ẽi âûáèðàþòñÿ íåçàâèñèìî; ôóíêöèè
Ẽi èìåþò âèä Ẽ. Ïî ïîñòðîåíèþ, Φ 6 E

n/2
n . Ïðè ýòîì

p = P(Φ(σ) = 1 | |σ| = n/2) >
1

22r
· (C

m/2
m )r

C
n/2
n

>
1

4r
· (2m/m)r

2n
=

1

(4m)r
.

Òîãäà äèçúþíêöèÿ
∨n/p
i=1 Φi íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé òèïà Φ ïðèíèìàåò

çíà÷åíèå 0 õîòÿ áû íà îäíîì íàáîðå âåñà n/2 ñ âåðîÿòíîñòüþ 6 C
n/2
n (1− p)n/p <

2ne−n < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðàÿ ôîðìóëà ãëóáèíû 4 âèäà
∨n/p
i=1 Φi âû÷èñëÿåò

ôóíêöèþ E
n/2
n .

Ïðè âûáîðå ïàðàìåòðîâ r, s � 4
√
n/ log n, δ = s/m ñëîæíîñòü ïîñòðîåííîé

ôîðìóëû îöåíèâàåòñÿ êàê (n/p)r
(
ms + 2

√
logm/δ

)
� 2

4
√
n log3 n. �

• Äëÿ AC[⊕]-ñõåì ïðîèçâîëüíîé ãëóáèíû d àâòîðû [259] ïîëó÷èëè îöåíêè

2n
1/(2d−4)−o(1) 6 C

AC[⊕]
d (majn) 6 2n

2/(3d−12)+o(1).

Êàê îòìå÷åíî âûøå, ïðè d = 3, 4 íèæíÿÿ îöåíêà òî÷íà; èç äîêàçàòåëüñòâà [259] ñëåäóåò ÷óòü

ëó÷øàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà, êîòîðàÿ óñèëèâàåò ñòàíäàðòíóþ îöåíêó ñëîæíîñòè AC-ñõåì [145] ïðè

îñòàëüíûõ d > 5.

Ìåòîä ñå÷åíèÿ. Ëèíåéíûå ñõåìû äëÿ ìàòðèöû Ñèëüâåñòðà //

Ìåòîä ñå÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ â ïàðàëëåëüíûõ ìîäåëÿõ âû÷èñëåíèÿ, ê êîòîðûì îò-
íîñÿòñÿ è ñõåìû îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû â èñõîäíîé,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïàðàëëåëüíîé ñõåìå, ïðîâåñòè ðàçðåç (îäèí èëè íåñêîëüêî),

15Äëÿ ïðîñòîòû ïîëàãàåì, ÷òî n äåëèòñÿ íà 2r.
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ðóêîâîäñòâóÿñü ïîäõîäÿùèì ïðàâèëîì, è äàëåå âûïîëíèòü ïàðàëëåëüíîå ïåðå-
ñòðîåíèå ÷àñòåé ñõåìû äî è ïîñëå ðàçðåçà íåçàâèñèìî.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà, ïðîñòîé è ïî-
ñëîæíåå.

Áóëåâà âåðñèÿ ìàòðèöû Ñèëüâåñòðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

H1 = [0], H2 =

[
0 0
0 1

]
, H2n =

[
Hn Hn

Hn Hn

]
. (13.9)

Ýòà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íûì àíàëîãîì ìàòðèöû ÄÏÔ è îáëàäàåò ìíîãèìè
çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè (ñì., íàïðèìåð, [219]).

Ðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå ìàòðèöû Ñèëüâåñòðà ñîãëàñîâàíî ñ ìîäèôèöè-
ðîâàííûì îïðåäåëåíèåì îïåðàöèè êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ áóëåâûõ ìàòðèö
A⊗B, â êîòîðîì íà ïîçèöèè íóëåé ìàòðèöû A ïîäñòàâëÿþòñÿ ìàòðèöû B, à íà
ïîçèöèè åäèíèö � ìàòðèöû B. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

Hn1n2 = Hn1⊗Hn2 , Hn1n2 = Hn1⊗Hn2 . (13.10)

Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà äëÿ ìàòðèöû Hn èìååò ñëîæíîñòü � n log n è ñòðîèòñÿ
ïðÿìî ïî îïðåäåëåíèþ (13.9). Ñõåìà ñîñòîèò èç log2 n ñëîåâ: íà î÷åðåäíîì ñëîå
ïàðû ìàòðèö H2m, H2m äëÿ ãðóïï èç 2m ïåðåìåííûõ ñîáèðàþòñÿ èç ìàòðèö
ðàçìåðà m×m äëÿ ãðóïï èç m ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 13.6 ([219]). Äëÿ d > 2 è n = 2k âûïîëíåíî Wd(Hn) 4 dn1+1/d.

I Íà ñàìîì äåëå, ìû áóäåì ñòðîèòü ñõåìó äëÿ ïàðû ìàòðèö Hn, Hn. Äëÿ ýòîãî
âîçüìåì ñòàíäàðòíóþ ñõåìó è ðàçîáüåì åå ñëîè íà d ãðóïï ïðèìåðíî ðàâíîãî
ðàçìåðà. Çàòåì ñëîè âíóòðè êàæäîé ãðóïïû ñêëåèì, ò.å. çàìåíèì èõ ñõåìîé ãëó-
áèíû 1. Ïðè d = 1 èìååì W1(Hn, Hn) = |Hn|+ |Hn| 6 n2.

Ââèäó (13.10), èìååò ìåñòî

Wd+1(Hn1n2 , Hn1n2) 6 2n2
1n2 + n1Wd(Hn2 , Hn2).

Îòñþäà äëÿ n = n1 · . . . · nd, ãäå ni ∈ {2bk/dc, 2dk/de}, ïîëó÷àåì

Wd(Hn, Hn) 6 2n(n1 + . . .+ nd) = 2n[(1 + x)2−x]d2k/d, x =
k

d
−
⌊
k

d

⌋
. (13.11)

Ôóíêöèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ íà îòðåçêå [0, 1] ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà-
÷åíèå 2/(e ln 2) ≈ 1.06 ïðè x = log2(e/2). �

• Ðåçóëüòàò òåîðåìû òî÷åí ïî ïîðÿäêó, ò.ê. íèæíÿÿ îöåíêà, äîêàçàííàÿ â [219], èìååò âèä

Wd(Hn) > W∨d (Hn) & dn(n/2)1/d. Åñëè çàìåòèòü, ÷òî íà ïîñëåäíåì ñëîå íå íóæíî âû÷èñ-

ëÿòü äîïîëíèòåëüíóþ ìàòðèöó, îöåíêó òåîðåìû ìîæíî ïîëó÷èòü â áîëåå àêêóðàòíîé ôîðìå

Wd(Hn) 6 2(d − 1)n1+1/d, èñïîëüçóÿ âìåñòî (13.11) ñîîòíîøåíèå Wd(Hn) 6 n(n1 + 2n2 + . . . +

2nd−1 + nd).
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Ïåðåñòðîåíèå àðèôìåòè÷åñêèõ ñõåì â ΣΠΣΠ-ñõåìû //

Ìàíèíäðà Àãðàâàë
Èíäèéñêèé òåõíîëîãè÷åñêèé
èíñòèòóò, Êàíïóð, ñ 1996

Â ðàáîòå [114] Ì. Àãðàâàë è Â. Âèíàé ïîëó÷èëè â êàêîé-
òî ñòåíåíè íåîæèäàííûé è ðåçîíàíñíûé ðåçóëüòàò: îêà-
çûâàåòñÿ, àðèôìåòè÷åñêèå ñõåìû íàä êîëüöàìè äîñòà-
òî÷íî îáùåãî âèäà ìîãóò áûòü ïðîìîäåëèðîâàíû àðèô-
ìåòè÷åñêèìè ñõåìàìè ãëóáèíû 4 íåíàìíîãî áîëüøåé
ñëîæíîñòè. Îöåíêà ñëîæíîñòè âïîñëåäñòâèè óòî÷íÿëàñü
è ïðèíÿëà îêîí÷àòåëüíûé âèä ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû
Ñ. Òàâåíàñà [305].

Èäåÿ ìåòîäà î÷åíü ïðîñòà: ñõåìà ãëóáèíû 4 ñòðîèò-
ñÿ ñå÷åíèåì èñõîäíîé ñõåìû ïðèáëèçèòåëüíî ïîïîëàì, è
êàæäàÿ ïîëîâèíà ïðèâîäèòñÿ ê ãëóáèíå 2. Â ðåçóëüòàòå
ìíîãî÷ëåí çàïèñûâàåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ ìíîãî÷ëåíîâ.
Ñîäåðæàòåëüíî çàäà÷à ñîñòîèò òîëüêî â òîì, ÷òîáû ïî-
äîáðàòü ïîäõîäÿùåå ñå÷åíèå è àêêóðàòíî îöåíèòü ñëîæ-

íîñòü íîâîé ñõåìû.
Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ êîëåö õàðàêòåðèñòèêè 0: â

äåéñòâèòåëüíîñòè, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû áàçîâîå êîëüöî R óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ
deg(fg) = deg f + deg g äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ f, g ∈ R[x]. Àðèôìåòè÷åñêóþ
ñõåìó íàçîâåì îäíîðîäíîé, åñëè íà âõîäàõ è âûõîäàõ ýëåìåíòîâ óìíîæåíèÿ â íåé
âû÷èñëÿþòñÿ îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû16).

Ëåììà 13.5 ([302]). Ïóñòü R � êîëüöî õàðàêòåðèñòèêè 0. Åñëè ìíîãî÷ëåí
f ∈ R[X] ñòåïåíè d âû÷èñëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé ñõåìîé ñ s íåñêàëÿðíû-
ìè ýëåìåíòàìè óìíîæåíèÿ, òî îí òàêæå ìîæåò áûòü âû÷èñëåí îäíîðîäíîé
àðèôìåòè÷åñêîé ñõåìîé ñ sd 2 íåñêàëÿðíûìè ýëåìåíòàìè óìíîæåíèÿ.

� Ëþáîé ìíîãî÷ëåí, ïîëó÷àþùèéñÿ â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé, ðàçîáüåì íà îäíî-
ðîäíûå êîìïîíåíòû ñòåïåíè 6 d (êîìïîíåíòû áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè íå íóæíû).
Óìíîæåíèÿ èñõîäíîé ñõåìû çàìåíèì óìíîæåíèÿìè îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò ñòå-
ïåíè îò 1 äî d−1. Òàê ïîëó÷èì ñõåìó, âû÷èñëÿþùóþ âñå îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû
ìíîãî÷ëåíà f .

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îïèñûâàåò ïåðåõîä îò îáû÷íîé (îäíîðîäíîé) àðèôìåòè÷å-
ñêîé ñõåìû ê ΣΠΣΠ-ñõåìå. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïóòåì ñå÷åíèÿ èñõîäíîé
ñõåìû ïîïîëàì: ëèíèÿ ðàçðåçà ïðîõîäèò ÷åðåç ýëåìåíòû, â êîòîðûõ ñòåïåíè ïðî-
ìåæóòî÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðåîäîëåâàþò çàäàííûé ïîðîã h. Ñõåìà ðàññóæäåíèÿ
áëèçêà ê [309]. ×åðåç mon f îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî ìîíîìîâ ìíîãî÷ëåíà f .

Ëåììà 13.6. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí f ∈ R[x1, . . . , xn] ñòåïåíè d âû÷èñëÿåòñÿ îäíî-
ðîäíîé àðèôìåòè÷åñêîé ñõåìîé S ñ s ýëåìåíòàìè óìíîæåíèÿ, ãäå R � êîëüöî
õàðàêòåðèñòèêè 0. Òîãäà ïðè ëþáîì h 6 d åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(x1, . . . , xn) = p(q1, . . . , qr), p ∈ R[y1, . . . , yr], qj ∈ R[x1, . . . , xn], (13.12)

16Îïðåäåëåíèå äîïóñêàåò âû÷èñëåíèå îäíîðîäíîé ñõåìîé ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà êàê ñóì-
ìû îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò.
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ãäå deg qj 6 h, deg p < 6d/h, |mon p| 6 sdeg p è r 6 s2 + n.

� Êëàññèôèöèðóåì ðåáðà ñõåìû S, âõîäÿùèå â ýëåìåíòû óìíîæåíèÿ. Âõîäÿùåå
ðåáðî, äîñòàâëÿþùåå â ýëåìåíò óìíîæåíèÿ ìíîæèòåëü áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè,
íàçîâåì ñèëüíûì, äðóãîå ðåáðî � ñëàáûì. Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ñòåïåíåé ïåðå-
ìíîæàåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ îïðåäåëèì ñèëüíîå è ñëàáîå ðåáðî â ïàðå ïðîèçâîëüíî.
Îðèåíòèðîâàííûé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé äâå âåðøèíû â ñõåìå, íàçîâåì ëåãàëüíûì,
åñëè îí íå ñîäåðæèò ñëàáûõ ðåáåð.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç g(v) ìíîãî÷ëåí, âû÷èñëÿåìûé â âåðøèíå v ∈ S. Äëÿ ýëå-
ìåíòà óìíîæåíèÿ v ïîëîæèì g(v) = g1(v) · g2(v), ãäå g1(v) � ìíîæèòåëü, ïðè-
õîäÿùèé ïî ñèëüíîìó ðåáðó, g2(v) � ïî ñëàáîìó. Äëÿ ýëåìåíòà ñëîæåíèÿ v ïî-
ëàãàåì g1(v) = g(v) è g2(v) = 1. Äëÿ ëåãàëüíîãî ïóòè ρ = (v1, . . . , vl) îïðåäåëèì
g(ρ) = g2(v2) · . . . · g2(vl). Â ñëó÷àå l = 1 ôîðìàëüíî ïîëîæèì g(ρ) = 1. Íàêîíåö,
îïðåäåëèì

g(v, w) =
∑

ρ=(v,...,w)

g(ρ),

ãäå ñóììèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåì ëåãàëüíûì ïóòÿì èç v â w; â ñëó÷àå
îòñóòñòâèÿ òàêèõ ïóòåé ïîëàãàåòñÿ g(v, w) = 0.

Ïóñòü Vt = {v ∈ S | deg g(v) > t > deg g1(v)} � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ óìíîæå-
íèÿ, â êîòîðûõ ñòåïåíü âû÷èñëÿåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ âïåðâûå ïðåîäîëåâàåò ïîðîã t.
Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî Vt ÿâëÿåòñÿ àíòèöåïüþ.

Óòâåðæäåíèå 13.1. (i) Ïóñòü deg g(w) > t. Òîãäà g(w) =
∑

v∈Vt g(v) · g(v, w).
(ii) Ïóñòü deg g(u,w) > t−deg g(u) > 0. Òîãäà g(u,w) =

∑
v∈Vt g(u, v) ·g(v, w).

� Äîêàçàòåëüñòâî ï. (i) ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ðàññòîÿíèþ, êîòîðîå áåðåòñÿ
ïî ëåãàëüíûì îðèåíòèðîâàííûì ïóòÿì, äî w îò áëèæàéøåé âåðøèíû èç ìíîæå-
ñòâà Vt. Åñëè w ∈ Vt, òî â ñõåìå íåò äðóãèõ âåðøèí èç Vt, ïðåäøåñòâóþùèõ w,
ïîýòîìó ïðîâåðÿåìîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì g(w) = g(w) · g(w,w).

Èíà÷å, äëÿ ïðåäøåñòâóþùåé w ïî ñèëüíîìó ðåáðó âåðøèíû w1 âûïîëíåíî
deg g(w1) > t, ïðè ýòîì âåðøèíà w1 íàõîäèòñÿ áëèæå ê Vt, ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè âåðíî g(w1) =

∑
v∈Vt g(v) · g(v, w1). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

g(v, w) = g(v, w1) · g(w2) ââèäó òîãî, ÷òî âñå ëåãàëüíûå ïóòè â w ïðîõîäÿò ÷åðåç
w1, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

g(w) = g(w1) · g(w2) =
∑
v∈Vt

g(v) · g(v, w1) · g(w2) =
∑
v∈Vt

g(v) · g(v, w).

Äîêàçàòåëüñòâî ï. (ii) ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî.

Äëÿ âûðàæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ g(v) è g(u,w) âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäîñòàâëÿåìûìè
óòâåðæäåíèåì 13.1 ôîðìóëàìè:

g(w) =
∑
v∈Vt

g1(v) · g2(v) · g(v, w), (13.13)

g(u,w) =
∑
v∈Vt

g(u, v′) · g2(v) · g(v, w), (13.14)
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ãäå âåðøèíà v′ ïðåäøåñòâóåò v ïî ñèëüíîìó ðåáðó. Â ôîðìóëå (13.13) âûáèðà-
åì t = (deg g(w))/2, òîãäà ñòåïåíè âñåõ ìíîæèòåëåé â íåé íå ïðåâîñõîäÿò t. Â
ôîðìóëå (13.14) âûáèðàåì t = deg g(u) + (deg g(u,w))/2 (ïîýòîìó u /∈ Vt), òîãäà
deg g(u, v′), deg g(v, w) 6 (deg g(u,w))/2.

Òåïåðü îïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå ñõåìû ê âèäó (13.12). Ïîñëåäîâàòåëüíî, â ïî-
ðÿäêå óáûâàíèÿ ñòåïåíåé, âûðàçèì âñå ìíîãî÷ëåíû g(v) è g(u,w) ïî ïðàâèëàì
(13.13), (13.14) âïëîòü äî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 h, êîòîðûå áóäåì ñ÷èòàòü ôîð-
ìàëüíûìè ïåðåìåííûìè y1, . . . , yr. Ïî ïîñòðîåíèþ, r 6 s+C2

s +n 6 s2 +n. Áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç deg∗ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà g(v) èëè g(u,w) êàê ìíîãî÷ëåíà ïåðå-
ìåííûõ yi.

Óòâåðæäåíèå 13.2.

(i) Åñëè d′ = deg g(v) > h, òî deg∗ g(v) 6 6bd′/hc − 3.
(ii) Åñëè d′ = deg g(u,w) > h, òî deg∗ g(u,w) 6 6bd′/hc − 1.

� Íåðàâåíñòâà (i), (ii) äîêàçûâàþòñÿ ñîâìåñòíî èíäóêöèåé ïî d′, èñõîäÿ èç
(13.13), (13.14). Áàçà èíäóêöèè d′ 6 4h ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Ââèäó ïðîñòîãî íåðàâåíñòâà ba+bc > bac+bbc, òðåáóåòñÿ ðàçîáðàòüñÿ òîëüêî
â ñèòóàöèÿõ ñ ìíîæèòåëÿìè ñòåïåíè 6 h â ôîðìóëàõ (13.13), (13.14).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè d′ > 4h íå áîëåå îäíîãî ìíîæèòåëÿ â ôîðìóëå (13.13) è íå
áîëåå äâóõ ìíîæèòåëåé (åñëè äâóõ, òî êðàéíèõ) â ôîðìóëå (13.14) èìåþò ñòåïåíè
6 h. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò èíäóêòèâíûé ïåðåõîä.

Óòâåðæäåíèå 13.3. Äëÿ g(y1, . . . , yr) ∈ {g(v), g(u, v)} âûïîëíåíî |mon g| 6
sdeg∗ g−1.

� Òðèâèàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè. Ïðè deg∗ g = 1 óòâåðæäåíèå
î÷åâèäíî. Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðàâèëàìè (13.13), (13.14), ïî-
ñêîëüêó â ñèëó âûáîðà ïîðîãà t íå ìåíåå äâóõ ìíîæèòåëåé â êàæäîì âíóòðåííåì
ïðîèçâåäåíèè îòëè÷íû îò 1.

Óòâåðæäåíèÿ 13.2 è 13.3 äàþò òðåáóåìûå îöåíêè íà deg p è |mon p|. Ëåììà
äîêàçàíà.

• ×èñëî ìîíîìîâ â óòâåðæäåíèè 13.3 ìîæíî îöåíèòü òî÷íåå êàê s3bd′/hc−1, ãäå d′ =

deg g(x1, . . . , xn) > h (äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê óòâåðæäåíèå 13.2). Òîãäà âûâîä ëåììû ìîæíî

óòî÷íèòü äî |mon p| 6 s3d/h.

Òåîðåìà 13.7 ([305]). Ïóñòü R � êîëüöî õàðàêòåðèñòèêè 0. Åñëè ìíîãî÷ëåí
f ∈ R[x1, . . . , xn] ñòåïåíè d èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñëîæíîñòü s, òî

CRΣΠΣΠ(f) = 2
O
(√

d log(sd) logn
)
.

I Â äîêàçàòåëüñòâå ìû èñïîëüçóåì ïðîñòîå íåðàâåíñòâî Ck
n+k 6 (k + 1)nk.

Ê ïðåîáðàçîâàííîé ïðè ïîìîùè ëåììû 13.5 ñõåìå ïðèìåíèì ëåììó 13.6 ñ

âûáîðîì h ≈
√

d log(sd)
log(3n)

. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì îáåñïå÷åíî h 6 d, ïîñêîëüêó

çàâåäîìî sd 6 dCd
n+d 6 d(d+ 1)nd 6 (3n)d.
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Ïîñòðîåííàÿ ïî ôîðìóëå (13.12) ñõåìà èìååò íå áîëåå Ch
n+h 6 (h + 1)nh =

2
O
(√

d log(sd) logn
)
ýëåìåíòîâ íà ïåðâîì ñëîå (âñåâîçìîæíûå ìîíîìû ñòåïåíè 6 h

ïåðåìåííûõ xi), íå áîëåå s2d4 +n = 2O(log(sd)) ýëåìåíòîâ íà âòîðîì ñëîå è íå áîëåå

(sd2)6d/h = 2
O
(√

d log(sd) logn
)
ýëåìåíòîâ íà òðåòüåì ñëîå. �

Îòìåòèì, ÷òî ïåðåõîä ê ñõåìàì ãëóáèíû 4 âûïîëíÿåòñÿ ïåðåñòðîåíèåì òî-
ïîëîãèè ñõåìû, ïîýòîìó ðåçóëüòàò òåîðåìû 13.7 ñïðàâåäëèâ äëÿ âû÷èñëåíèé â
êîëüöàõ R äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà, äàæå, íàïðèìåð, äëÿ ñõåì íàä òðîïè÷åñêèì
ïîëóêîëüöîì (R,min,+).

Òåîðåìà 13.7 ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ñëîæíîñòü s ìíîãî÷ëåíà íå î÷åíü âåëèêà,
òî íå ñëèøêîì âåëèêà è åãî ñëîæíîñòü â êëàññå ñõåì ãëóáèíû 4. Ñêàæåì, åñëè
s = 2o(d logn), òî ñëîæíîñòü â ãëóáèíå 4 òàêæå áóäåò âåëè÷èíîé 2o(d logn). Ðàçíîîá-
ðàçíûå ñëåäñòâèÿ èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðèâåäåíû â [114, 196, 305]. Îäíî èç íàè-
áîëåå èíòåðåñíûõ � ðåêîðäíî ïðîñòûå ñõåìû äëÿ îïðåäåëèòåëÿ n× n ìàòðèöû.
Íàïîìíèì, ÷òî îáû÷íàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïîëèíîìèàëüíà,
îíà áëèçêà ê ñëîæíîñòè ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ17).

Ñëåäñòâèå 13.2 ([305]). Îïðåäåëèòåëü n × n ìàòðèöû íàä êîëüöîì õàðàêòå-
ðèñòèêè 0 ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ΣΠΣΠ-ñõåìîé ñëîæíîñòè 2O(

√
n·logn).

Ïîñòðîèòü òàêèå ñõåìû äðóãèì ñïîñîáîì íå óäàâàëîñü. Äî ïîÿâëåíèÿ ðà-
áîò [114, 196] äëÿ îïðåäåëèòåëÿ äàæå íå áûëè èçâåñòíû ñõåìû îãðàíè÷åííîé
ãëóáèíû è ñëîæíîñòè 2o(n).

Ïåðåñòðîåíèå àðèôìåòè÷åñêèõ ñõåì â ΣΠΣ-ñõåìû

Íèðàäæ Êàéÿë
Èññëåäîâàòåëüñêàÿ

ëàáîðàòîðèÿ Ìàéêðîñîôò,
Áåíãàëóðó, ñ 2008

Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ïîëó÷èëè ïðîäîë-
æåíèå, óæå äåéñòâèòåëüíî íåîæèäàííîå. Ãðóïïå èíäèé-
ñêèõ ìàòåìàòèêîâ [196] óäàëîñü ïîñòðîèòü ïåðåõîä îò ñõåì
ãëóáèíû 4 ê ñõåìàì ãëóáèíû 3 ïðàêòè÷åñêè áåç èçìå-
íåíèÿ îöåíêè ñëîæíîñòè, åñëè âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþò-
ñÿ íàä ïîëÿìè Q,R,C. Ïåðåñòðîåíèå â ñõåìó ãëóáèíû 3
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ (è îò-
÷àñòè òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ) ïðèåìîâ: íà ïðîìåæóòî÷íîì
øàãå ïîëó÷àåòñÿ ñõåìà ãëóáèíû 5, â êîòîðîé âñå óìíîæå-
íèÿ ÿâëÿþòñÿ âîçâåäåíèÿìè â ñòåïåíü.

Èñïîëüçóåìûå àëãåáðàè÷åñêèå èíñòðóìåíòû ñóæàþò
ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ êîëåö, ïîýòîìó ïîñëåäóþùåå èç-
ëîæåíèå îãðàíè÷åíî ñëó÷àåì êîìïëåêñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ëåììà 13.7. Â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0 âûïîëíåíî

2n−1n!x1 · . . . · xn =
∑

ε2,...,εn=±1

ε2 · . . . · εn (x1 + ε2x2 + . . .+ εnxn)n.

17Ïîæàëóé, ëåã÷å âñåãî ïîëèíîìèàëüíîñòü ñëîæíîñòè îïðåäåëèòåëÿ ïðîâåðèòü ïðè ïîìîùè
ôîðìóëû Í. Ïèïïåíäæåðà [272], èìåþùåé ñëîæíîñòü O(n4 log n).
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� Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ¾ðàñêðûòèåì ñêîáîê¿ â ïðàâîé ÷àñòè è ïðèâåäå-
íèåì ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìîíîì x1 · . . . · xn âõîäèò
â ëþáîå ñëàãàåìîå ïîä çíàêîì ñóììû ñ êîýôôèöèåíòîì n!. Â ëþáîì äðóãîì
ìîíîìå ñòåïåíè n íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ xi ïðèñóòñòâóåò â ÷åòíîé ñòåïåíè (âîç-
ìîæíî, â íóëåâîé). Òîãäà ýòîò ìîíîì âõîäèò â ëþáóþ ïàðó ñëàãàåìûõ ñóììû,
îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî çíà÷åíèåì εi, ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Êàê
ñëåäñòâèå, åãî êîýôôèöèåíò â îáùåé ñóììå ðàâåí 0.

• Ôîðìóëà ëåììû èçâåñòíà äîñòàòî÷íî äàâíî. Ñîãëàñíî [13] ðàçëè÷íûå åå âàðèàíòû ïðåäëà-
ãàëèñü íà øêîëüíûõ è ñòóäåí÷åñêèõ îëèìïèàäàõ â ÑÑÑÐ â 1980-å ãã. Ôîðìóëà îïóáëèêîâàíà
È. Ôèøåðîì â [178], à Ñ. Á. Ãàøêîâ è Å. Ò. Øàâãóëèäçå [13] äîêàçàëè åå îïòèìàëüíîñòü:
ìåíüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ëèíåéíûõ ôîðì â ïðàâîé ÷àñòè, ÷åì 2n−1, îáîéòèñü íåëüçÿ. Ð. Ñàï-
òàðèøè [283] çàìåòèë, ÷òî àëüòåðíàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñóììû 2n ñòåïåíåé ëèíåéíûõ
ôîðì òàêæå äàåò èçâåñòíàÿ ôîðìóëà Ã. Ðàéçåðà [282] äëÿ ïåðìàíåíòà:

n!x1 · . . . · xn = per


x1 x2 · · · xn
x1 x2 · · · xn
...

...
. . .

...
x1 x2 · · · xn

 =
∑
T⊂[[n]]

(−1)n−|T |

(∑
i∈T

xi

)n
.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò îò ΣΠΣΠ-ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f (13.12)
ïåðåéòè ê ΣEΣEΣ-ïðåäñòàâëåíèþ, ãäå E îçíà÷àåò ñëîé ýëåìåíòîâ âîçâåäåíèÿ â
ñòåïåíü.

Ëåììà 13.8 ([196, 305]). Â óñëîâèÿõ ëåììû 13.6 ìíîãî÷ëåí f ∈ C[x1, . . . , xn]
ñòåïåíè d ïðè ëþáîì h 6 d ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(X) =

s1∑
i=1

(
s2∑
j=1

(li,j(X))hi,j

)di

, di 6 6d/h, hi,j 6 h, deg li,j 6 1, (13.15)

ãäå s1 6 (2s)6d/h è s2 6 h · (2n)h.

� Â ôîðìóëå (13.12) âûðàçèì êàæäûé ìîíîì ìíîãî÷ëåíà p ïðè ïîìîùè ëåì-

ìû 13.7 êàê
∑2k−1

i=1 λki (y1, . . . , yr), ãäå k � ñòåïåíü ìîíîìà, deg λi = 1.
Â êàæäûé ìíîãî÷ëåí λi ïîäñòàâèì âìåñòî ïåðåìåííûõ Y ñîîòâåòñòâóþùèå

èì ìíîãî÷ëåíû ïåðåìåííûõ X è çàòåì ïðè ïîìîùè ëåììû 13.7 êàæäûé ìîíîì
ïåðåìåííûõ X ïåðåïèøåì â âèäå

∑2k−1

i=1 lki,j(x1, . . . , xn), ãäå k � ñòåïåíü ìîíîìà.
Ïî ïîñòðîåíèþ, s1 6 2deg p · |mon p| 6 (2s)deg p è s2 6 2h−1Ch

h+n 6 h(2n)h.

Êëþ÷îì ê ñèíòåçó ñõåì ãëóáèíû 3 ñëóæèò ýëåãàíòíûé ðåçóëüòàò Í. Ñàêñå-
íû [284], ïîçâîëÿþùèé âûðàçèòü ñòåïåíü ëèíåéíîé ôîðìû ñóììîé ñðàâíèòåëüíî
ìàëîãî ÷èñëà ïðîèçâåäåíèé ìíîãî÷ëåíîâ îäíîé ïåðåìåííîé.

Ëåììà 13.9 ([284]). Äëÿ ëþáûõ d, n > 0 è ðàçëè÷íûõ ÷èñåë a1, . . . , adn+1 ∈ C
âûïîëíåíî

(x1 + . . .+ xn)d =
dn+1∑
i=1

bi

n∏
j=1

Ed(aixj), Ed(x) = 1 + x+
x2

2
+ . . .+

xd

d!
.

ïðè íåêîòîðûõ bi ∈ C.
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� Ïîëîæèì u = x1 + . . .+ xn. Â ñèëó

euz = 1 + uz + . . .+ (uz)d/d! + . . .

ud ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðè zd ñòåïåííîãî ðÿäà euz ∈ C[[z]]. Ââèäó

euz = ex1z · . . . · exnz ≡ F (z) = Ed(x1z) · . . . · Ed(xnz) mod zd+1,

èñêîìàÿ âåëè÷èíà ud � ýòî êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà F (z) ïðè zd.
Ñîãëàñíî èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëå (Ëàãðàíæà) êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëå-

íà ñòåïåíè m ìîãóò áûòü âûðàæåíû â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé çíà÷åíèé ìíî-
ãî÷ëåíà â m+ 1 òî÷êàõ, â äàííîì ñëó÷àå, F (a1), . . . , F (adn+1).

Òåîðåìà 13.8 ([196, 305]). Åñëè ìíîãî÷ëåí f ∈ C[x1, . . . , xn] ñòåïåíè d èìååò

ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñëîæíîñòü s, òî CC
ΣΠΣ(f) = 2

O
(√

d log(sd) logn
)
.

Íèòèí Ñàêñåíà
Èíäèéñêèé òåõíîëîãè÷åñêèé
èíñòèòóò, Êàíïóð, ñ 2013

I Ïðè ïîìîùè ëåììû 13.9 ëþáîå ñëàãàåìîå âíåøíåé
ñóììû â (13.15) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå(

s2∑
j=1

(li,j(X))hi,j

)di

=

s2di+1∑
k=1

bk

s2∏
j=1

Edi(ak(li,j(X))hi,j).

Â ïîëå C ìíîãî÷ëåí Em(axq) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèç-
âåäåíèå ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé

∏qm
i=1 λa,m,q,i(x). Îêîí÷à-

òåëüíî ïîëó÷àåì

f(X) =

s1∑
i=1

s2di+1∑
k=1

bk

s2∏
j=1

dihi,j∏
u=1

λak,di,hi,j ,u(li,j(X)).

Ôîðìóëà ñîäåðæèò (ñîãëàñíî îöåíêàì ëåììû 13.8 è ñ
ó÷åòîì ëåììû 13.5) ïîðÿäêà

s1s
2
2d

2/h 6 (2sd2)6d/h(2n)2hd2h

ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé. Ïðè âûáîðå h ≈
√

d log(sd)
log(3n)

(íàïîìíèì, ÷òî ïðè ýòîì h 6 d)

ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó. �

Òåïåðü ñëåäñòâèå 13.2 ìîæåò áûòü óñèëåíî.

Ñëåäñòâèå 13.3 ([305]). Îïðåäåëèòåëü êîìïëåêñíîé n × n ìàòðèöû ìîæåò
áûòü âû÷èñëåí ΣΠΣ-ñõåìîé ñëîæíîñòè 2O(

√
n·logn).

• Àâòîðû [196] äîêàçàëè, ÷òî ðåçóëüòàò òåîðåìû 13.8 ñïðàâåäëèâ è íàä ïîëåì Q. Èç ðàáî-
òû [243] ñëåäóåò, ÷òî îöåíêà òåîðåìû 13.8 áëèçêà ê îïòèìàëüíîé: ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ìíîãî÷ëå-
íà f ñòåïåíè d îò n ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðîãî CΣΠΣ(f) = 2Ω(

√
d·logn), ïðàâäà, ïðè îãðàíè÷åíèè

d ≺ log n.



153

Àíàëîãè òåîðåìû 13.8 è ñëåäñòâèÿ 13.3 äëÿ êîíå÷íûõ ïîëåé íå èìåþò ìåñòà. Â ÷àñòíîñòè,
Ä. Ãðèãîðüåâ è Ì. Êàðïèíñêè [195] ïîëó÷èëè íèæíþþ îöåíêó 2Ω(n) ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ
îïðåäåëèòåëÿ ΣΠΣ-ñõåìàìè íàä ëþáûì êîíå÷íûì ïîëåì. Äëÿ ñëîæíîñòè äðóãîãî ìíîãî÷ëåíà
ñòåïåíè n îò n2 ïåðåìåííûõ, èìåþùåãî ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü, â ðàáîòå [159] ïîëó÷åíà
îöåíêà 2Ω(n logn).

Òåîðåìó 13.8 íåëüçÿ ðàñïðîñòðàíèòü è íà òðîïè÷åñêèå ñõåìû. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [247]

ïîêàçàíî, ÷òî òðîïè÷åñêèé âàðèàíò ìíîãî÷ëåíà CONNn ñòåïåíè n îò C2
n ïåðåìåííûõ (ñîîòâåò-

ñòâóþùèé çàäà÷å ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè â ãðàôå) èìååò ñëîæíîñòü 2Θ(n logn) ïðè ðåàëèçàöèè

ñõåìàìè ãëóáèíû 3 íàä ïîëóêîëüöîì (R,min,+).
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