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Ãëàâà 1

Ìèíèìèçàöèÿ ÷èñëà ñðàâíåíèé â

çàäà÷å ñîðòèðîâêè

1.1 Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ è òðàäèöèîííóþ (îñîáåííî äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ) çà-

äà÷ó ñîðòèðîâêè. Îáû÷íî òðåáóåòñÿ îòñîðòèðîâàòü ÷èñëîâîé íàáîð, íî â îáùåì

ñëó÷àå ýëåìåíòû íàáîðà ìîãóò ïðèíàäëåæàòü ïðîèçâîëüíîìó ìíîæåñòâó, íà êî-

òîðîì çàäàíî îòíîøåíèå ïîðÿäêà.

×àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâåM � ýòî áèíàðíîå îòíîøåíèå ¾6¿, óäîâëå-
òâîðÿþùåå ñâîéñòâàì: 1) ðåôëåêñèâíîñòè: a 6 a; 2) òðàíçèòèâíîñòè: èç b 6 a è

c 6 b ñëåäóåò c 6 a; 3) àíòèñèììåòðè÷íîñòè: èç b 6 a è a 6 b ñëåäóåò a = b äëÿ

ëþáûõ a, b, c ∈M. Âìåñòî b 6 a áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå a > b.

Ìíîæåñòâî ñ çàäàííûì íà íåì ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì (M, 6) íàçûâàåòñÿ ÷à-

ñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì, ñîêðàùåííî ÷.ó.ì. Ýëåìåíòû a, b ∈M, äëÿ

êîòîðûõ âûïîëíåíî ëèáî a 6 b, ëèáî b 6 a, íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè. ×àñòè÷íûé

ïîðÿäîê, â êîòîðîì ëþáûå äâà ýëåìåíòà èç ìíîæåñòâà ñðàâíèìû, íàçûâàåòñÿ ëè-

íåéíûì. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëþáîé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ìîæåò áûòü äîïîëíåí

äî ëèíåéíîãî.

Çàäà÷à ñîðòèðîâêè êîððåêòíî îïðåäåëåíà äëÿ íàáîðà ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà

ñ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì. Ýòîò ëèíåéíûé ïîðÿäîê ïðåäïîëàãàåòñÿ çàðàíåå íåèçâåñò-

íûì, è ìîæåò áûòü âûÿñíåí ïðè ïîìîùè îïåðàöèé ñðàâíåíèÿ. Ðåçóëüòàòîì îïå-

ðàöèè ñðàâíåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ e1, e2 ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (a, b), òàêàÿ,

÷òî {a, b} = {e1, e2} è a 6 b.

Àëãîðèòìû, ñîñòîÿùèå èç îïåðàöèé ñðàâíåíèÿ, ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà

äâà êëàññà: òå, â êîòîðûõ âûáîð äâóõ î÷åðåäíûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ñðàâíåíèÿ çàâè-

ñèò îò ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ ñðàâíåíèé, è òå, â êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

âûïîëíåíèÿ ñðàâíåíèé çàôèêñèðîâàíà. Èìåþòñÿ è äðóãèå êëàññèôèêàöèè, íî ìû

èõ ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.
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4 Ãëàâà 1. Ìèíèìèçàöèÿ ÷èñëà ñðàâíåíèé â çàäà÷å ñîðòèðîâêè

Àëãîðèòì èç ïåðâîãî êëàññà óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äåðåâà ñðàâíåíèé. Íà-

ïîìíèì, ÷òî äåðåâî � ýòî ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ. Êîðíåâîå áèíàðíîå äåðåâî ñ

îðèåíòàöèåé â íàïðàâëåíèè îò êîðíÿ � ýòî äåðåâî ñ îðèåíòàöèåé ðåáåð, èìåþ-

ùåå åäèíñòâåííóþ âåðøèíó, èç êîòîðîé òîëüêî âûõîäÿò ðåáðà (êîðåíü); èç êàæäîé

âíóòðåííåé âåðøèíû äåðåâà âûõîäÿò ðîâíî äâà ðåáðà, îðèåíòèðîâàííûå â íàïðàâ-

ëåíèè îò êîðíÿ. Äåðåâî ñðàâíåíèé � ýòî êîðíåâîå áèíàðíîå äåðåâî ñ îðèåíòàöèåé

â íàïðàâëåíèè îò êîðíÿ, â êîòîðîì êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíå ïðèïèñàíà ïàðà

ýëåìåíòîâ èç âõîäíîãî íàáîðà, à äâà ðåáðà, èñõîäÿùèå èç âíóòðåííîé âåðøèíû,

îòìå÷åíû ñèìâîëàìè ¾>¿ è ¾6¿.
Ïî äåðåâó ñðàâíåíèé àëãîðèòì ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âûïîëíÿåòñÿ

ñðàâíåíèå ïàðû ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíþ; â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòà

ñðàâíåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé âåðøèíå ïî îäíîìó èç ðåáåð, âûõî-

äÿùèõ èç êîðíÿ; äëÿ ýòîé âåðøèíû âûïîëíÿåòñÿ òà æå ïðîöåäóðà, è òàê äàëåå,

ïîêà íå äîéäåì äî ëèñòà äåðåâà.

Ïðèìåð äåðåâà ñðàâíåíèé äëÿ ñîðòèðîâêè íàáîðà èç òðåõ ýëåìåíòîâ ïðèâåäåí

íà ðèñ. 1.1. Ëèñòüÿì äåðåâà ïðèïèñàíû óïîðÿäî÷åííûå ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòîâ

èñõîäíîãî íàáîðà.
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Ðèñ. 1.1: Ïðèìåð äåðåâà ñðàâíåíèé

ßñíî, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå àëãîðèòìà äåðåâîì ñðàâíåíèé çàòðóäíèòåëüíî ñ òî÷-

êè çðåíèÿ íàãëÿäíîñòè. Óæå îïèñàíèå àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè ïÿòè ýëåìåíòîâ ïî-

òðåáóåò èçîáðàæåíèÿ ïðèìåðíî ñîòíè âåðøèí. Ïîýòîìó äåðåâî ñðàâíåíèé ìîæíî

èìåòü â âèäó � îíî äàëåå ïðèãîäèòñÿ ïðè âûâîäå íèæíèõ îöåíîê � íî äëÿ ïîñòðî-

åíèÿ è àíàëèçà êîíêðåòíûõ àëãîðèòìîâ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü äðóãèå ñðåäñòâà,

íàïðèìåð, äèàãðàììû Õàññå.

Äèàãðàììû Õàññå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷àñòè÷íî

óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ. Äèàãðàììà (èëè äèàãðàììà Õàññå) ÷.ó.ì. � ýòî îðè-

åíòèðîâàííûé ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì ÷.ó.ì., à ðåáðî

ñîåäèíÿåò âåðøèíû vx è vy, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì x è y, è îðèåíòèðîâàíî â



1.2. Ñîðòèðîâêà. Íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà ñðàâíåíèé 5

íàïðàâëåíèè âåðøèíû vy òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x 6 y è íåò òàêîãî ýëåìåíòà

z, ÷òî x 6 z 6 y (ò.å. x íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóåò y â ÷.ó.ì.). Ïðè èçîáðàæå-

íèè äèàãðàììû ÷.ó.ì. îðèåíòàöèÿ ðåáåð ÷àñòî îïóñêàåòñÿ, ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ,

÷òî èç äâóõ ýëåìåíòîâ, ñîåäèíåííûõ ðåáðîì, áîëüøå òîò, êîòîðûé íàõîäèòñÿ âû-

øå.

Íà ðèñ. 1.2 äèàãðàììû Õàññå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ àëãîðèòìà ñîðòè-

ðîâêè 4-õ ýëåìåíòîâ. Íà êàæäîì øàãå èçîáðàæàåòñÿ äèàãðàììà ìíîæåñòâà ñ ÷à-

ñòè÷íûì ïîðÿäêîì, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ âûïîëíåííûìè ñðàâíåíèÿìè. Âûäåëå-

íû ïàðû ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ñðàâíèâàþòñÿ íà î÷åðåäíîì øàãå.
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Ðèñ. 1.2: Èçîáðàæåíèå ïðîöåäóðû ñîðòèðîâêè äèàãðàììàìè Õàññå

1.2 Ñîðòèðîâêà. Íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà ñðàâíåíèé

Ïóñòü (P ,6) � êîíå÷íîå ÷.ó.ì.1, ñîñòîÿùåå èç íåðàâíûõ ýëåìåíòîâ. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç e(P) ÷èñëî âîçìîæíûõ äîîïðåäåëåíèé ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà 6 äî ëèíåéíîãî íà

ìíîæåñòâå P . Èíà÷å ãîâîðÿ, e(P) � ýòî ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

P , ñîãëàñîâàííûõ ñ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì (ò.å., â êîòîðûõ ýëåìåíòû ïåðå÷èñëÿþò-

ñÿ â ïîðÿäêå ¾íåóáûâàíèÿ¿).

Ïîñòàâèì çàäà÷ó ñîðòèðîâêè â ñëåäóþùåì îáùåì âèäå. Äàíî ÷.ó.ì. P èç íåðàâ-

íûõ ýëåìåíòîâ, ïîä÷èíåííûõ ëèíåéíîìó ïîðÿäêó 6, êîòîðûé íåèçâåñòåí. Òðåáó-
åòñÿ óïîðÿäî÷èòü ýëåìåíòû P ñîãëàñíî ïîðÿäêó6, èñïîëüçóÿ ïîïàðíûå ñðàâíåíèÿ
ýëåìåíòîâ.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè äàëüøå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîðòèðóåìîå ìíîæåñòâî

ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R, íà êîòîðîì çàäàí

îáû÷íûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê 6.
Ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñðàâíå-

íèé, âûïîëíÿåìûõ àëãîðèòìîì, ïî âñåì âîçìîæíûì óïîðÿäî÷åíèÿì ýëåìåíòîâ

âõîäíîãî íàáîðà. Ñëîæíîñòü ñîâïàäàåò ñ ãëóáèíîé äåðåâà ñðàâíåíèé, èçîáðàæà-

þùåãî àëãîðèòì, ò.å. ÷èñëîì ðåáåð â ñàìîé äëèííîé îðèåíòèðîâàííîé öåïî÷êå îò

1Äàëåå ñèìâîë îïåðàöèè â îáîçíà÷åíèè ÷.ó.ì. ìû áóäåì îïóñêàòü.



6 Ãëàâà 1. Ìèíèìèçàöèÿ ÷èñëà ñðàâíåíèé â çàäà÷å ñîðòèðîâêè

êîðíÿ ê ëèñòó äåðåâà. ×åðåç S(P) îáîçíà÷èì ìèíèìóì ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ,

ñîðòèðóþùèõ ÷.ó.ì. P , à ÷åðåç S(n) � ñëîæíîñòü ñîðòèðîâêè íèêàê íå óïîðÿäî-

÷åííûõ n ýëåìåíòîâ (ò.å. ÷.ó.ì. ñ ïóñòûì ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì).

Òåîðåìà 1.1. S(P) > log2 e(P).

I Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðîñòîé ôàêò: êîðíåâîå áèíàðíîå äåðåâî

ãëóáèíû h ìîæåò èìåòü íå áîëåå 2h ëèñòüåâ. Ñëåäîâàòåëüíî, äåðåâî ñ N ëèñòüÿìè

èìååò ãëóáèíó íå ìåíåå log2N .

Ëèñò äåðåâà ñðàâíåíèé â àëãîðèòìå ñîðòèðîâêè ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé ïåðå-

ñòàíîâêå ýëåìåíòîâ âõîäíîãî íàáîðà; íàîáîðîò, êàæäîé âîçìîæíîé ïåðåñòàíîâêå

ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé ëèñò (âîçìîæíî, íå îäèí). Ñëåäîâàòåëüíî, äåðåâî èìååò

íå ìåíåå e(P) ëèñòüåâ, îòêóäà âûòåêàåò çàÿâëåííàÿ íèæíÿÿ îöåíêà. �

Ñëåäñòâèå 1.1. S(n) > log2(n!).

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî èçâåñòíîé ôîðìóëå Ñòèðëèíãà

log2(n!) = n log2 n− n/ ln 2 + 0.5 log2 n+O(1).

Äàëåå ìû óâèäèì, ÷òî íèæíÿÿ îöåíêà òåîðåìû 1.1 è ñëåäñòâèÿ 1.1, îñíîâàííàÿ

íà ñàìûõ îáùèõ ñîîáðàæåíèÿõ, îêàçûâàåòñÿ íå òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé,

íî è ïî ñóùåñòâó î÷åíü íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òî÷íûõ çíà÷åíèé ñëîæíîñòè.

1.3 Ñëèÿíèå óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ. Ñîðòèðîâêà

ñëèÿíèåì

Ïîïóòíî ðàññìîòðèì åùå îäíó ÷àñòî âñòðå÷àþùóþñÿ çàäà÷ó: ñëèÿíèå äâóõ óïî-

ðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ. Ïóñòü â ïåðâîì íàáîðå m ýëåìåíòîâ, à âî âòîðîì � n. Òðå-

áóåòñÿ âûïîëíèòü ñîðòèðîâêó óêàçàííîãî ÷.ó.ì. Lm,n èç n + m ýëåìåíòîâ. Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî e(Lm,n) = Cm
n+m, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò C

m
n+m ñïîñîáîâ îáúåäèíèòü äâà

äàííûõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðà â îäèí.

Èç òåîðåìû 1.1 ñðàçó âûòåêàåò S(Lm,n) > log2C
m
n+m. Â ñëó÷àå m = 1 ïîëó÷àåì

îöåíêó S(Ln,1) > log2(n+ 1), êîòîðàÿ íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.

Ëåììà 1.2. S(Ln,1) = dlog2(n+ 1)e.

� Îñòàëîñü äîêàçàòü âåðõíþþ îöåíêó. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè. Â

ñëó÷àå n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî âåðíî. Ðàññìîòðèì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä îò n

ê n+1. Ñðàâíèì åäèíñòâåííûé ýëåìåíò îäíîãî èç ìàññèâîâ ñî ñðåäíèì ýëåìåíòîì

äðóãîãî ìàññèâà (ñ ëþáûì èç äâóõ ñðåäíèõ, åñëè n � ÷åòíî). Â çàâèñèìîñòè îò
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ðåçóëüòàòà ñðàâíåíèÿ, äàëåå âñòàâëÿåì óêàçàííûé ýëåìåíò â îäíó èç äâóõ ïîëîâèí

ïîñëåäíåãî ìàññèâà. Ïîëó÷àåì

S(Ln,1) 6 S(Ld(n−1)/2e,1) + 1 6 log2d(n+ 1)/2e+ 1 = dlog2(n+ 1)e.

Îïèñàííàÿ â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ áèíàðíûìè âñòàâ-

êàìè.

Èíòåðåñåí òàêæå ñëó÷àé áëèçêèõ ïî âåëè÷èíå íàáîðîâ m = n + O(1), äëÿ

êîòîðîãî ñîãëàñíî ôîðìóëå Ñòèðëèíãà âûïîëíÿåòñÿ S(Lm,n) > m + n − O(log n).

Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 1.3. S(Ln,n) = 2n− 1, S(Ln+1,n) = 2n.

� Ïî èíäóêöèè äîêàæåì áîëåå îáùóþ âåðõíþþ îöåíêó S(Lm,n) 6 m+n− 1. Îíà

î÷åâèäíà ïðè m+ n 6 2. Â ñëó÷àå m+ n > 2 âûïîëíèì ñðàâíåíèå ìàêñèìàëüíûõ

ýëåìåíòîâ äâóõ íàáîðîâ � áîëüøèé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì

îáúåäèíåííîãî íàáîðà, óäàëèì åãî èç èñõîäíîãî íàáîðà. Îñòàíåòñÿ âûïîëíèòü

ñëèÿíèå äâóõ íîâûõ íàáîðîâ ñ îáùèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ m + n − 1. Ïðèìåíèì

èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå, ïîëó÷èì òðåáóåìóþ îöåíêó.

Äîêàæåì íèæíþþ îöåíêó äëÿ ñëó÷àÿ m = n. Ïðîíóìåðóåì ýëåìåíòû ïåðâî-

ãî íàáîðà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ai, à ýëåìåíòû âòîðîãî íàáîðà � bi. Â äåðåâå

ñðàâíåíèé ðàññìîòðèì ïóòü, ñîîòâåòñòâóþùèé óïîðÿäî÷åíèþ

b1 6 a1 6 b2 6 a2 6 . . . 6 bn 6 an.

Íà ýòîì ïóòè îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ñðàâíåíèÿ ëþáûõ ñîñåäíèõ

ýëåìåíòîâ â äàííîé ïåðåñòàíîâêå, ïîñêîëüêó èíôîðìàöèÿ îá îòíîøåíèè ìåæäó

ñîñåäíèìè ýëåìåíòàìè èçíà÷àëüíî îòñóòñòâóåò, è íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà äàæå

åñëè ïðîèçâåñòè âñå îñòàëüíûå ñðàâíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, äîëæíî áûòü âûïîëíå-

íî íå ìåíåå 2n−1 ñðàâíåíèé. Ñëó÷àé m = n+ 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Íà áàçå àëãîðèòìà ñëèÿíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîñòîé è ïðè ýòîì àñèìïòîòè-

÷åñêè îïòèìàëüíûé ïî ñëîæíîñòè àëãîðèòì ñîðòèðîâêè.

Òåîðåìà 1.2. S(n) 6 log2(n!) +O(n).

I Ìåòîä, ïî ñóùåñòâó, ýêñïëóàòèðóåò ïîïóëÿðíóþ èäåþ ¾äåëåíèÿ ïîïîëàì¿. Ñîð-

òèðóåìûé íàáîð äåëèòñÿ íà äâå ÷àñòè, ýòè ÷àñòè óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî îòäåëüíîñòè,

âûïîëíÿåòñÿ ñëèÿíèå äâóõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ. Èñïîëüçóÿ äîêàçàííóþ ëåì-

ìó, äëÿ ñëîæíîñòè s(n) àëãîðèòìà ìîæíî âûïèñàòü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

s(2n) = 2s(n) + 2n− 1, s(2n+ 1) = s(n) + s(n+ 1) + 2n (1.1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì s(1) = 0.
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Óòâåðæäåíèå 1.4.

s(n) = ndlog2 ne − 2dlog2 ne + 1. (1.2)

� Ââåäåì ôóíêöèþ q(n) = s(n)− s(n− 1). Ñîîòíîøåíèÿ (1.1) óäîáíî ïåðåïèñàòü

êàê

q(2n) = q(2n− 1) = q(n) + 1

è çàäàòü íà÷àëüíîå óñëîâèå q(1) = 0. Íîâûå ñîîòíîøåíèÿ ëåãêî ðàçðåøàþòñÿ â

âèäå q(n) = dlog2 ne. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé s(n) =
∑n

i=1 q(n) =∑n
i=1dlog2 ne.
Òåïåðü íåñëîæíî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (1.2) ïî èíäóêöèè. Åñ-

ëè (1.2) ñïðàâåäëèâà äëÿ s(n), è q(n+ 1) = q(n), òî (1.2) î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâà è

äëÿ s(n+ 1). Èíà÷å, åñëè q(n+ 1) = q(n) + 1, ò.å. n = 2k, òî

s(n) + q(n+ 1) = nk − n+ 1 + (k + 1) = (n+ 1)(k + 1)− 2n+ 1,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òàêèì îáðàçîì, S(n) 6 s(n) = n log2 n−O(n). �

Ñëîæíîñòü ìåòîäà íàèáîëåå áëèçêà ê íèæíåé îöåíêå ñëîæíîñòè ñîðòèðîâêè

ïðè n = 2k, êîãäà s(n) = n log2 n− n+ 1.

1.4 Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî

ìíîæåñòâà

Ïåðåéäåì ê áîëåå îáùåé çàäà÷å ñîðòèðîâêè ïðîèçâîëüíîãî ÷.ó.ì. P . Äîêàçàòåëü-
ñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà ìåòîä áèíàðíûõ âñòàâîê.

Òåîðåìà 1.3 (Ì. Ôðåäìàí). S(P) 6 log2 e(P) + 2|P|.

I Íà ñàìîì äåëå, ìû äîêàæåì ÷óòü áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå, èç êîòîðîãî ñðàçó

âûòåêàåò òåîðåìà.

Ëåììà 1.5. Ïóñòü M � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Zn. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü

çàäàííûé íåèçâåñòíûé âåêòîð b = (b1, . . . , bn) ∈ M íå áîëåå ÷åì çà log2 |M | + 2n

çàïðîñîâ âèäà bi
?

6 x, âûïîëíÿåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíî â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ i.

� Áóäåì îïðåäåëÿòü êîîðäèíàòû âåêòîðà b ïîñëåäîâàòåëüíî. Îáîçíà÷èì Mk =

{c ∈ M | c1 = k} � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç M ñ ïåðâîé êîîðäèíàòîé k. Ïóñòü

k1 < k2 < . . . < kt � èíäåêñû âñåõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ Mk. Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè, ìîæåì ïîëàãàòü ki = i äëÿ âñåõ i = 1, . . . , t. Îáîçíà÷èì mk = |Mk|/|M |.
Ïî ïîñòðîåíèþ, m1 + . . .+mt = 1.
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Ðàçîáüåì îòðåçîê [0, 1] ïîñëåäîâàòåëüíî íà èíòåðâàëû äëèíû m1, . . . ,mt.

Ïóñòü f(x) îçíà÷àåò ÷ècëî öåíòðîâ èíòåðâàëîâ ëåâåå òî÷êè x.

Ìåòîäîì áèíàðíîãî ïîèñêà ìû ìîæåì îïðåäåëèòü íîìåð s èíòåðâàëà, äëÿ êî-

òîðîãî b ∈ Ms, ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿÿ çàïðîñû: b1

?

6 f(1/2), çàòåì, â çàâèñè-

ìîñòè îò ðåçóëüòàòà, b1

?

6 f(1/4) èëè b1

?

6 f(3/4) è ò.ä. Ââèäó òîãî, ÷òî çàâåäîìî

b1 > f(0) = 0 è b1 6 f(1) = t, ïîñëå âûïîëíåíèÿ j çàïðîñîâ èìååì ñîîòíîøåíèå

λj = f(rj/2
j) < b1 6 f((rj + 1)/2j) = ρj

ïðè íåêîòîðîì rj ∈ Z. Ïîèñê çàâåðøàåòñÿ ïðè óñëîâèè λj = ρj−1 � â ýòîì ñëó÷àå

èñêîìûé èíòåðâàë íàéäåí: b1 = ρj.

Ïîëîæèì j = 1 − blog2msc, ïðè ýòîì ms > 21−j. Òîãäà îáå òî÷êè rj/2
j è

(rj + 1)/2j ïðèíàäëåæàò s-ìó ïîäîòðåçêó, ïîýòîìó óñëîâèå çàâåðøåíèÿ ïîèñêà

çàâåäîìî âûïîëíåíî ïîñëå j ñðàâíåíèé.

Ïîèñê ïðîäîëæàåòñÿ â ìíîæåñòâå Ms ñ n − 1 íåèçâåñòíûìè êîîðäèíàòàìè.

Îöåíêà ëåììû äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè.

Ïðè n = 1 â ñèëó ïðèâåäåííîãî âûøå ðàññóæäåíèÿ ââèäó ms = 1/|M | äîñòà-
òî÷íî âûïîëíèòü 1 + dlog2 |M |e çàïðîñîâ. Â îáùåì ñëó÷àå (ïåðåõîä îò n− 1 ê n)

÷èñëî çàïðîñîâ íå ïðåâîñõîäèò

log2 |Ms|+ 2(n− 1) + 1 + dlog2 |M |/|Ms|e 6 log2 |M |+ 2n.

Òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ âñòàâîê n = |P| ýëåìåíòîâ
X1, . . . , Xn ∈ P â óïîðÿäî÷åííûé ìàññèâ. Âíà÷àëå ìàññèâ ñîñòîèò èç îäíîãî ýëå-

ìåíòà X1, çàòåì ê íåìó äîáàâëÿåòñÿ âòîðîé ýëåìåíò X2, ïîòîì âñòàâëÿåòñÿ òðåòèé

è ò.ä. Òàêàÿ ïðîöåäóðà ýêâèâàëåíòíà îïðåäåëåíèþ âåêòîðà b = (b1, . . . , bn), ãäå bi �

íîìåð ïîçèöèè äëÿ âñòàâêè i-ãî ýëåìåíòà. Çàïðîñ bi
?

6 k ñîîòâåòñòâóåò ñðàâíåíèþ

Xi?Yk, ãäå Yk � ýëåìåíò ðàíãà k â óæå ïîñòðîåííîì ìàññèâå. Íåñëîæíî âèäåòü,

÷òî ëþáîå ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå ÷.ó.ì. P îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì

b ∈ Zn. Ïðèìåíèì ëåììó 1.5. �

Îöåíêà òåîðåìû 1.3 õîðîøà äëÿ ¾ðàçðåæåííûõ¿ ÷.ó.ì., ñ áîëüøèì ÷èñëîì ðàñ-

øèðåíèé. Íî ïðè ìàëûõ e(P) îíà íå âïîëíå ýôôåêòèâíà. Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî

äëÿ ñîðòèðîâêè ÷.ó.ì. âñåãäà äîñòàòî÷íî O(log e(P)) ñðàâíåíèé.

Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3 âëå÷åò

Ñëåäñòâèå 1.6. Ïóñòü ÷.ó.ì. P ñîäåðæèò ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæå-

ñòâî ìîùíîñòè l. Òîãäà S(P) 6 log2 e(P) + 2(n− l).

� Ïðîöåäóðà âñòàâîê íà÷èíàåòñÿ ñ óïîðÿäî÷åííîãî ìàññèâà äëèíû l. Ìîæíî

ïîëàãàòü, ÷òî êîîðäèíàòû b1, . . . , bl â óñëîâèè ëåììû 1.5 ôèêñèðîâàíû.
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Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèé ÷.ó.ì. P ìàëî

ðîâíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà â P èìååòñÿ áîëüøîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíî-

æåñòâî (ýòî â òî÷íîñòè ñèòóàöèÿ, êîãäà îöåíêà òåîðåìû 1.3 íåýôôåêòèâíà).

Ëåììà 1.7. Ïóñòü ìàêñèìàëüíîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â

÷.ó.ì. P èìååò ìîùíîñòü l. Òîãäà e(P) > 2|P |−l.

� Ýëåìåíòû ÷.ó.ì. P ìîæíî ðàçáèòü íà l ñëîåâ: V1, . . . , Vl. Ìíîæåñòâî Vi ñîäåðæèò

òàêèå ýëåìåíòû, äëÿ êîòîðûõ äëèíà ìàêñèìàëüíîé óïîðÿäî÷åííîé ïî âîçðàñòà-

íèþ öåïî÷êè â P , îêàí÷èâàþùåéñÿ ýòèì ýëåìåíòîì, ðàâíà i.

Ïî ïîñòðîåíèþ, ýëåìåíòû îäíîãî ñëîÿ ïîïàðíî íåñðàâíèìû è ìîãóò áûòü äî-

óïîðÿäî÷åíû ïðîèçâîëüíî. Ïîýòîìó â ñèëó ïðîñòîãî íåðàâåíñòâà k! > 2k−1,

e(P) >
l∏

i=1

|Vi|! >
l∏

i=1

2|Vi|−1 = 2|P|−l.

Òåîðåìà 1.4 (Äæ. Êàí, Ì. Ñàêñ). S(P) = O(log e(P)).

I Ïóñòü |P| = n. Â ãðàôå (äèàãðàììå Õàññå) ÷.ó.ì. P âûäåëèì ìàêñèìàëüíóþ

öåïî÷êó Z; åå äëèíó îáîçíà÷èì ÷åðåç l. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà v âíå Z îïðåäå-

ëèì ìèíèìàëüíûé èíòåðâàë (av, bv) â Z, êóäà ìîæåò ïîïàñòü v. Çäåñü av � ýòî

ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò Z ñ óñëîâèåì av 6 v è bv � ýòî ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò Z ñ

óñëîâèåì v 6 bv, ïðè óñëîâèè, ÷òî òàêèå ýëåìåíòû ñóùåñòâóþò. Èíòåðâàë ìîæåò

áûòü íåîãðàíè÷åííûì ñ îäíîé èëè äâóõ ñòîðîí.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî P ′, ñîñòàâëåííîå èç ýëåìåíòîâ âíå Z è èç òåõ ýëåìåí-

òîâ Z, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êðàÿìè ìèíèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ. Î÷åâèäíî, |P ′| 6
3(n− l). Ïåðâûé ýòàï àëãîðèòìà ñîñòîèò â ñîðòèðîâêå P ′ ìåòîäîì òåîðåìû 1.3 è

èñïîëüçóåò íå áîëåå log2 e(P ′) + 6(n− l) ñðàâíåíèé. Ïîñêîëüêó P ′ ⊂ P è âñå îòíî-

øåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè P ′ ðîâíî òàêèå æå, êàê è â P , âûïîëíåíî e(P ′) 6 e(P).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáîå ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå P ′ ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ðàñ-

øèðåíèè P .
Ïîñëå ñîðòèðîâêè P ′ ÷.ó.ì. ñîñòîèò èç äâóõ óïîðÿäî÷åííûõ è, âîîáùå ãîâîðÿ,

ïåðåñåêàþùèõñÿ öåïî÷åê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.3 (öåïî÷êè ýëåìåíòîâ èçîáðà-

æåíû æèðíûìè ëèíèÿìè). Ñîðòèðîâêà ÷.ó.ì. ñâîäèòñÿ ê íåçàâèñèìûì ñëèÿíèÿì

ïàð ôðàãìåíòîâ öåïî÷åê. Ïðè ýòîì âòîðûå ôðàãìåíòû â ïàðàõ ñîäåðæàò èñêëþ-

÷èòåëüíî ýëåìåíòû âíå Z, è èõ ñóììàðíàÿ äëèíà íå ïðåâûøàåò n− l.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç Ti ÷èñëî âîçìîæíûõ èñõîäîâ âûïîëíåíèÿ

ñëèÿíèÿ â i-é ïàðå, òî
∏

i Ti 6 e(P), ïîñêîëüêó ëþáàÿ êîìáèíàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

ñëèÿíèé â ðàçíûõ ôðàãìåíòàõ ÿâëÿåòñÿ ëåãàëüíûì ðàñøèðåíèåì P (ýòî ñëåäóåò

èç ìèíèìàëüíîñòè èíòåðâàëîâ äëÿ âåðøèí âíå Z � íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îò-

íîøåíèé ìåæäó âåðøèíàìè â Z è âíå Z ïî îòíîøåíèþ ê ïîêàçàííûì íà ðèñ. 1.3

â P íåò).
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Ðèñ. 1.3: Âèä ÷.ó.ì. ïîñëå ïåðâîãî ýòàïà

Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 1.6, íàõîäèì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ñëèÿíèé äîñòàòî÷íî∑
i log2 Ti + 2(n− l) ñðàâíåíèé. Îáúåäèíÿÿ îöåíêè ñëîæíîñòè îáîèõ ýòàïîâ, ïîëó-

÷àåì ìåòîä ñîðòèðîâêè ìíîæåñòâà P çà

log2 e(P ′) + 6(n− l) +
∑
i

log2 Ti + 2(n− l) 6 10 log2 e(P)

ñðàâíåíèé ñ ó÷åòîì ëåììû 1.7. �

Óïðàæíåíèÿ

Óïð. 1.1. Ïîêàæèòå, ÷òî ìåòîä ñîðòèðîâêè áèíàðíûìè âñòàâêàìè òàêæå èìååò ñëîæ-

íîñòü log2(n!) + O(n). Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ íà

ïàðû, âûïîëíåíèè ñðàâíåíèé â ïàðàõ, çàòåì â óïîðÿäî÷åíèè ñòàðøèõ ýëåìåíòîâ

ïàð ñ ïîñëåäóþùåé âñòàâêîé ìëàäøèõ ýëåìåíòîâ ïàð â óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.

Óïð. 1.2. Îïðåäåëèòå âåëè÷èíó S(L2,n) (ðåøåíèå åñòü â [1]). Ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî

âñòàâêó äâóõ ýëåìåíòîâ â óïîðÿäî÷åííûé ìàññèâ ÷àñòî âûãîäíåå âûïîëíÿòü ñîâ-

ìåñòíî, íåæåëè ïî îòäåëüíîñòè. [Ð. Ãðýõåì, Ô. Õóàí, Ø. Ëèíü]

Óïð. 1.3. Ïîêàæèòå, ÷òî äàæå 1.44 log2 e(P) ñðàâíåíèé ìîæåò áûòü íåäîñòàòî÷íî äëÿ

ñîðòèðîâêè ÷.ó.ì. P â îáùåì ñëó÷àå. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèòå ìíîæåñòâî x1, . . . , xn
ñ çàäàííûì ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì:

xi 6 xi+2, i = 1, . . . , n− 2, xi 6 xi+3, i = 1, . . . , n− 3.

(Ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.3.) [Í. Ëèíüÿë]

Êîììåíòàðèè. Ìàòåðèàë ðàçäåëîâ 1.1�1.3 ñòàíäàðòåí è î÷åíü ïîäðîáíî ðàññìàòðè-

âàåòñÿ â [1]. Òåîðåìà 1.3 äîêàçàíà Ì. Ôðåäìàíîì â [4]. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4 â

îñíîâíîì ñëåäóåò ñõåìå, ïðåäëîæåííîé â [5].

Åùå íåñêîëüêî ìåòîäîâ ñîðòèðîâêè, ïîìèìî ñîðòèðîâêè ñëèÿíèÿìè, ïîçâîëÿþò äî-

ñòè÷ü àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé îöåíêè ñëîæíîñòè log2(n!) ñ ïðåâûøåíèåì íà O(n). Íàè-

áîëåå áëèçêî ê íåé ïîäõîäèò ìåòîä áèíàðíûõ âñòàâîê â âåðñèè Ôîðäà�Äæîíñîíà, ñì. [1].

Àâòîð äîêàçàë [2], ÷òî S(n) = log2(n!) + o(n) (ìåòîä ãðóïïîâûõ âñòàâîê).
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Ðåçóëüòàò òåîðåìû 1.4 î ñëîæíîñòè ñîðòèðîâêè ïðîèçâîëüíîãî ÷.ó.ì. ñíà÷àëà áûë

ïîëó÷åí â [7] êàê ñëåäñòâèå íàëè÷èÿ â ëþáîì íå ïîëíîñòüþ óïîðÿäî÷åííîì ÷.ó.ì. P
ñáàëàíñèðîâàííîé ïàðû ýëåìåíòîâ x, y, ò.å. òàêîé, ÷òî îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà â ýòîé ïàðå

êðàòíî óìåíüøàåò ÷èñëî ðàñøèðåíèé, à èìåííî, c 6 e(P, x6y)
e(P) 6 1 − c, ãäå c � óíèâåð-

ñàëüíàÿ êîíñòàíòà. Ñîãëàñíî èçâåñòíîé ãèïîòåçå, äîëæíî áûòü c = 1/3, íî ïîêà äîêàçàíî

òîëüêî, ÷òî c > 5−
√

5
10 ≈ 0.28 [3]. Ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà îöåíîê íà êîíñòàíòó ñáàëàí-

ñèðîâàííîñòè [7, 3] èñïîëüçóþò âåñüìà íåòðèâèàëüíûé àïïàðàò âûïóêëîé ãåîìåòðèè.

Äðóãîé ïîäõîä [6] ê ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè ñâÿçàí ñ àíàëèçîì ýíòðîïèè

ãðàôîâ ÷.ó.ì. è òîæå íå âïîëíå ïðîñò. Ïðåäëîæåííûé â [5] ìåòîä ýëåìåíòàðåí, õîòÿ è

ïðèâîäèò ê áîëüøåé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîñòîÿííîé â îöåíêå ñëîæíîñòè.
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Ãëàâà 2

Ñëîæíîñòü çàäà÷è âûáîðà

2.1 Ââåäåíèå

Çàäà÷à âûáîðà ýëåìåíòîâ ðàíãà r1, . . . , rk â ìíîæåñòâå ìîùíîñòè n, ãäå ri 6 n,

ñ íåèçâåñòíûì ëèíåéíûì ïîðÿäêîì 6 ñòàâèòñÿ àíàëîãè÷íî çàäà÷å ñîðòèðîâêè.

Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è ãåíåðàöèè ÷.ó.ì., â êîòîðîé òðåáó-

åòñÿ, ÷òîáû ïóòåì ðÿäà ñðàâíåíèé ïîëó÷èòü çàäàííîå ÷.ó.ì. èëè åãî ðàñøèðåíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(P) ñëîæíîñòü ãåíåðàöèè ÷.ó.ì. P . Èç òåîðåìû 1.1 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2.1. C(P) > log2(|P|!/e(P)).

Âûáîð ýëåìåíòîâ ðàíãà r1, . . . , rk â n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå ñîñòîèò â ïîñòðî-

åíèè ÷.ó.ì. ñî ñòðóêòóðîé

V1 6 x1 6 V2 6 x2 6 . . . 6 Vk 6 xk 6 Vk+1, (2.1)

ãäå xi � ýëåìåíò ðàíãà ri, à Vi � ìíîæåñòâî èç ri − ri−1 − 1 ýëåìåíòîâ (çäåñü

ïîëàãàåì r0 = 0 è rk+1 = n+ 1). Ïðîâåðèì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê.

Ëåììà 2.2. Åñëè â ÷.ó.ì. èçâåñòåí ýëåìåíò ðàíãà m, òî òàêæå èçâåñòíî ìíî-

æåñòâî èç m− 1 ýëåìåíòîâ, áîëüøèõ åãî.

� Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü e � ðàññìàòðèâàåìûé ýëåìåíò. Îáîçíà÷èì

÷åðåç M1, M2 è M3 ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, áîëüøèõ e, ìåíüøèõ e è ìíîæåñòâî

ýëåìåíòîâ, íå ñðàâíèìûõ ñ e, ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, M3 6= ∅.
Ïî ïîñòðîåíèþ, ýëåìåíò èç M3 íå ìîæåò áûòü áîëüøå íèêàêîãî ýëåìåíòà èç

M1 è íå ìîæåò áûòü ìåíüøå íèêàêîãî ýëåìåíòà èçM2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå ÷.ó.ì., â êîòîðîì ìíîæåñòâî M3 ∪ {e} ðàñïîëîæåíî ñòðîãî
ìåæäó ìíîæåñòâàìè M1 è M2. Ýëåìåíò e ìîæåò çàíèìàòü ïðîèçâîëüíîå ïîëîæå-

íèå â ìíîæåñòâå M3 ∪ {e}, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ïîðÿäîê â ñîâîêóïíîì ìíîæåñòâå

íå îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

Ñëîæíîñòü çàäà÷è âûáîðà â îáùåé ïîñòàíîâêå îáîçíà÷èì ÷åðåç Cr1,...,rk(n).
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2.2 Âûáîð êðàéíèõ ýëåìåíòîâ

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñëîæíîñòü âûáîðà ìàêñèìàëüíîãî (ìèíèìàëüíîãî) ýëåìåíòà

ìíîæåñòâà ðàâíà n− 1.

Òåîðåìà 2.1. C1(n) = n− 1.

I Âåðõíÿÿ îöåíêà C1(n) 6 n − 1 ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî àëãîðèòìà, â êîòîðîì

íà êàæäîì øàãå òåêóùèé ìàêñèìóì (èç ìíîæåñòâà ðàññìîòðåííûõ ýëåìåíòîâ)

ñðàâíèâàåòñÿ ñ íîâûì ýëåìåíòîì, âûáèðàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé è ò.ä.

Íèæíÿÿ îöåíêà âûòåêàåò èç òðèâèàëüíîãî íàáëþäåíèÿ: êàæäûé ýëåìåíò, êðî-

ìå ìàêñèìàëüíîãî, äîëæåí ïðîèãðàòü õîòÿ áû â îäíîì ñðàâíåíèè. �

Ìåíåå î÷åâèäíûì ÿâëÿåòñÿ îòâåò íà âîïðîñ, ñêîëüêî ïîòðåáóåòñÿ ñðàâíåíèé

äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà. Èçÿùíîå

ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áûëî íàéäåíî Ïîëîì â 1972 ã.

Òåîðåìà 2.2 (À. Ïîë). C1,n(n) = d3n/2e − 2.

I Âåðõíÿÿ îöåíêà äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðîñòûì àëãîðèòìîì. Ðàçîáüåì âñå

ýëåìåíòû ïî ïàðàì, âûïîëíèì ñðàâíåíèÿ â ïàðàõ. Çàòåì âî ìíîæåñòâå ìàêñè-

ìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïàð, âêëþ÷èâ â íå÷åòíîì ñëó÷àå â íåãî íåïàðíûé ýëåìåíò,

îïðåäåëèì ìàêñèìóì. Àíàëîãè÷íî, îïðåäåëèì ìèíèìóì ñðåäè ìèíèìàëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ ïàð è, ïðè íåîáõîäèìîñòè, íåïàðíîãî ýëåìåíòà. Âñåãî áóäåò âûïîëíåíî

bn/2c+ 2(dn/2e − 1) = d3n/2e − 2

ñðàâíåíèé.

Äîêàæåì íèæíþþ îöåíêó. Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åò-

âåðêîé (a, b, c, d) ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî ýëåìåíòîâ, êîòîðûå íå ó÷àñòâîâàëè â ñðàâ-

íåíèÿõ, ÷èñëî ýëåìåíòîâ, êîòîðûå òîëüêî âûèãðûâàëè, ÷èñëî ýëåìåíòîâ, êîòîðûå

òîëüêî ïðîèãðûâàëè, ÷èñëî ýëåìåíòîâ, êîòîðûå êàê âûèãðûâàëè, òàê è ïðîèãðû-

âàëè.

Ïåðåä íà÷àëîì àëãîðèòìà (a, b, c, d) = (n, 0, 0, 0), â êîíöå àëãîðèòìà

(a, b, c, d) = (0, 1, 1, n − 2). Â äåðåâå ñðàâíåíèé ðàññìîòðèì öåïî÷êó, â êàæ-

äîé âåðøèíå êîòîðîé âûáèðàåòñÿ òàêàÿ âåòâü, ÷òî åñëè â ïàðå îáà ýëåìåíòà �

èç îäíîãî ïîäìíîæåñòâà (èç ÷åòûðåõ óïîìÿíóòûõ âûøå), òî èñõîä ñðàâíåíèÿ âû-

áèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî; èíà÷å, ýëåìåíò, êîòîðûé äî òîãî òîëüêî âûèãðûâàë (åñëè

îí åñòü) âûèãðûâàåò, à ýëåìåíò, êîòîðûé òîëüêî ïðîèãðûâàë (åñëè òàêîé åñòü),

ïðîèãðûâàåò; èíà÷å äîïóñêàåòñÿ ëþáîé èñõîä.

Òîãäà â õîäå àëãîðèòìà íèêàêîå ñðàâíåíèå íå èçìåíÿåò îäíîâðåìåííî ÷èñëà

a è d. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ¾îïóñòîøèòü¿ ïåðâîå ïîäìíîæåñòâî, òðå-

áóåòñÿ íå ìåíåå dn/2e ñðàâíåíèé, åùå íå ìåíåå n− 2 ñðàâíåíèé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

¾çàïîëíèòü¿ ÷åòâåðòîå ïîäìíîæåñòâî. �
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Âîïðîñ î ñëîæíîñòè âûáîðà âòîðîãî ýëåìåíòà íå íàñòîëüêî î÷åâèäåí � äâà-

æäû ïóáëèêîâàëèñü íåïðàâèëüíûå äîêàçàòåëüñòâà (íèæíåé îöåíêè), ïîêà â 1962

ã. Ñ. Ñ. Êèñëèöûí íå ïðåäëîæèë êîððåêòíîå, õîòÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêîå äîêàçà-

òåëüñòâî. Âïîñëåäñòâèè îíî áûëî ñóùåñòâåííî óïðîùåíî.

Òåîðåìà 2.3 (Ñ. Ñ. Êèñëèöûí). C2(n) = n+ dlog2 ne − 2.

I Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âåðõíåé îöåíêè ïîñòðîèì òóðíèð ñ âûáûâàíèåì ïî êóáêî-

âîé ñèñòåìå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà. Â òàêîì òóðíèðå ïîáåäè-

òåëü ó÷àñòâóåò íå áîëåå ÷åì â dlog2 ne ñðàâíåíèÿõ. Ëþáîé ýëåìåíò, êîòîðûé â õîäå
àëãîðèòìà íå ñðàâíèâàëñÿ ñ ìàêñèìàëüíûì, óñòóïàåò åùå êàêîìó-ëèáî ýëåìåíòó,

ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò áûòü âòîðûì. Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü íàèáîëüøèé ýëåìåíò

ñðåäè âûáûâøèõ â íåïîñðåäñòâåííûõ ñðàâíåíèÿõ ñ ïîáåäèòåëåì. Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ âûáîðà âòîðîãî ýëåìåíòà äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü íå áîëåå (n−1)+(dlog2 ne−1)

ñðàâíåíèé.

Èç ëåììû 2.2, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé àëãîðèòì âûáîðà âòîðîãî ýëå-

ìåíòà íàõîäèò òàêæå ïåðâûé ýëåìåíò. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå óïî-

ðÿäî÷åíèå ýëåìåíòîâ âõîäíîãî íàáîðà, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ó÷àñòâóåò íå

ìåíåå, ÷åì â dlog2 ne ñðàâíåíèÿõ.
Â ëþáîé ìîìåíò àëãîðèòìà ýëåìåíò, êîòîðûé íè ðàçó íå ïðîèãðûâàë áóäåì íà-

çûâàòü ¾ëèäåðîì¿. Ââåäåì îòíîøåíèå ¾ïîä÷èíåíèÿ¿, ñîãëàñíî êîòîðîìó êàæäûé

ýëåìåíò â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ïîä÷èíåí íåêîòîðîìó ëèäåðó, ïðè÷åì òîëüêî

îäíîìó; ëèäåð ïîä÷èíåí ñàì ñåáå. Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû àëãîðèòìà ëèäåðàìè

ÿâëÿþòñÿ âñå ýëåìåíòû, ïîä÷èíåííûå ñàìè ñåáå, à â êîíöå îñòàåòñÿ òîëüêî îäèí

ëèäåð (ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò), êîòîðîìó ïîä÷èíåíû âñå ýëåìåíòû.

Òåïåðü â äåðåâå ñðàâíåíèé ðàññìîòðèì òàêîé ïóòü, ÷òî â ëþáîì ñðàâíåíèè (íå

ñ÷èòàÿ ñðàâíåíèé ñ ïðåäîïðåäåëåííûì èñõîäîì) ñ ó÷àñòèåì ëèäåðà è íå-ëèäåðà

ïîáåäèòåëåì ïðèçíàåòñÿ ëèäåð, ñ ó÷àñòèåì äâóõ ëèäåðîâ � ëèäåð, ó÷àñòâîâàâøèé

â áîëüøåì ÷èñëå ñðàâíåíèé, èíà÷å � ïðîèçâîëüíî. Åñëè ëèäåð ïðîèãðûâàåò î÷å-

ðåäíîå ñðàâíåíèå, òî îí ñàì è ïîä÷èíåííûå åìó ýëåìåíòû ïåðåõîäÿò â ïîä÷èíåíèå

ê ïîáåäèòåëþ ñðàâíåíèÿ.

Ïî èíäóêöèè ïðîâåðèì, ÷òî ëèäåð, ó÷àñòâîâàâøèé â r ñðàâíåíèÿõ, èìååò â

ïîä÷èíåíèè íå áîëåå 2r ýëåìåíòîâ (âêëþ÷àÿ ñåáÿ). Ïðè r = 0 ýòî î÷åâèäíî. Èíà÷å,

åñëè ëèäåð âûèãðûâàåò r-å ñðàâíåíèå, òî îí â äîïîëíåíèå ê íå áîëåå ÷åì 2r−1

ïîä÷èíåííûõ ýëåìåíòîâ (ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè) ïîëó÷àåò òàêæå íå áîëåå

2r−1, ïîòîìó ÷òî åãî ñîïåðíèêîì íå ìîã áûòü ëèäåð, âûèãðàâøèé áîëåå r − 1

ñðàâíåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíûé èç n ýëåìåíòîâ áóäåò ó÷àñòâîâàòü íå ìåíåå,

÷åì â dlog2 ne ñðàâíåíèÿõ. Ëþáîé èç ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ, íåïîñðåäñòâåííî ñðàâ-
íèâàåìûõ ñ ïîáåäèòåëåì, êðîìå âòîðîãî ïî ïîðÿäêó âî âñåì ìíîæåñòâå, äîëæåí

ïðîèãðàòü, ïî ìåíüøåé ìåðå, åùå â îäíîì ñðàâíåíèè. Òàêèì îáðàçîì, n − 1 ýëå-
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ìåíò ïðîèãðûâàåò õîòÿ áû â îäíîì ñðàâíåíèè è íå ìåíåå dlog2 ne − 1 ýëåìåíòîâ

ïðîèãðûâàþò åùå ïî ðàçó. �

2.3 Âûáîð ñðåäíåãî ýëåìåíòà

Ââåäåì ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå H(x) = −x log2 x−(1−x) log2(1−x) äëÿ ôóíêöèè

äâîè÷íîé ýíòðîïèè, îïðåäåëåííîé íà îòðåçêå [0, 1]. Íà êîíöàõ îòðåçêà ïîëàãàåì

H(0) = H(1) = 0 ïî íåïðåðûâíîñòè.

Òåîðåìà 2.4 (Ñ. Áåíò, Äæ. Äæîí). Ïóñòü t = αn. Òîãäà

Ct(n) > (1 +H(α))n−O(
√
n).

I Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé àëãîðèòì, ðåøàþùèé çàäà÷ó âûáîðà ýëåìåíòà ðàí-

ãà t â ìíîæåñòâå M ìîùíîñòè n. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî T ⊂ M

ìîùíîñòè t. Ïóñòü â íåì ñîäåðæàòñÿ t − 1 ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

M . Îáîçíà÷èì U = M \ T è ïîëîæèì U0 = U , T0 = T . Äàëåå ìíîæåñòâî T0 ∪ U0

èãðàåò ðîëü ìíîæåñòâà ïðåäåíòåíòîâ íà ïîçèöèþ ýëåìåíòà ðàíãà t. Ïóñòü r > 1 è

q > r � ïàðàìåòðû, êîòîðûå áóäóò îïðåäåëåíû ïîçæå.

à) Â ñîîòâåòñòâóþùåì àëãîðèòìó äåðåâå ñðàâíåíèé ïîéäåì ïî ñëåäóþùåìó

ïóòè. Ïîêà |T0| > r, èñõîä ñðàâíåíèÿ ýëåìåíòîâ x è y îïðåäåëÿåòñÿ êàê x 6 y,

åñëè x ∈ U è y ∈ T è ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, åñëè x, y ∈ T èëè x, y ∈ U . Ïðè ýòîì
â ïðåäïîñëåäíåì ñëó÷àå áîëüøèé ýëåìåíò óäàëÿåòñÿ èç T0, à â ïîñëåäíåì ñëó÷àå

ìåíüøèé ýëåìåíò óäàëÿåòñÿ èç U0.

Îñòàíîâèì ýòîò ïðîöåññ â ìîìåíò, êîãäà |T0| = r. Ýòî îáÿçàòåëüíî ñëó÷èòñÿ,

ïîòîìó ÷òî íà îñíîâàíèè âûïîëíåííûõ ñðàâíåíèé íèêàêîé èç ýëåìåíòîâ ìíîæå-

ñòâà T0 íåëüçÿ èñêëþ÷èòü èç ÷èñëà ïðåòåíäåíòîâ. Â êîíöå ðàáîòû àëãîðèòìà, åñëè

åãî íå îñòàíàâëèâàòü, áûëî áû |T0| = 1.

á) Äëÿ y ∈ T0 îáîçíà÷èì ÷åðåç Wy ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç U , êîòîðûå íåïî-

ñðåäñòâåííî ñðàâíèâàëèñü ñ y. Ïóñòü y∗ ∈ T0 � òàêîé ýëåìåíò, ÷òî |Wy∗| ìèíè-
ìàëüíî. Ïîëîæèì Q = (U0 \Wy∗) ∪ {y∗}.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â ëèíåéíîì ïîðÿäêå ìíîæåñòâî Q ðàñïîëîæåíî ñòðîãî

ìåæäó ìíîæåñòâàìè (U \ U0) ∪Wy∗ (ìàëåíüêèõ ýëåìåíòîâ) è T \ {y∗} (áîëüøèõ
ýëåìåíòîâ). Òîãäà ýëåìåíò ðàíãà t ìíîæåñòâàM ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì â Q. Çà-

ìåòèì òàêæå, ÷òî íèêàêèå äâà ýëåìåíòà èç Q åùå íå ñðàâíèâàëèñü äðóã ñ äðóãîì.

â) Åñëè |Wy∗| > q − r, òî â àëãîðèòìå âûïîëíåíî:
� íå ìåíåå (r − 1)(q − r + 1) ñðàâíåíèé ýëåìåíòîâ èç T0 è U ;

� |T \ T0|+ |U \ U0| = n− |U0| − r ñðàâíåíèé âíóòðè ìíîæåñòâ T è U ;

� |Wy∗| ñðàâíåíèé ýëåìåíòà y∗ ñ ýëåìåíòàìè èç U .
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Êðîìå òîãî, ïîíàäîáèòñÿ âûïîëíèòü åùå íå ìåíåå |U0|−|Wy∗ | ñðàâíåíèé äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà â Q. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèò-

ìà íå ìåíüøå, ÷åì

(r − 1)(q − r + 1) + (n− |U0| − r) + |Wy∗|+ (|U0| − |Wy∗|) = n− 1 + (r − 1)(q − r).

ã) Â ñëó÷àå |Wy∗ | 6 q − r äîêàæåì, ÷òî ëþáîìó âûáîðó ìíîæåñòâà T â äåðåâå

ñðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóåò íå ìåíåå 2n−q ëèñòüåâ. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî ñóììàðíî

íå ìåíåå n− q ñðàâíåíèé âûïîëíÿåòñÿ âíóòðè ìíîæåñòâ T , U è çàòåì Q.

Äåéñòâèòåëüíî, íå ìåíåå n−|U0|− r ñðàâíåíèé âûïîëíÿåòñÿ âíóòðè ìíîæåñòâ
T è U è íå ìåíåå |U0| − |Wy∗| > |U0|+ r − q ñðàâíåíèé � âíóòðè ìíîæåñòâà Q.

ä) Ìíîæåñòâî T ìîæíî âûáðàòü Ct
n ñïîñîáàìè, ïðè ýòîì îäíîìó èñõîäó (ëèñòó

äåðåâà ñðàâíåíèé) îòâå÷àåò n+ 1− t ìíîæåñòâ T (t− 1 ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ

ìíîæåñòâà T îïðåäåëåíû, t-é ýëåìåíò ìîæåò áûòü âûáðàí ïðîèçâîëüíî).

å) Òàêèì îáðàçîì, ãëóáèíó äåðåâà ñðàâíåíèé è ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ìîæíî

îöåíèòü êàê n− 1 + (r − 1)(q − r) (ñèòóàöèÿ ï. â) èëè äâîè÷íûé ëîãàðèôì ÷èñëà

ëèñòüåâ (ñèòóàöèÿ ï. ã), êîòîðûõ â äåðåâå íå ìåíüøå, ÷åì 2n−qCt
n/(n+1−t). Òàêèì

îáðàçîì,

Ct(n) > min

{
n− 1 + (r − 1)(q − r), n− q + log2

Ct
n

n+ 1− t

}
.

Ïðè âûáîðå ïàðàìåòðîâ r ∼
√
n è q ∼ 2

√
n ñ ó÷åòîì

log2C
t
n = log2C

αn
n = nH(α)−O(log n)

(ñëåäñòâèå èç ôîðìóëû Ñòèðëèíãà) ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû. �

Çàìåòèì, ÷òî ïðè α = 1/2, ò.å. äëÿ çàäà÷è âûáîðà ñðåäíåãî ýëåìåíòà, îöåíêà

òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé è ñîñòàâëÿåò àñèìïòîòè÷åñêè 2n.

Íàèáîëåå ýôôåêòíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè çàäà÷è âûáîðà, äî ñèõ ïîð

óëó÷øåííàÿ ëèøü íåçíà÷èòåëüíî, ïîÿâèëàñü â 1976 ã. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ

îãðàíè÷èìñÿ âûáîðîì ñðåäíåãî ýëåìåíòà (ìåäèàíû); îáùèé ñëó÷àé ïðèíöèïèàëü-

íî íå îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìàòðèâàåìîãî.

Òåîðåìà 2.5 (À. Ø�åíõàãå, Ì. Ïàòåðñîí, Í. Ïèïïåíäæåð). Cbn/2c(n) 6 3.5n+ o(n).

I Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò èäåÿ ìàññîâîãî ïðîèçâîäñòâà (÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-

íûõ ìíîæåñòâ). Ñòðîèòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ÷.ó.ì. Xk ìîùíîñòè 2k+1 ñ öåíòðàëüíûì

ýëåìåíòîì (ìåäèàíîé). Ïî õîäó àëãîðèòìà öåíòðàëüíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ óïî-

ðÿäî÷èâàþòñÿ. Îáùèé âèä ïîëó÷àåìîãî ÷.ó.ì. èçîáðàæåí íà ðèñ. 2.1.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÷èñëî ìíîæåñòâ Xk â öåïî÷êå Z äîñòàòî÷íî âåëèêî � îáùåå

÷èñëî ýëåìåíòîâ â íèõ áëèçêî ê n�, òî á�îëüøàÿ ïîëîâèíà ìíîæåñòâà ñ ìàêñèìàëü-

íûì öåíòðàëüíûì ýëåìåíòîìmH è ìåíüøàÿ ïîëîâèíà ìíîæåñòâà ñ ìèíèìàëüíûì
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Ðèñ. 2.1: Îáùèé âèä ÷.ó.ì. â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé

öåíòðàëüíûì ýëåìåíòîì mL (íà ðèñ. 2.1 îíè âûäåëåíû) ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû

èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ êàê çàâåäîìî íå ñîäåðæàùèå ìåäèàíó.

Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ÷åðåç s ÷èñëî ìíîæåñòâ Xk â öåïî÷êå Z, à ÷åðåç r �
÷èñëî ýëåìåíòîâ, íå âîøåäøèõ â ÷.ó.ì. ðèñ. 2.1. ßñíî, ÷òî s = (n− r)/(2k + 1).

Òîãäà ýëåìåíò mH ñîãëàñíî äèàãðàììå ðèñ. 2.1 ïðåâîñõîäèò s(k + 1) − 1 äðóãèõ

ýëåìåíòîâ.

Ðåøàÿ íåðàâåíñòâî s(k + 1)− 1 > n/2 + 1, ïîëó÷àåì óñëîâèå

r 6
n+ 4

2k + 2
− 4, (2.2)

ïðè êîòîðîì mH è ýëåìåíòû âûøå åãî íå ïðåòåíäóþò íà ïîçèöèþ ñðåäíåãî ýëå-

ìåíòà. Òî æå âåðíî äëÿ mL è ýëåìåíòîâ íèæå åãî. Äàëåå ñðåäíèé ýëåìåíò èùåòñÿ

ñðåäè n− 2k − 2 îñòàâøèõñÿ.

Òå ýëåìåíòû, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ãîòîâûì ÷.ó.ì. Xk è íå èñêëþ÷åíû

èç ðàññìîòðåíèÿ, ñ÷èòàþòñÿ íàõîäÿùèìèñÿ íà ôàáðèêå (ïðîèçâîäÿùåé íîâûå

÷.ó.ì. Xk, íà ðèñ. 2.1 íå ïîêàçàíà).
Ôàáðèêà õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè ïîêàçàòåëÿìè: Jk � ìèíèìàëüíîå ÷èñ-

ëî ýëåìåíòîâ, äîñòàòî÷íîå äëÿ ïðîèçâîäñòâà ÷.ó.ì., Ik � ÷èñëî ñðàâíåíèé, íåîá-

õîäèìîå äëÿ çàïóñêà ìàññîâîãî ïðîèçâîäñòâà, Ck � ÷èñëî ñðàâíåíèé, äîñòàòî÷íîå

äëÿ ïîñòðîåíèÿ îäíîãî ÷.ó.ì. Xk.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn � îáùåå ÷èñëî ÷.ó.ì., èçãîòîâëåííûõ íà ôàáðèêå, à ÷å-

ðåç Rn � ÷èñëî íå èñêëþ÷åííûõ èç ðàññìîòðåíèÿ ýëåìåíòîâ â êîíöå ðàáîòû àëãî-

ðèòìà. Â ñèëó (2.2) ïîñëåäíåå ìîæíî âûáðàòü èç óñëîâèÿ Rn+4
2k+2

− 4 < Jk, à ïåðâîå

ëåãêî îïðåäåëèòü êàê Sn = (n−Rn)/(k + 1).

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà T (n) òåïåðü ìîæíî îöåíèòü êàê

T (n) = Ik + Ck · Sn + Sn log2 n+O(Rn logRn), (2.3)

ãäå òðåòüå ñëàãàåìîå îòâå÷àåò ñëîæíîñòè âñòàâêè öåíòðàëüíîãî ýëåìåíòà ÷.ó.ì. Xk
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â óïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê, à ïîñëåäíåå � ïîèñêó ìåäèàíû îñòàòî÷íîãî ìíîæåñòâà

èç Rn ýëåìåíòîâ, ÷òî ìîæíî âûïîëíèòü îáû÷íîé ñîðòèðîâêîé.

Ïàðàìåòðû âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: k � 4
√
n è Rn � n3/4. Äëÿ çà-

âåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü ôàáðèêó ñ ïàðàìåòðàìè

Ik = O(k2), Jk = O(k2) è Ck ∼ 3.5k.

Îïðåäåëèì èíäóêòèâíî ÷.ó.ì. Hp(v) � ãèïåðïàðó ïîðÿäêà p ñ öåíòðîì v. Ãè-

ïåðïàðà H0(v) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà v. Ãèïåðïàðà Hp(v) îáðàçóåòñÿ

èç äâóõ ãèïåðïàð Hp−1(v1) è Hp−1(v2) äîáàâëåíèåì ñðàâíåíèÿ v1 è v2. Â êà÷åñòâå

v âûáèðàåòñÿ ïîáåäèòåëü ñðàâíåíèÿ, åñëè p = 2 èëè p > 3 � íå÷åòíî, è ïðîèã-

ðàâøèé, åñëè p = 1 èëè p > 4 � ÷åòíî. Ìëàäøèå ïðåäñòàâèòåëè ñåìåéñòâà Hp

èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.2.
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Ðèñ. 2.2: Ñåìåéñòâî ãèïåðïàð

Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàþò ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåìûå ïî èíäóêöèè

ñâîéñòâà ãèïåðïàð.

Ëåììà 2.3. (i) Ãèïåðïàðà Hp(v) ñîñòîèò èç 2p ýëåìåíòîâ.

(ii) Ïðè p > 2 ãèïåðïàðà Hp(v) ñîäåðæèò 2bp/2c − 1 ýëåìåíòîâ, á�îëüøèõ v, è

2dp/2e − 1 ýëåìåíòîâ, ìåíüøèõ v.

Òàêèì îáðàçîì, èç ãèïåðïàðû ïîðÿäêà 2p ìîæíî âûäåëèòü ÷.ó.ì. X2p−1.

Îòìåòèì, ÷òî èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ðåáåð â äèàãðàììå

ãèïåðïàðû è âûïîëíÿåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè ãèïåðïàðû ñðàâíåíèé. Òàêæå çàìå-

òèì, ÷òî ïðè óäàëåíèè öåíòðà v ãèïåðïàðû Hp(v) îíà ðàñïàäàåòñÿ íà ñåìåéñòâî

èçîëèðîâàííûõ ãèïåðïàð H0∪{H2i+1 | 1 6 i < (p−1)/2}, öåíòðû êîòîðûõ âûøå v,

è ñåìåéñòâî ãèïåðïàð H1 ∪ {H2i | 1 6 i < p/2}, öåíòðû êîòîðûõ íèæå v.

Äàëåå, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, áîëüøèõ (ìåíüøèõ) v â ãè-

ïåðïàðå Hp(v), ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ ýëåìåíòîâ, áîëüøèõ (ìåíüøèõ)

öåíòðà â ïåðâîì (âî âòîðîì) ñåìåéñòâå ãèïåðïàð.
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Â äàííîì ñëó÷àå âàæíî òî, ÷òî óäàëåíèå öåíòðà ãèïåðïàðû ïðèâîäèò ê îá-

ðàçîâàíèþ ãèïåðïàð ìåíüøåãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ

¾ðåêîíñòðóêöèè¿ ãèïåðïàðû. Áîëåå òîãî, ïðîöåäóðó âûäåëåíèÿ ÷.ó.ì., ñîñòîÿùåãî

èç öåíòðà ãèïåðïàðû è íåêîòîðîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, ìåíüøèõ è áîëüøèõ öåíòðà,

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäàëåíèé öåíòðîâ îïðåäåëåííûõ

ãèïåðïàð, ïîýòîìó â ðåçóëüòàòå òàêæå îñòàíåòñÿ íàáîð ãèïåðïàð ìåíüøèõ ïîðÿä-

êîâ.

Ââèäó óïîìÿíóòîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ñðàâíåíèÿìè è ðåáðàìè äèàãðàììû,

÷èñëî ñðàâíåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ãèïåðïàðû ïîñëå óäàëåíèÿ

÷.ó.ì., ðàâíî ÷èñëó óäàëåííûõ èç äèàãðàììû ðåáåð.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V (p) è N(p) ÷èñëî ðåáåð, óäàëÿåìûõ ïðè óäàëåíèè öåíòðà

ãèïåðïàðû ïîðÿäêà p è âñåõ ýëåìåíòîâ, áîëüøèõ öåíòðà è ñîîòâåòñòâåííî ìåíüøèõ

öåíòðà. Îòäåëüíî âû÷èñëèì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé: V (0) = N(0) =

0, V (1) = N(1) = 1, V (2) = 2, N(2) = 3.

Ëåììà 2.4. Ïðè p > 2 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

N(2p) = N(2p− 1) + 1 = 5 · 2p−1 − 2, V (2p) = V (2p+ 1)− 1 = 5 · 2p−1 − 3.

� Öåíòð ãèïåðïàðû Hp â äèàãðàììå èìååò ñòåïåíü p, ïîýòîìó ïîëó÷àåì ñëåäóþ-

ùèå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

N(2p) = 2p+N(1) +N(2) + . . .+N(2p− 2),

V (2p+ 1) = 2p+ 1 + V (0) + V (3) + . . .+ V (2p− 1),

N(2p− 1) = N(2p)− 1, V (2p) = V (2p+ 1)− 1.

Ïîäñòàâëÿÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ N(1), N(2), V (0), ïåðâûå äâà (îñíîâíûõ) ñî-

îòíîøåíèÿ ðåøàþòñÿ ïî èíäóêöèè êàê N(2p) = V (2p+ 1) = 5 · 2p−1 − 2.

Êàê ñëåäñòâèå, ìû ìîæåì âûäåëèòü èç ãèïåðïàðû H2p ÷.ó.ì. X2p−1 ñî ñëîæ-

íîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ íå âûøå 5 · 2p, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ôàáðèêó ñ õà-

ðàêòåðèñòèêîé Ck ∼ 5k, à ýòî â ñèëó (2.3) è âûáîðà ïàðàìåòðîâ âåäåò ê îöåíêå

ñëîæíîñòè àëãîðèòìà 5n+ o(n).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò, çàìåòèì (ýòî ñëåäóåò èç

âûøåïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé), ÷òî èç ãèïåðïàðû H2p ìîæíî òàêæå âûäåëèòü

÷.ó.ì., ñîñòîÿùåå èç öåíòðà è l 6 2p−1 ýëåìåíòîâ, ìåíüøèõ (áîëüøèõ) åãî, óäàëèâ

íå áîëåå 2p+ 2.5l ðåáåð.

Òåïåðü, ïðåæäå ÷åì âûäåëÿòü èç ãèïåðïàðû ÷.ó.ì. áóäåì âûïîëíÿòü ñðàâíå-

íèÿ öåíòðà ñ ýëåìåíòàìè, íå ïðèíàäëåæàùèìè ãèïåðïàðå, äî òåõ ïîð, ïîêà íå

íàáåðåòñÿ k = 2p − 1 òàêèõ ýëåìåíòîâ, áîëüøèõ èëè ìåíüøèõ öåíòðà.

Â ÷.ó.ì. Xk, âûäåëÿåìîå èç ãèïåðïàðû, âêëþ÷èì âñå äîáàâëåííûå ïîñëåäíèì

ñïîñîáîì ýëåìåíòû, îñòàëüíûå âûáåðåì íåïîñðåäñòâåííî èç ãèïåðïàðû. ×èñëî

ñðàâíåíèé, ïðèõîäÿùèõñÿ íà èçãîòîâëåíèå îäíîãî òàêîãî ÷.ó.ì., ìîæíî îöåíèòü
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êàê k + l (÷èñëî ýëåìåíòîâ, äîáàâëåííûõ âòîðûì ñïîñîáîì) ïëþñ 2p + 2.5(k − l)
(÷èñëî ñðàâíåíèé, òðåáóåìûõ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ãèïåðïàðû � ôîðìàëüíî, îíè

îòíîñÿòñÿ ê èçãîòîâëåíèþ ñëåäóþùåãî ÷.ó.ì., íî ïðè ñóììèðîâàíèè ýòî íåñóùå-

ñòâåííî), ò.å. âñåãî íå áîëåå 3.5k + o(k).

Ñ ó÷åòîì Ik = (k + 1)2 − 1, Jk = (k + 1)2 + 2k è Ck ∼ 3.5k óñòàíàâëèâàåì

ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû. �

2.4 Áûñòðûé àëãîðèòì ìíîæåñòâåííîãî âûáîðà

Âåðíåìñÿ ê îáùåé çàäà÷å âûáîðà ýëåìåíòîâ ðàíãà r1, . . . , rk â n-ýëåìåíòíîì ìíî-

æåñòâå, ñôîðìóëèðîâàííîé âî ââåäåíèè. Ïîëàãàåì 1 6 r1 < r2 < . . . < rk 6 n.

Îáîçíà÷èì ∆i = ri− ri−1− 1. ×èñëî ëèíåéøèõ ðàñøèðåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî

ðåøåíèþ çàäà÷å âûáîðà ÷.ó.ì. P ðàâíî e(P) =
∏k+1

i=1 ∆i!, ñì. (2.1). Ïîýòîìó

Cr1,...,rk(n) > Br1,...,rk(n) = log2(n!)−
k+1∑
i=1

log2(∆i!) = n log2 n−
k+1∑
i=1

∆i log2 ∆i −O(n)

(2.4)

ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.1.

Î÷åâèäíî, Cr1,...,rk(n) = Cn+1−r1,...,n+1−rk(n), ïîòîìó ÷òî ëþáîìó äåðåâó ñðàâíå-

íèé, îñóùåñòâëÿþùåìó âûáîð ýëåìåíòîâ ðàíãà ri, ìîæíî ñîïîñòàâèòü äâîéñòâåí-

íîå äåðåâî, âûïîëíÿþùåå âûáîð ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà n+ 1− ri (îíî âûáèðàåò ýëå-
ìåíòû ðàíãà ri ñ òî÷êè çðåíèÿ îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà >).

Ïðèìåð âûáîðà ñðåäíåãî ýëåìåíòà ïîêàçûâàåò, ÷òî èíôîðìàöèîííî-

òåîðåòè÷åñêàÿ íèæíÿÿ îöåíêà, â äàííîì ñëó÷àå ðàâíàÿ Bn/2(n) ∼ n, íå îáÿçà-

òåëüíî äàåò ïðàâèëüíóþ àñèìïòîòèêó ñëîæíîñòè çàäà÷è. Îäíàêî ïðè áîëüøèõ

çíà÷åíèÿõ B îöåíêà (2.4) äîñòèæèìà â àñèìïòîòè÷åñêîì ñìûñëå. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2.6 (Ê. Êàëèãîñè, Ê. Ìåëüõîðí, Äæ. Ìóíðî, Ï. Ñàíäåðñ).

Cr1,...,rk(n) 6 (1 + o(1))Br1,...,rk(n) +O(n).

Îñëàáëåííûé âàðèàíò îöåíêè òåîðåìû O(B + n) ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü â

óïð. 2.3.

I Ïîëîæèì l = max{2, dB/ne}. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ðåêóðñèâíóþ ïðîöåäóðó.

Âõîä: ñåìåéñòâî C óïîðÿäî÷åííûõ öåïî÷åê äëèíû < 2l êàæäàÿ è ìíîæåñòâî

ðàíãîâ R = {r1, . . . , rk}.
Âûõîä: ýëåìåíòû ðàíãà r1, . . . , rk.

Àëãîðèòì.

(i). Åñëè îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â C íå ïðåâîñõîäèò 8l2, òî âûïîëíÿåòñÿ ïîëíàÿ

ñîðòèðîâêà, ïðè ýòîì îïðåäåëÿþòñÿ âñå èñêîìûå ýëåìåíòû.
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(ii). Íàçîâåì óïîðÿäî÷åííóþ öåïî÷êó êîðîòêîé, åñëè åå äëèíà ìåíüøå l. Åñëè

â ñåìåéñòâå C íàéäóòñÿ äâå êîðîòêèõ öåïî÷êè îäèíàêîâîé äëèíû, òî âûïîëíèì èõ

ñëèÿíèå. Áóäåì âûïîëíÿòü òàêèå ñëèÿíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà äëèíû âñåõ êîðîòêèõ

öåïî÷åê íå ñòàíóò ðàçëè÷íûìè. Ïîñòðîåííîå ñåìåéñòâî îáîçíà÷èì ÷åðåç D.

(iii). Îïðåäåëèì ìåäèàíó (ñðåäíèé ýëåìåíò) ìåäèàí öåïî÷åê èç D. Îáîçíà÷èì

åå ÷åðåç m.

(iv). Êàæäóþ öåïî÷êó èç D ðàçîáüåì íà äâå ¾òî÷êîé¿ m. Â îäíó ÷àñòü (ìëàä-

øóþ) îïðåäåëèì ýëåìåíòû, íå ïðåâîñõîäÿùèå m, à â äðóãóþ (ñòàðøóþ) � îñòàëü-

íûå ýëåìåíòû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r ðàíã ýëåìåíòà m � îí ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíûì

ïîñëå âûïîëíåíèÿ ðàçáèåíèé.

(v). Âûïîëíèì ðåêóðñèâíûé âûçîâ ïðîöåäóðû äëÿ ñåìåéñòâà C ′ ìëàäøèõ öå-

ïî÷åê è ìíîæåñòâà ðàíãîâ R′ = R∩[1, r] (åñëè R′ íå ïóñòî), à òàêæå äëÿ ñåìåéñòâà

C ′′ ñòàðøèõ öåïî÷åê è ìíîæåñòâà ðàíãîâ1 R′′ = (R \R′)− r (åñëè R′′ íå ïóñòî).
Ïðè ðåøåíèè îáùåé çàäà÷è ïåðâîíà÷àëüíûé âûçîâ àëãîðèòìà âûïîëíÿåòñÿ ñ

ìíîæåñòâîì èç n îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ. Êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà î÷åâèäíà: ïðè

êàæäîì ðåêóðñèâíîì âûçîâå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñîêðàùàåòñÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I(C) =
∑

c∈C |c| log2 |c| èíôîðìàöèîííóþ åìêîñòü ñåìåé-

ñòâà C, ãäå |c| îáîçíà÷àåò äëèíó öåïî÷êè c. Ïóñòü T � äåðåâî ðåêóðñèè àëãî-

ðèòìà, è v � ïðîèçâîëüíàÿ åãî âåðøèíà. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ,

ïðèâÿçàííûå ê âåðøèíå äåðåâà:

Iv = I(C) � èíôîðìàöèîííàÿ åìêîñòü âõîäíîãî ñåìåéñòâà;

pv = |C| � ÷èñëî öåïî÷åê íà âõîäå;

nv � îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â C;

Jv = I(D) � èíôîðìàöèîííàÿ åìêîñòü ïîñëå ñëèÿíèé;

qv = |D| � ÷èñëî öåïî÷åê â ñåìåéñòâå D;

I ′v = I(C ′), I ′′v = I(C ′′) � èíôîðìàöèîííàÿ åìêîñòü âûõîäíûõ ñåìåéñòâ;

p′v = |C ′|, p′′v = |C ′′| � ÷èñëî öåïî÷åê íà âûõîäàõ;

αvnv � îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ñåìåéñòâå C ′.

Îöåíèì ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïî øàãàì. Øàã (i) âûïîëíÿåòñÿ â êîíöåâûõ âåð-

øèíàõ äåðåâà äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ýëåìåíòîâ, ïîýòîìó åãî îáùàÿ

ñëîæíîñòü ïî âñåì âûçîâàì ðàâíà O(n log l).

Óòâåðæäåíèå 2.5. ×èñëî ñðàâíåíèé, âûïîëíÿåìûõ íà ýòàïå ñëèÿíèé â âåðøèíå

v, íå ïðåâîñõîäèò Jv − Iv + qv − pv.

� Îäíî ñëèÿíèå öåïî÷åê äëèíû s òðåáóåò íå áîëåå

2s− 1 = 2s log2(2s)− 2s log2 s+ 1− 2

ñðàâíåíèé ñîãëàñíî ëåììå 1.3.

1Ïîëàãàåì S − r = {s− r | s ∈ S}.
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Íàïîìíèì, ÷òî H(x) = −x log2 x − (1 − x) log2(1 − x) � ýòî ôóíêöèÿ äâîè÷-

íîé ýíòðîïèè, îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [0, 1]. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ H(x)

ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = 1/2, â êîòîðîé ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå 1. Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé (ââåðõ): H ′′(x) < 0.

Óòâåðæäåíèå 2.6. Jv 6 I ′v + I ′′v + nvH(αv).

� Ïóñòü öåïî÷êà di ñåìåéñòâà D = {d1, . . . , dq} ðàñïàäàåòñÿ íà öåïî÷êè d′i ∈ C ′ è
d′′i ∈ C ′′. Îáîçíà÷èì αi = |d′i|/|di|. Ïîëó÷àåì2

Jv − I ′v − I ′′v =

q∑
i=1

(|di| log2 |di| − |d′i| log2 |d′i| − |d′′i | log2 |d′′i |)

=
∑
|di| (log2 |di| − αi log2(αi|di|)− (1− αi) log2((1− αi)|di|))

=
∑
|di|H(αi) 6 nvH

(∑
αi|di|/nv

)
= nvH(αv).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó âûïóêëîñòè ôóíêöèè ýíòðîïèè.

Ïðîâåðèì, ÷òî ðåêóðñèâíîå ðàçáèåíèå íà äâå ïîäçàäà÷è äîñòàòî÷íî ñáàëàíñè-

ðîâàíî.

Óòâåðæäåíèå 2.7. Ïðè nv > 8l2 âûïîëíåíî 1
16
6 αv 6 15

16
.

� Îöåíèì ñíèçó ÷èñëî ýëåìåíòîâ çàâåäîìî âûøå ìåäèàíû m. Ïî ïîñòðîåíèþ,

qv > nv/(2l) > 4l. Â íàèõóäøåì ñëó÷àå âûøå m íàõîäÿòñÿ ìåäèàíû ñàìûõ êî-

ðîòêèõ öåïî÷åê, ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïî îäíîé öåïî÷êå äëèíû 1, . . . , l − 1.

Îñòàëüíûå öåïî÷êè ñîäåðæàò íå ìåíåå

(qv/2− l) · l/2 > (nv − 4l2)/8 > nv/16

ýëåìåíòîâ, á�îëüøèõ m. Àíàëîãè÷íî îöåíèâàåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñíèçó îò m.

Óòâåðæäåíèå 2.8. Äëÿ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà ðàíãîâ R = {r1, . . . , rk} ñïðàâåä-
ëèâî

τ(n,R) =
∑

v∈T ; deg v>1

nvH(αv) 6 n log2 n−
k+1∑
i=1

∆i log2 ∆i + rk − r1 + 16n

(ñóììèðîâàíèå â ëåâîé ÷àñòè âûïîëíÿåòñÿ ïî âíóòðåííèì âåðøèíàì äåðåâà ðå-

êóðñèè T ).

2Êàê îáû÷íî, ïîëàãàÿ 0 log 0 = 0.
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� Íåðàâåíñòâî äîêàæåì èíäóêöèåé ïî ãëóáèíå äåðåâà. Ïðè n < 8l2 èìååì

τ(n,R) = 0 6 16n, è äîêàçûâàòü íå÷åãî.

Äîêàæåì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Ïóñòü çàäà÷à ñ ïàðàìåòðàìè n, k,R ðàçáèâà-

åòñÿ íà ïîäçàäà÷è ñ ïàðàìåòðàìè n′, k′, R′ è n′′, k′′, R′′ ñîãëàñíî ðàññìàòðèâàåìîìó

àëãîðèòìó, ãäå

n′ = αn, n′′ = (1− α)n, k = k′ + k′′, R′ = R ∩ [1, n′], R′′ = (R \R′)− n′.

Ïîñêîëüêó çàâåäîìî k > 0, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïîëàãàòü k′ > 0.

1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé k′′ > 0. Îáîçíà÷èì ∆′ = n′ − rk′ è ∆′′ = rk′+1 − n′ −
1 � ýòî äëèíû ÷àñòåé, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ èíòåðâàë (rk′ , rk′+1). Èñïîëüçóÿ

ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, ïîëó÷àåì

τ(n,R) = nH(α) + τ(n′, R′) + τ(n′′, R′′)

6 nH(α) + n′ log2 n
′ + n′′ log2 n

′′ −
k+1∑
i=1

∆i log2 ∆i

+ ∆k′+1 log2 ∆k′+1 −∆′ log2 ∆′ −∆′′ log2 ∆′′ + rk − rk′+1 + rk′ − r1 + 16n

6 n log2 n−
k+1∑
i=1

∆i log2 ∆i + rk − r1 + 16n

â ñèëó

H(α) + α log2(αn) + (1− α) log2((1− α)n) = log2 n (2.5)

è íåðàâåíñòâà (ñëåäñòâèÿ âûïóêëîñòè âíèç ôóíêöèè x log2 x)

(x+ y) log2(x+ y)− x log2 x− y log2 y 6 x+ y, (2.6)

ïðèìåíÿåìîãî ñ ïîäñòàíîâêîé x = ∆′, y = ∆′′, x+ y = ∆k′+1.

2. Â ñëó÷àå k′′ = 0, ñîõðàíÿÿ îáîçíà÷åíèå ∆′ = n′ − rk, èìååì

τ(n,R) = nH(α) + τ(n′, R′)

6 nH(α) + n′ log2 n
′ + n′′ log2 n

′′ −
k+1∑
i=1

∆i log2 ∆i

+ ∆k+1 log2 ∆k+1 −∆′ log2 ∆′ − n′′ log2 n
′′ + rk − r1 + 16n′

6 n log2 n−
k+1∑
i=1

∆i log2 ∆i + rk − r1 + 16n′ + ∆k+1

îïÿòü ââèäó (2.5) è íåðàâåíñòâà (2.6) ïðè x = ∆′, y = n′′, x+ y = ∆k+1. Îñòàëîñü

çàìåòèòü, ÷òî ∆k+1 < n 6 16n′′ â ñèëó ëåììû 2.7.

Óòâåðæäåíèå 2.9. ∑
v∈T

(I ′v + I ′′v − Iv + qv − pv) 6 n log2(2l). (2.7)
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� Ñ ó÷åòîì qv 6 p′v + p′′v ñóììà â ëåâîé ÷àñòè (2.7) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó êàê

−Iu − pu +
∑

v∈T ; deg(v)=1

(Iv + pv).

Çäåñü ñóììèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî ëèñòüÿì äåðåâà T , à u � êîðíåâàÿ âåðøèíà.

Ïî óñëîâèþ, Iu = 0 è pu = n. Ñåìåéñòâà, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íûì ëèñòüÿì äåðå-

âà, ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïîýòîìó
∑
pv = n. Íàêîíåö, ïîñêîëüêó âñå öåïî÷êè

èìåþò äëèíó ìåíåå 2l, èìååì
∑
Iv 6 n log2(2l).

Ñîâìåñòíî óòâåðæäåíèÿ 2.8 è 2.9 äàþò îöåíêó ñëîæíîñòè ñëèÿíèé � øàãà (ii)

àëãîðèòìà. Ïåðåéäåì ê øàãàì (iii) è (iv).

Ïîcëå ýòàïà ñëèÿíèé â âåðøèíå v èìååòñÿ íå áîëåå l êîðîòêèõ è nv/l äëèí-

íûõ öåïî÷åê. Ïóñòü âûáîð ñðåäíåãî èç k ýëåìåíòîâ âûïîëíÿåòñÿ çà βk ñðàâíåíèé.

Âñòàâêà ýëåìåíòà (ìåäèàíû) â öåïî÷êó òðåáóåò íå áîëåå log2 l ñðàâíåíèé, ò.ê. äëè-

íà ïîëîâèíû ëþáîé öåïî÷êè ìåíüøå l. Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì nv > 8l2 ñëîæíîñòü øàãîâ

(iii), (iv) ïî âñåì âíóòðåííèì âåðøèíàì äåðåâà îöåíèâàåòñÿ êàê∑
v∈T ; deg v>1

(nv/l + l)(log2 l + β) � log l

l

∑
v∈T ; deg v>1

nv.

Ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî îöåíèòü ïðè ïîìîùè óòâåðæäåíèÿ 2.8, ò.ê. nv 6
3nvH(αv) ââèäó H(αv) > H(1/16) > 1/3 ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.7.

Ñóììèðóÿ ñëîæíîñòü âñåõ øàãîâ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Cr1,...,rk(n) 6

(
1 +O

(
log l

l

))
Br1,...,rk(n) +O(n log l).

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî n log l = O(n+ (B/l) log l). �

Óïðàæíåíèÿ

Óïð. 2.1. Ñêîíñòðóèðóéòå àëãîðèòì âûáîðà ýëåìåíòà ïîðÿäêà n/4 èç n-ýëåìåíòíîãî

ìíîæåñòâà, èìåþùèé ñëîæíîñòü àñèìïòîòè÷åñêè ìåíüøå 3n. [Ä. Äîð, Ó. Öâèê]

Óïð. 2.2. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè âåðíà ãèïîòåçà ßî î òîì, ÷òî ñëîæíîñòü âûáîðà ïîä-

ìíîæåñòâà ñ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì Xk,l (k ýëåìåíòîâ áîëüøå, à l ýëåìåíòîâ ìåíü-

øå íåêîòîðîãî ýëåìåíòà) â m-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå îäíà è òà æå ïðè ëþáîì

m > k + l + 1, òî Cn/2(n) 6 2.5n + o(n). [À. Ø�åíõàãå, Ì. Ïàòåðñîí, Í. Ïèïïåí-

äæåð]

Óïð. 2.3. Äîêàæèòå îñëàáëåííûé âàðèàíò òåîðåìû 2.6. Îöåíèòå ñëîæíîñòü àëãîðèòìà,

ïîñòðîåííîãî ðåêóðñèâíî ïóòåì âûáîðà ìåäèàíû è ðàçáèåíèÿ çàäà÷è ïîïîëàì.

[Ä. Äîáêèí, Äæ. Ìóíðî]
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Êîììåíòàðèè. Ìàòåðèàë ðàçäåëîâ 2.1�2.2 ïðåäñòàâëåí â [2], ÷àñòè÷íî â âèäå óïðàæ-

íåíèé (â òîì ÷èñëå, ïðèâåäåíî áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3 Êèñëèöûíà,

íåæåëè â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå [1]). Òåîðåìà 2.2 äîêàçàíà â [7]. Òåîðåìà 2.4 äîêàçàíà â [3].

Òåîðåìà 2.5 äîêàçàíà â [8] ñ ëó÷øåé îöåíêîé 3n + o(n). Ðåçóëüòàò òåîðåìû 2.6 ïîëó÷åí

â [6].

×òîáû óñèëèòü îöåíêó òåîðåìû 2.5 äî 3n+o(n), íà âòîðîì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ ÷.ó.ì. Xk
âìåñòî ñðàâíåíèÿ öåíòðà ñ îäèíî÷íûìè ýëåìåíòàìè ñëåäóåò âûïîëíÿòü ñðàâíåíèÿ ñ ýëå-

ìåíòàìè óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, à òàêæå ó÷èòûâàòü ñðàâíåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè ôðàã-

ìåíòîâ ÷.ó.ì., êîòîðûå âîçâðàùàþòñÿ íà ôàáðèêó. Ïðè ïîìîùè âåñüìà èçîùðåííîé ìî-

äèôèêàöèè ìåòîäà Ä. Äîð è Ó. Öâèê [5] óñèëèëè îöåíêó äàëåå äî 2.95n+ o(n). Îíè æå

â ðàáîòå [4] íåçíà÷èòåëüíî óòî÷íèëè íèæíþþ îöåíêó òåîðåìû 2.4 àñèìïòîòè÷åñêè äî

(2 + ε)n, ãäå ε ≈ 2−70.
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Ãëàâà 3

Ñõåìû êîìïàðàòîðîâ

3.1 Ââåäåíèå

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîïóëÿðíàÿ ìîäåëü ñõåì êîìïàðàòîðîâ1. Êîìïà-

ðàòîðîì íàçûâàåòñÿ ñõåìà ñ äâóìÿ âõîäàìè x, y è äâóìÿ âûõîäàìè, íà êîòîðûõ

âû÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèè min(x, y) è max(x, y). Ñõåìà êîìïàðàòîðîâ � ýòî ÷àñòíûé

ñëó÷àé ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Åå ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ êîìïà-

ðàòîðû, ïðè ýòîì âåòâëåíèå âõîäîâ ñõåìû è âûõîäîâ êîìïàðàòîðîâ çàïðåùàåò-

ñÿ (êàæäûé âõîä ñõåìû èëè âûõîä êîìïàðàòîðà èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ïî ðàçó).

Ââèäó ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ ÷èñëî âûõîäîâ ñõåìû ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì âõîäîâ. Â ðå-

çóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ íà âûõîäå ñõåìû ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðîå ïåðåóïîðÿäî÷åíèå

âõîäíîãî íàáîðà. Âàæíåéøåå ñâîéñòâî ñõåì êîìïàðàòîðîâ: âûáîð ýëåìåíòîâ äëÿ

î÷åðåäíîãî ñðàâíåíèÿ íå çàâèñèò îò ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ ñðàâíåíèé. Ñõåìà

êîìïàðàòîðîâ ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòíîìó ñëó÷àþ äåðåâà ñðàâíåíèé, íî â îòëè÷èå îò

äåðåâà ñðàâíåíèé îáùåãî âèäà åå óäîáíî ðåàëèçîâàòü â ýëåêòðîííîé ñõåìå. Íà

ðèñ. 3.1à ïîêàçàíî ñòàíäàðòíîå èçîáðàæåíèå ñõåìû ñîðòèðîâêè 4 ýëåìåíòîâ êàê

ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (æèðíûå ëèíèè îçíà÷àþò âûõîäû ìàêñèìó-

ìîâ êîìïàðàòîðîâ).

Íåðåäêî áîëåå óäîáíûì îêàçûâàåòñÿ àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ

ñõåìû êîìïàðàòîðîâ, ñì. ðèñ. 3.1á. Â íåì ñõåìà èçîáðàæàåòñÿ â âèäå ãîðèçîí-

òàëüíûõ ëèíèé, ñëåâà íà êîòîðûå ïîñòóïàþò âõîäû, à ñïðàâà âîçíèêàþò âûõîä-

íûå çíà÷åíèÿ. Êîìïàðàòîðû èçîáðàæàþòñÿ â âèäå ïåðåìû÷åê, ñîåäèíÿþùèõ ïàðó

ëèíèé. Ïî ïåðåìû÷êå íàâåðõ îòïðàâëÿåòñÿ ìåíüøèé èç ïîñòóïèâøèõ íà âõîä êîì-

ïàðàòîðà ýëåìåíòîâ, à âíèç � áîëüøèé.

Ñëîæíîñòü ñõåìû Σ � ÷èñëî êîìïàðàòîðîâ â íåé � áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

S∗(Σ). ×åðåç S∗(n) îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ñõåìû ñîðòèðîâêè n ýëå-

ìåíòîâ. Ïî îïðåäåëåíèþ, S∗(n) > S(n).

Äðóãîé âàæíûé ïîêàçàòåëü ýôôåêòèâíîñòè ñõåìû � åå ãëóáèíà. Ýòî ÷èñëî

1Â ðóññêîì ïåðåâîäå êíèãè Ä. Êíóòà òàêèå ñõåìû íàçûâàþòñÿ ñåòÿìè ñîðòèðîâêè.

27



28 Ãëàâà 3. Ñõåìû êîìïàðàòîðîâ

x4

x3

x2

x1

m
m
m
m m

?

?

?

?

?

��1

��1

PPq

PPq -

�
�
��

�
�3

��1

��1

maxxi

minxi

-

@
@
@R

Q
Qs

PPq

PPq

-

-

-

-

rr
rr r

r

r
r rr

x4

x3

x2

x1

maxxi

minxi

à) á)

Ðèñ. 3.1: Ñõåìà êîìïàðàòîðîâ äëÿ ñîðòèðîâêè 4 ýëåìåíòîâ: ñòàíäàðòíîå (à) è

ñïåöèàëüíîå (á) ïðåäñòàâëåíèå

ñëîåâ èç ïàðàëëåëüíî ðàñïîëîæåííûõ (ò.å. íåçàâèñèìûõ) êîìïàðàòîðîâ. Àëüòåð-

íàòèâíûì îáðàçîì, êàê â ñëó÷àå îáû÷íûõ ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ,

ãëóáèíó ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êîìïàðàòîðîâ â öåïî÷êå, âå-

äóùåé îò âõîäà ê âûõîäó ñõåìû. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ãëóáèíû ñõåìû áóäåì èñïîëü-

çîâàòü ñèìâîë D. Ñõåìà íà ðèñ. 3.1 èìååò ñëîæíîñòü 5 è ãëóáèíó 3.

Äëÿ àíàëèçà ñõåì ñîðòèðîâêè (â îáùåì ñëó÷àå, ÷.ó.ì.) ïîëåçåí èçâåñòíûé ïðèí-

öèï íóëåé è åäèíèö.

Ëåììà 3.1 (Ä. Êíóò). Åñëè ñõåìà êîìïàðàòîðîâ óïîðÿäî÷èâàåò ÷.ó.ì. íà ëþáîì

âõîäíîì íàáîðå èç íóëåé è åäèíèö, òî îíà ýòî ïðàâèëüíî äåëàåò íà ïðîèçâîëüíîì

âõîäíîì íàáîðå.

� Ïîñêîëüêó êîìïàðàòîð ïåðåâîäèò âåêòîð âõîäîâ (x, y) â

âåêòîð (min{x, y}, max{x, y}), òî äëÿ ëþáîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè f îí ïåðåâî-

äèò âåêòîð (f(x), f(y)) â (f(min{x, y}), f(max{x, y})). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñõåìà
êîìïàðàòîðîâ ïåðåâîäèò âåêòîð âõîäîâ (x1, . . . , xn) â âåêòîð (y1, . . . , yn), òî âåêòîð

(f(x1), . . . , f(xn)) îíà ïåðåâîäèò â (f(y1), . . . , f(yn)).

Ïóñòü ñõåìà êîìïàðàòîðîâ ïåðåâîäèò íåêîòîðûé âõîäíîé íàáîð (x1, . . . , xn) â

âûõîäíîé íàáîð (y1, . . . , yn), â êîòîðîì ïîðÿäîê íàðóøåí ââèäó, ñêàæåì, yi > yi+1.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : R → {0, 1} êàê f(x) = (x > yi). Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî

ñõåìà íå óïîðÿäî÷èâàåò ÷.ó.ì. ïðè âõîäíîì áóëåâîì âåêòîðå (f(x1), . . . , f(xn)).

3.2 Ñõåìû ñëèÿíèÿ

Îãðàíè÷åíèÿ ìîäåëè ñõåì êîìïàðàòîðîâ ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè ïîïûòêàõ ïîñòðîèòü

ýôôåêòèâíûå ñõåìû ñîðòèðîâêè. Ïðîñòûå ïîäõîäû, íà êîòîðûõ îñíîâàíû áûñò-

ðûå àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè, íå ïðèâîäÿò ê îïòèìàëüíûì ðåøåíèÿì äëÿ ñõåì êîì-

ïàðàòîðîâ. Ýòî ìîæíî íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå çàäà÷è ñëèÿíèÿ

óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ. Íàïîìíèì, ÷òî â ìîäåëè áåç îãðàíè÷åíèé ñëèÿíèå èìååò

ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü (ñì. ëåììó 1.3).
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Òåîðåìà 3.1 (Ï. Ìèëòåðñåí, Ì. Ïàòåðñîí, Þ. Òàðóè). S∗(Ln,n) > n log2 n−O(n).

I Ïóñòü âõîäàìè ñõåìû ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû x1 6 . . . 6 xn è y1 6
. . . 6 yn, à âûõîäàìè � z1 6 . . . 6 z2n.

Íà ìíîæåñòâå Πn,n ñîãëàñîâàííûõ ñ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì ïåðåñòàíîâîê π :

{x1, . . . , xn, y1, . . . , yn} → {z1, . . . , z2n} ðàññìîòðèì íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå. Òîãäà σk = π−1(zk) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â

ìíîæåñòâå âõîäíûõ ïåðåìåííûõ.

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì èçâåñòíûé ôàêò èç òåîðèè èíôîðìàöèè. Ïóñòü σ �

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå A = {ai},
ïðè÷åì P[σ = ai] = pi. Ýíòðîïèÿ (èíôîðìàöèîííàÿ ýíòðîïèÿ, ýíòðîïèÿ ïî Øåí-

íîíó) âåëè÷èíû σ îïðåäåëÿåòñÿ êàê H(σ) = −
∑
pi log2 pi. Ïðåôèêñíûé êîä � ýòî

òàêîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî ñëîâ íåêîòîðîãî àëôàâèòà, ÷òî íè

îäíî êîäîâîå ñëîâî íå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì äðóãîãî.

Ëåììà 3.2 (Ê. Øåííîí). Ïðè ëþáîì ïðåôèêñíîì êîäèðîâàíèè ýëåìåíòîâ ìíîæå-

ñòâà A äâîè÷íûìè ñëîâàìè, ai → c(ai), ñïðàâåäëèâî E[|c(σ)|] > H(σ), ãäå |b| �
äëèíà ñëîâà b.

� Ðàññìîòðèì îïòèìàëüíîå êîäèðîâàíèå c, äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì ñðåäíåé äëè-

íû ñèìâîëà E[|c(σ)|]. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî âåëè÷èíå ìíîæåñòâà A.

Â ñëó÷àå |A| = 2 âñåãäà îïòèìàëåí îäíîáèòíûé êîä, äëÿ êîòîðîãî î÷åâèäíî

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî p1 + p2 = 1 > H(σ) = H(p1): çäåñü ýíòðîïèÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé äâîè÷íîé ýíòðîïèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïðè îïòèìàëüíîì êîäèðîâàíèè íàéäóòñÿ äâà ñèìâîëà,

êîäû êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ òîëüêî â ïîñëåäíåé ïîçèöèè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç

ñàìîãî äëèííîãî êîäîâîãî ñëîâà ïîñëåäíþþ öèôðó ìîæíî áûëî áû óäàëèòü.

Ïðè |A| = n > 2 áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîäû ñèìâîëîâ an−1 è an îòëè÷àþòñÿ

ðîâíî â ïîñëåäíåé ïîçèöèè. Îòîæäåñòâëÿÿ ýòè ñèìâîëû (an := an−1), ïåðåéäåì

ê àëôàâèòó A′ ìîùíîñòè n − 1, ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå σ′, îòëè÷àþùåéñÿ îò σ òåì,

÷òî ïðèíèìàåò çíà÷åíèå an−1 ñ âåðîÿòíîñòüþ pn−1 + pn, è êîäó c′, â êîòîðîì äëÿ

êîäèðîâàíèÿ ñèìâîëà an−1 áóäåì èñïîëüçîâàòü îáùóþ ÷àñòü êîäà äâóõ îòîæäåñòâ-

ëÿåìûõ ñèìâîëîâ. Òîãäà â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ

E[|c(σ)|] = pn−1 + pn + E[|c′(σ′)|] > pn−1 + pn +H(σ′) =

H(σ) + pn−1 + pn + (pn−1 + pn) log2(pn−1 + pn)− pn−1 log2(pn−1)− pn log2(pn).

Âñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà (2.6), âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè íå ìåíüøå H(σ).

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � îöåíèòü ÷èñëî ñåãìåíòîâ R, íà êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ

ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè êîìïàðàòîðàìè â ìèíèìàëüíîé ñõåìå ñëèÿíèÿ S. Êàæäûé

ñåãìåíò ïðîâîäèò íåêîòîðóþ âõîäíóþ (èëè âûõîäíóþ, ñìîòðÿ ñ êàêîé ñòîðîíû
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ñìîòðåòü) ïåðåìåííóþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P π
i ïóòü (ìíîæåñòâî ñåãìåíòîâ), êîòîðûé

ïðîõîäèò âõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ äî âûõîäà zi ïðè ïåðåñòàíîâêå π. Êàæäûé òàêîé

ïóòü ìîæíî çàäàòü äâîè÷íûì êîäîì: ïðîñìàòðèâàÿ ïóòü ñïðàâà íàëåâî, âñÿêèé

ðàç ïðè äîñòèæåíèè êîìïàðàòîðà íóëåì îïðåäåëÿòü ïðîäîëæåíèå ÷åðåç âåðõíèé

âõîä êîìïàðàòîðà, à åäèíèöåé � ÷åðåç íèæíèé.

Òîãäà êàæäîìó âîçìîæíîìó çíà÷åíèþ x ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû σk ìîæíî ïîñòà-

âèòü â ñîîòâåòñòâèå êîä Ck(x) êðàò÷àéøåãî ïóòè, ïðîõîäÿùåãî ïåðåìåííîé x äî

âûõîäà zk ïðè íåêîòîðîé ïîäõîäÿùåé ïåðåñòàíîâêå èç Πn,n. Ïðè ëþáîì k ìíîæå-

ñòâî ñëîâ Ck(x) áóäåò ïðåôèêñíûì êîäîì, òàê êàê ïóòè èìåþò ðàçíûå íà÷àëüíûå

(êîíå÷íûå ñ òî÷êè çðåíèÿ êîäà) òî÷êè. Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ëåììó 3.2, äëÿ ñëó÷àé-

íîé ïåðåñòàíîâêè π ïîëó÷àåì

R =
2n∑
k=1

E[|P π
k |] > 2n+

2n∑
k=1

E[|Ck(σk)|] > 2n+
2n∑
k=1

H(σk). (3.1)

Îñòàëîñü ïîñòðîèòü âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå Πn,n, îáåñïå-

÷èâàþùåå âûñîêóþ íèæíþþ îöåíêó.

Óäîáíî çàìåòèòü, ÷òî âîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè â çàäà÷å ñëèÿíèÿ âçàèìíî îä-

íîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ìîíîòîííûì ïóòÿì â öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå íà âåðøè-

íàõ ñ êîîðäèíàòàìè îò 0 äî n, ñì. ðèñ. 3.2. Ïóòè íà÷èíàþòñÿ â ëåâîì íèæíåì

óãëó è çàêàí÷èâàþòñÿ â âåðõíåì ïðàâîì. Åñëè î÷åðåäíîé ýëåìåíò ïî ïîðÿäêó îò-

íîñèòñÿ ê ãðóïïå {xi}, òî ñîâåðøàåì ïåðåìåùåíèå âïðàâî, åñëè ê ãðóïïå {yj}, òî
ââåðõ2. Íàîáîðîò, ïî ïóòè ëåãêî âîññòàíîâèòü ïåðåñòàíîâêó.

r r r r rr r r r rr r r r rr r r r rr r r r r

-

-

6

6
- -

6

6

(0, 0)

(n, n)

r(i, j)

αi,j αi+1,j

βi,j

βi,j+1

γi,j

- -

6

6

�
��

Ðèñ. 3.2: Ïåðåñòàíîâêè è ìîíîòîííûå ïóòè íà ðåøåòêå

Äàëåå, ÷åðåç αi,j è βi,j îáîçíà÷èì âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïóòü ïðîõîäèò ÷åðåç

ðåáðî ((i− 1, j), (i, j)) è ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç ((i, j − 1), (i, j)), ñì. ðèñ. 3.2. Ïî-

ëîæèì γi,j = αi,j + βi,j � âåðîÿòíîñòü ïîñåùåíèÿ ïóòåì âåðøèíû (i, j).

Ïî ïîñòðîåíèþ, αi,j = P[zi+j = xi] è βi,j = P[zi+j = yj]. Âî âñåõ âåðøèíàõ

(i, j), êðîìå íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé, âûïîëíåíî

αi,j + βi,j = αi+1,j + βi,j+1 = γi,j. (3.2)

2Èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 3.2 ïóòü ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêå (x1, y1, y2, x2, x3, y3, x4, y4).
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Äëÿ êðàéíèõ âåðøèí âûïîëíÿåòñÿ

1 = γ0,0 = α1,0 + β0,1 = αn,n + βn,n = γn,n. (3.3)

Óñëîâèÿ (3.2), (3.3) çàäàþò åäèíè÷íûé ïîòîê (÷åðåç ðåøåòêó). Òàêèì îáðàçîì, âå-

ðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà Πn,n îïðåäåëÿåò ïîòîê. Ïîêàæåì, ÷òî ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó ïîòîêàìè è ðàñïðåäåëåíèÿìè âçàèìíî-îäíîçíà÷íî.

Óòâåðæäåíèå 3.3. Ëþáîé åäèíè÷íûé ïîòîê, ò.å. ñèñòåìà íåîòðèöàòåëüíûõ

âåëè÷èí αi,j, βi,j, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (3.2), (3.3), ñîîòâåòñòâóåò íåêî-

òîðîìó âåðîÿòíîñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ íà ìíîæåñòâå Πn,n.

� Ñëó÷àéíûé ïóòü ñòðîèòñÿ ïî ïðàâèëó: èç âåðøèíû (i, j) âûïîëíÿåòñÿ ïåðå-

ìåùåíèå íàïðàâî ñ âåðîÿòíîñòüþ αi+1,j/γi,j, è ââåðõ � ñ âåðîÿòíîñòüþ βi,j+1/γi,j.

Òåïåðü èíäóêöèåé ïî i+j ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîñåùåíèÿ âåðøèíû

(i, j) ðàâíà γi,j, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðåäëîæåííîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå

îïðåäåëÿåò çàäàííûé ïîòîê.

Îïðåäåëèì ïîòîê ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè: äëÿ 0 < i+ j 6 n ïîëîæèì

αi,j = βj,i = αn+1−i, n−j = βn−j, n+1−i =
i

(i+ j)(i+ j + 1)

(êîýôôèöèåíòû ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëåé x = y è x+y = n). Ëåãêî

ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèÿ (3.2), (3.3) ïðè ýòîì âûïîëíåíû3.

Çàìå÷àÿ, ÷òî H(σk) = −
∑k

i=1 αi,k−i log2 αi,k−i −
∑k

i=1 βk−i,i log2 βk−i,i, ñ ó÷åòîì

3Ïðè ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ïî÷òè íàâåðíîå ñëó÷àéíûé ïóòü ïðîéäåò áëèçêî âäîëü

äèàãîíàëè x = y. Ïðåäëîæåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïîâûøàåò âåðîÿòíîñòü óäàëåíèÿ ïóòè îò äèà-

ãîíàëè è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëÿåò ïóòè âäîëü äèàãîíàëåé x + y = k. Âåðîÿòíîñòü ïîñåùåíèÿ

ëþáîé òî÷êè ðåøåòêè íà äèàãîíàëè x+ y = k îäèíàêîâà è ðàâíà 1/(min{k, 2n− k}+ 1).
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ñèììåòðèè êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àåì

2n∑
k=1

H(σk) = −4
n∑
k=1

k∑
i=1

αi,k−i log2 αi,k−i = −4
n∑
k=1

1

k(k + 1)

k∑
i=1

i log2

i

k(k + 1)

= 4
n∑
k=1

log2(k(k + 1))

k(k + 1)

k∑
i=1

i− 4
n∑
i=1

i log2 i ·
n∑
k=i

1

k(k + 1)

= 2
n∑
k=1

log2(k(k + 1))− 4
n∑
i=1

(
1− i

n+ 1

)
log2 i

= 4 log2(n!) + 2 log2(n+ 1)− 4 log2(n!) +
4

n+ 1

n∑
i=1

i log2 i

> 2 log2(n+ 1) +
4

n+ 1

∫ n

1

x log2 x dx

= 2 log2(n+ 1) +
1

n+ 1
· x2(2 log2 x− log2 e)

∣∣n
x=1

= 2 log2(n+ 1) + 2
n2

n+ 1
log2 n− (n− 1) log2 e > 2n log2 n− n log2 e.

Ïîñêîëüêó êàæäûé êîìïàðàòîð äîáàâëÿåò â ñõåìó äâà ñåãìåíòà, èç (3.1) îêîí÷à-

òåëüíî âûâîäèì

S∗(Ln,n) = (R− 2n)/2 > n log2 n− 0.5n log2 e.

�

Àñèìïòîòè÷åñêóþ òî÷íîñòü ïîëó÷åííîé îöåíêè äåìîíñòðèðóåò ïðîñòîé ìåòîä

Áýò÷åðà.

Òåîðåìà 3.2 (Ê. Áýò÷åð). S∗(Ln,n) 6 ndlog2 ne+ n.

I Ïîñòðîèì ðåêóðñèâíî ñõåìû ñëèÿíèÿMn óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ äëèíû n. Íà

âõîäû ñõåìû Mn ïîäàþòñÿ íàáîðû x1 6 x2 6 . . . 6 xn è y1 6 y2 6 . . . 6 yn. Ñõå-

ìà óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîäñõåìû Mdn/2e è Mbn/2c ñîðòèðóþò ãðóïïû

ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî ñ íå÷åòíûìè è ÷åòíûìè èíäåêñàìè, ò.å. x1, y1, x3, y3, . . .

è x2, y2, x4, y4, . . . Ðåçóëüòàò èõ ðàáîòû: óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû u1 6 u2 6 . . . 6
u2dn/2e è ñîîòâåòñòâåííî v1 6 v2 6 . . . 6 v2bn/2c. Çàìåòèì, ÷òî ui 6 vi, ïîñêîëü-

êó êàæäîìó ýëåìåíòó ñ ÷åòíûì èíäåêñîì ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïðåäøåñòâóþùèé

ýëåìåíò ñ íå÷åòíûì èíäåêñîì. Òàêèì îáðàçîì,

u1 6 v1, u2 6 v2, u3 6 . . .

Ïîýòîìó äëÿ çàâåðøåíèÿ ñîðòèðîâêè äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ñðàâíåíèÿ â ïàðàõ

vi, ui+1. Ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

S∗(Ln,n) 6 S∗(Ldn/2e,dn/2e) + S∗(Lbn/2c,bn/2c) + n− 1,
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êîòîðîå ñ ó÷åòîì S∗(L1,1) = 1 ðàçðåøàåòñÿ òàê, êàê çàÿâëåíî â óòâåðæäåíèè òåî-

ðåìû. �

Ïîïûòêà ñ ïîìîùüþ ñõåì ñëèÿíèÿ ïîñòðîèòü ñõåìó ñîðòèðîâêè, êàê â òåîðå-

ìå 1.2, ïðèâîäèò ëèøü ê ñõåìàì ñëîæíîñòè O(n log2 n), õîòÿ îíè âïîëíå ïðàêòè÷-

íû. Ïîñòðîåíèå ñõåì ñëîæíîñòè O(n log n) ïîòðåáîâàëî ïðèâëå÷åíèÿ íåòðèâèàëü-

íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà (ñì. äàëåå â ðàçäåëå 3.5).

3.3 Íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè è ãëóáèíû ñîðòè-

ðîâêè

Òåîðåòèêî-èíôîðìàöèîííàÿ íèæíÿÿ îöåíêà S(n) > log2 n! ∼ n log2 n, êîíå÷íî,

ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñõåì êîìïàðàòîðîâ. Íî ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé âû÷èñëèòåëüíîé

ìîäåëè ñõåì, îíà ìîæåò áûòü óñèëåíà.

Ïîäõîäÿùåé ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ

f(x) : [0, 1]→ R, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
(1) f(0) = f(1) = 0;

(2) Ïðè ëþáûõ p, q, r, òàêèõ ÷òî 0 6 pq 6 r 6 p 6 q 6 1, ñïðàâåäëèâî

f(p) + f(q)− f(r)− f(p+ q − r) 6 p+ q − 2r. (3.4)

Òåîðåìà 3.3 (Í. Êàõàëå, Ò. Ëåéòîí, Þ. Ìà, Ã. Ïëàêñòîí, Ò. Ñüþýë, Ý. Ñåìåðåäè). Åñëè

f(x) � ïîäõîäÿùàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî S∗(n) > (f(1/2)− o(1))n log2 n.

I Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñõåìó Σ èç ìíîæåñòâà Σn n-âõîäîâûõ ñîðòèðóþùèõ

ñõåì è íåêîòîðûé âõîäíîé íàáîð α ∈ {0, 1}n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a(Σ, α), b(Σ, α) è

c(Σ, α) ÷èñëî êîìïàðàòîðîâ â ñõåìå, çíà÷åíèÿ âõîäîâ êîòîðûõ: îáà ðàâíû 1, îáà

ðàâíû 0 è ðàçëè÷íû ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèå êîìïàðàòîðû áóäåì äàëåå íàçûâàòü

11-êîìïàðàòîðàìè, 00-êîìïàðàòîðàìè è 01-êîìïàðàòîðàìè. Äàëåå |α| îáîçíà÷àåò
âåñ áóëåâà âåêòîðà α.

Ëåììà 3.4. Ïóñòü α ∈ {0, 1}n . Òîãäà åñëè Σ ∈ Σn, òî a(Σ, α) > S∗(|α|) è

b(Σ, α) > S∗(n− |α|).

� Äîêàæåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî (âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Äëÿ ýòîãî

ïîêàæåì, ÷òî èç ìíîæåñòâà 11-êîìïàðàòîðîâ ñõåìû Σ ìîæíî ñîñòàâèòü ñõåìó

ñîðòèðîâêè k ýëåìåíòîâ.

Óäàëèì èç ñõåìû âõîäû, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëÿì íàáîðà α. Äàëåå ïîñëåäî-

âàòåëüíî, ïåðåäâèãàÿñü îò âõîäîâ ê âûõîäàì, óäàëèì 00-êîìïàðàòîðû âìåñòå ñ

ðåáðàìè, âûõîäÿùèìè èç íèõ, à òàêæå 01-êîìïàðàòîðû, ñîåäèíÿÿ ¾åäèíè÷íûé¿
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âõîä êîìïàðàòîðà ñ âûõîäîì, íà êîòîðîì âû÷èñëÿåòñÿ ìàêñèìóì è óäàëÿÿ ðåá-

ðî, âåäóùåå èç âûõîäà, âû÷èñëÿþùåãî ìèíèìóì. Â èòîãå áóäåò ïîñòðîåíà ñõåìà

êîìïàðàòîðîâ4 Σ1 ñ k âõîäàìè è ñëîæíîñòè â òî÷íîñòè a(Σ, α).

Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ åñòåñòâåííîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó:

� âõîäàìè ñõåìû Σ1 è ïîäìíîæåñòâîì âõîäîâ (îòâå÷àþùèõ åäèíèöàì íàáîðà α)

ñõåìû Σ;

� êîìïàðàòîðàìè ñõåìû Σ1 è 11-êîìïàðàòîðàìè ñõåìû Σ;

� âûõîäàìè ñõåìû Σ1 è ïîäìíîæåñòâîì âûõîäîâ Ok, âû÷èñëÿþùèõ ìàêñèìàëü-

íûå k çíà÷åíèé, â ñõåìå Σ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íàáîð β, â êîòîðîì ìàêñèìàëüíûå k ýëåìåí-

òîâ íàõîäÿòñÿ íà ïîçèöèÿõ åäèíèö íàáîðà α. Ïîäàâàÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå âõîäû

ñõåì Σ è Σ1 ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû íàáîðà β, ïîëó÷èì, ÷òî âõîäû è âûõîäû

ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïàðàòîðîâ â îáåèõ ñõåìàõ ïðèíèìàþò îäíè è òå æå çíà÷å-

íèÿ, à ïîýòîìó îäíè è òå æå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþò ñîîòâåòñòâóþùèå âûõîäû îáåèõ

ñõåì. Ïîñêîëüêó âûõîäû Ok ñõåìû Σ ñîäåðæàò óïîðÿäî÷åíèå ìàêñèìàëüíûõ k ýëå-

ìåíòîâ íàáîðà β, òî æå âåðíî è â îòíîøåíèè âûõîäîâ ñõåìû Σ1. Ïîýòîìó â ñèëó

ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà β çàêëþ÷àåì, ÷òî Σ1 ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé ñîðòèðîâêè.

Îáîçíà÷èì

C(n) = min
Σ∈Σn

max
α∈{0, 1}n

c(Σ, α).

Ëåììà 3.5.

S∗(n) > min
0<i<n

(S∗(i) + S∗(n− i)) + C(n).

� Âûáåðåì â êà÷åñòâå Σ ñõåìó, äîñòàâëÿþùóþ ìèíèìóì S∗(n). Ïî îïðåäåëåíèþ

C(n) ñóùåñòâóåò âåêòîð α ∈ {0, 1}n, òàêîé, ÷òî c(Σ, α) > C(n). Ïóñòü k = |α|.
Òîãäà ïî ëåììå 3.4

S∗(n) = a(Σ, α) + b(Σ, α) + c(Σ, α)

> S∗(k) + S∗(n− k) + C(n) > min
0<i<n

(S∗(i) + S∗(n− i)) + C(n).

Óòâåðæäåíèå 3.6. Åñëè C(n) > (γ − o(1))n, òî S∗(n) > (γ − o(1))n log2 n.

� Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì ε > 0 âûïîëíåíî S∗(n) > (γ − ε)n log2 n ïðè âñåõ

n > n0(ε).

Ïóñòü ïðè n > n1 ñïðàâåäëèâî C(n) > (γ − ε/2)n, à êîíñòàíòà cε ïîäîáðàíà

òàê, ÷òî äëÿ n 6 n1 âûïîëíåíî

S∗(n) > (γ − ε/2)n log2 n− cεn. (3.5)

4Åñëè èçîáðàæàòü ñõåìû â âèäå ðèñ. 3.1, òî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñîêðàùåííàÿ ñõåìà áóäåò

ðàçìåùàòüñÿ íà k ëèíèÿõ, êîòîðûå ìîãóò ìåíÿòü óðîâåíü â ïîçèöèÿõ 01-êîìïàðàòîðîâ èñõîäíîé

ñõåìû.
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Äîêàæåì (3.5) ïî èíäóêöèè äëÿ ëþáîãî n > n1.

Ïóñòü k äîñòàâëÿåò ìèíèìóì âåëè÷èíû S∗(k)+S∗(n−k). Îáîçíà÷àÿ γ′ = γ−ε/2,
ñîãëàñíî ëåììå 3.5 è èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïîëó÷àåì

S∗(n) > S∗(k) + S∗(n− k) + γ′n

> γ′k log2 k + γ′(n− k) log2(n− k) + γ′n− cεk − cε(n− k) > γ′n log2 n− cεn,

ãäå â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì (2.6).

Òåïåðü ìîæíî âûáðàòü n0, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ (ε/2)n0 log2 n0 > cεn0.

Â ñèëó äîêàçàííîãî íàì îñòàåòñÿ ïîëó÷èòü õîðîøóþ íèæíþþ îöåíêó äëÿ C(n).

Âìåñòî C(n) óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü óñðåäíåííóþ âåëè÷èíó

C̄(n) = min
Σ∈Σn

 1

2n

∑
α∈{0, 1}n

c(Σ, α)

 .

Î÷åâèäíî, C(n) > C̄(n).

Ïóñòü h(x1, . . . , xn) � áóëåâà ôóíêöèÿ. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç |h| ÷èñëî íàáî-
ðîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ðàâíà 1. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì èçâåñòíûì ðåçóëü-

òàòîì èç îáëàñòè êîìáèíàòîðèêè áóëåâà êóáà:

Ëåììà 3.7. Ïóñòü u, v � ìîíîòîííûå áóëåâû ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ. Òîãäà

2n|uv| > |u||v|.

Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç áîëåå îáùåãî ôàêòà. Äëÿ ôóíêöèè ϕ(x) :

{0, 1}n → R>0 ââåäåì îáîçíà÷åíèå |ϕ| =
∑

x∈{0, 1}n ϕ(x). Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3.4 (Ð. Àëüñâåäå, Ä. Äàéêèí). Ïóñòü α, β, γ � òàêèå íåîòðèöàòåëüíûå

ôóíêöèè, ÷òî ïðè ëþáûõ x, y ∈ {0, 1}n âûïîëíÿåòñÿ

α(x)β(y) 6 γ(x ∨ y),

ãäå ∨ îáîçíà÷àåò ïîðàçðÿäíóþ äèçúþíêöèþ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ. Òîãäà |α||β| 6
2n|γ|.

Çàìåòèì, ÷òî ëåììà 3.7 ñëåäóåò èç ýòîé òåîðåìû ïðè ïîäñòàíîâêå α = u, β = v,

γ = uv, ò.ê. â ñèëó ìîíîòîííîñòè u(x ∨ y)v(x ∨ y) > u(x)v(y), à äâà îïðåäåëåíèÿ

äëÿ |ϕ| ñîâïàäàþò â ñëó÷àå ìîíîòîííîé áóëåâîé ôóíêöèè.

I Òåîðåìó äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n. Ïóñòü n = 1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ ∈
{α, β, γ} îáîçíà÷èì ϕx = ϕ(x), x ∈ {0, 1}. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, èìååì

α0β0 6 γ0, α0β1, α1β0, α1β1 6 γ1.

Äîêàçûâàåìîå ñîîòíîøåíèå â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

(α0 + α1)(β0 + β1) 6 2(γ0 + γ1).
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Åñëè γ1 = 0, òî îíî î÷åâèäíî. Èíà÷å, èç

(γ1 − α0β1)(γ1 − α1β0) > 0

ñëåäóåò

(α0 + α1)(β0 + β1)γ1 6 (γ1 + α0β0)(γ1 + α1β1).

Äåëÿ îáå ÷àñòè íà γ1 > 0, ïîëó÷àåì

(α0 + α1)(β0 + β1) 6 (γ1 + α0β0)

(
1 +

α1β1

γ1

)
6 (γ0 + γ1)(1 + 1),

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ðàññìîòðèì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä îò n − 1 ê n. Âåêòîð x ∈ {0, 1}n áóäåì

çàïèñûâàòü â âèäå x̄, x∗, ãäå x̄ ∈ {0, 1}n−1, à x∗ ∈ {0, 1}, ò.å. âûäåëÿÿ îäèí èç

ðàçðÿäîâ x∗ âåêòîðà x. Ïî ôóíêöèè ϕ ∈ {α, β, γ} îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϕ′(y) =

ϕ(y, 0) + ϕ(y, 1) ïðè ëþáîì y ∈ {0, 1}n−1.

1. Ïîêàæåì, ÷òî α′(y)β′(z) 6 2γ′(y ∨ z) ïðè ëþáûõ y, z ∈ {0, 1}n−1. Äëÿ ýòîãî,

çàôèêñèðîâàâ y è z, ðàññìîòðèì ôóíêöèè ᾱ(x) = α(y, x), β̄(x) = β(z, x), γ̄(x) =

γ(y ∨ z, x), ãäå x ∈ {0, 1}. Äëÿ ôóíêöèé ᾱ, β̄, γ̄ âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû â

ñëó÷àå n = 1, äëÿ êîòîðîãî îíà óæå äîêàçàíà, ïîýòîìó

α′(y)β′(z) = (ᾱ(0) + ᾱ(1))(β̄(0) + β̄(1)) 6 2(γ̄(0) + γ̄(1)) = 2γ′(y ∨ z).

2. Òåïåðü ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ê íàáîðó ôóíêöèé

α′, β′, 2γ′ è ïîëó÷èòü |α′||β′| 6 2n−1|2γ′|, à â ñèëó |ϕ′| = |ϕ| � â êà÷åñòâå ñëåä-

ñòâèÿ òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå |α||β| 6 2n|γ|. �

Íàïîìíèì, ÷òî âûõîä ëþáîé ñõåìû êîìïàðàòîðîâ ðåàëèçóåò ìîíîòîííóþ

ôóíêöèþ îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé âõîäîâ, â ÷àñòíîñòè, ìîíîòîííóþ áóëåâó ôóíê-

öèþ, åñëè çíà÷åíèÿ âõîäîâ âûáèðàþòñÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1}. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ íà âûõîäå, ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ìîíîòîííûõ ôóíê-

öèé min è max, ðåàëèçóåìûõ îòäåëüíûìè êîìïàðàòîðàìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç xi è ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç yi âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî i-é âõîä

(ñîîòâåòñòâåííî âûõîä) ñõåìû êîìïàðàòîðîâ Σ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 â ïðåäïîëî-

æåíèè, ÷òî íà âõîäû ñõåìû ïîäàþòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå

{0, 1} ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ X ñîâïàäàåò ñ

îòíîøåíèåì ÷èñëà íàáîðîâ, äëÿ êîòîðûõ X âûïîëíÿåòñÿ, ê ÷èñëó âñåõ íàáîðîâ,

2n äëÿ n âõîäîâ. Ïîëîæèì fI(Σ) =
∑n

i=1 f(xi) è fO(Σ) =
∑n

i=1 f(yi), ãäå f �

ïîäõîäÿùàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ëåììà 3.8. Ïóñòü Σ′ � ñõåìà êîìïàðàòîðîâ, ïîëó÷àþùàÿñÿ ïðèñîåäèíåíèåì

êîìïàðàòîðà e ê âûõîäàì ñõåìû Σ. Òîãäà, åñëè f � ïîäõîäÿùàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ

ôóíêöèÿ, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî e ÿâëÿåòñÿ 01-êîìïàðàòîðîì, íå ìåíüøå,

÷åì fO(Σ)− fO(Σ′).
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� Ïóñòü p è q � âåðîÿòíîñòè ðàâåíñòâà åäèíèöå ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðî-

ãî âõîäîâ êîìïàðàòîðà e, à r � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáà âõîäà ðàâíû åäèíèöå.

Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìåíüøèé âûõîä e ðàâåí åäèíèöå, ðàâíà r, à òîãî, ÷òî

áîëüøèé âûõîä ðàâåí åäèíèöå, ðàâíà p+q−r. Ïîñêîëüêó âûõîäû ðåàëèçóþò ìîíî-

òîííûå ôóíêöèè, òî r > pq ñîãëàñíî ëåììå 3.7. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, r 6 min{p, q}.
Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

fO(Σ)− fO(Σ′) = f(p) + f(q)− f(r)− f(p+ q − r) 6 p+ q − 2r,

ãäå p+q−2r � ýòî â òî÷íîñòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî e ÿâëÿåòñÿ 01-êîìïàðàòîðîì.

Ñëåäñòâèå 3.9. Â ïðîèçâîëüíîé ñõåìå Σ ñðåäíåå ÷èñëî 01-êîìïàðàòîðîâ íå ìåíü-

øå, ÷åì fI(Σ)− fO(Σ) = nf(1/2)− fO(Σ).

Ëåììà 3.10. Åñëè f � ïîäõîäÿùàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî C̄(n) >
(f(1/2)− o(1))n.

Äëÿ öåëåé ïîëó÷åíèÿ åùå è õîðîøåé îöåíêè ãëóáèíû äîêàæåì ýòó ëåììó â

áîëåå ñèëüíîé ôîðìóëèðîâêå, ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å ïðèáëèæåííîé ñîðòèðîâ-

êè. Ïóñòü Σn,r ñîñòîèò èç ñõåì, ïîëó÷àåìûõ èç ñõåì ñîðòèðîâêè óäàëåíèåì ïî-

ñëåäíèõ r ñëîåâ êîìïàðàòîðîâ, à C̄r(n) îçíà÷àåò ìèíèìàëüíîå ñðåäíåå ÷èñëî 01-

êîìïàðàòîðîâ â òàêèõ ñõåìàõ. Ñïåðâà äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.

Ëåììà 3.11. Åñëè íà âûõîäå ñõåìû êîìïàðàòîðîâ ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ ýëåìåíòû

ðàíãîâ r è s, òî (ïðè ïîäõîäÿùèõ âõîäíûõ íàáîðàõ) ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ ýëåìåíòû

ëþáîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ðàíãà.

� Ñ÷èòàÿ, ÷òî íà âõîä ñõåìû ïîäàåòñÿ íàáîð ÷èñåë îò 1 äî n, ñ êàæäûì âõîäíûì

íàáîðîì v ñâÿæåì ïåðåñòàíîâêó π([n]) = (π(1), π(2), . . . , π(n)), ãäå π(k) � íîìåð

ëèíèè, íà êîòîðóþ ïîäàåòñÿ ÷èñëî k.

Ïóñòü π1 è π2 � ïåðåñòàíîâêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âõîäíûì íàáîðàì, ïðè êî-

òîðûõ íà èíòåðåñóþùåì íàñ âûõîäå ïîÿâëÿþòñÿ ÷èñëà r è s. Õîðîøî èçâåñòíî,

÷òî îäíó ïåðåñòàíîâêó ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â äðóãóþ ïðè ïîìîùè òðàíñïîçèöèé

âèäà π(i)↔ π(i+ 1).

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ òðàíñïîçèöèè ê âõîäíîìó íàáîðó çíà÷åíèÿ íà âûõî-

äàõ êîìïàðàòîðîâ èçìåíÿþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1: íà ñàìîì äåëå, âñå âîçìîæíûå

èçìåíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ïðåâðàùåíèÿì ÷èñåë i è i+1 îäíî â äðóãîå. Ñëåäîâàòåëüíî,

íà ðàññìàòðèâàåìîì âûõîäå ñõåìû â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèÿ π1 â π2 ïîñðåäñòâîì

òðàíñïîçèöèé âñòðåòÿòñÿ âñå ÷èñëà â èíòåðâàëå ìåæäó r è s.

Ëåììà 3.12. Åñëè f � ïîäõîäÿùàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, è r 6 log2 n−ω(n),

òî C̄r(n) > (f(1/2)− o(1))n.
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� Êàê âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 3.9, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñõå-

ìû Σ ∈ Σn,r è ïîäõîäÿùåé ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè f ñïðàâåäëèâî fO(Σ) = o(n).

Ïóñòü ñõåìà ñîðòèðîâêè Σ′ ∈ Σn ïîëó÷àåòñÿ èç Σ äîáàâëåíèåì r ñëîåâ êîìïàðà-

òîðîâ.

Ïîëîæèì t = max{2r,
√
n log2 n}. Â ìíîæåñòâå âûõîäîâ ñõåìû Σ′ âûäåëèì òðè

ãðóïïû: ãðóïïà G1 âûõîäîâ, ïðîèçâîäÿùèõ n/2 − 2t ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ,

ãðóïïà G2 âûõîäîâ, ïðîèçâîäÿùèõ n/2− 2t ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ, è ãðóïïà G3

âûõîäîâ, ïðîèçâîäÿùèõ ñðåäíèå 2t ýëåìåíòîâ.

Ïîñêîëüêó âûõîä ñõåìû Σ ñâÿçàí îðèåíòèðîâàííûìè ïóòÿìè íå áîëåå ÷åì ñ 2r

âûõîäàìè ñõåìû Σ′, òî â ñèëó ëåììû 3.11 íèêàêîé âûõîä ñõåìû Σ íå ìîæåò áûòü

ñâÿçàí ñ âûõîäàìè èç äâóõ ðàçíûõ ãðóïï G1, G2, G3. ×åðåçH1 èH2 îáîçíà÷èì ìíî-

æåñòâà âûõîäîâ ñõåìû Σ, ñâÿçàííûõ ñ ãðóïïàìè âûõîäîâ G1 è ñîîòâåòñòâåííî G2.

Ïî ïîñòðîåíèþ, |Hi| > n/2− 2t.

Íàïîìíèì ñòàíäàðòíóþ îöåíêó ñóììû áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (âàðè-

àíò íåðàâåíñòâà ×åðíîâà):
n/2−t∑
k=0

Ck
n 6 2ne−2t2/n.

Èç íåå âûòåêàåò, ÷òî äîëÿ íàáîðîâ äëèíû n, â êîòîðûõ ìåíåå n/2− t åäèíèö èëè
ìåíåå n/2−t íóëåé ñîñòàâëÿåò o(1). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî âûõîäà èçH1 âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî îí ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, ðàâíà 1−o(1), à äëÿ âûõîäà èç H2 àíàëîãè÷íàÿ

âåðîÿòíîñòü ðàâíà o(1).

Òåïåðü âåëè÷èíó fO(Σ) ìîæíî îöåíèòü êàê

fO(Σ) 6 (n/2− 2t) (f(o(1)) + f(1− o(1))) + 4t max
x∈[0, 1]

f(x) = o(n),

òàê êàê f(o(1)), f(1−o(1)) ∈ o(1) ââèäó íåïðåðûâíîñòè f , à maxx∈[0, 1] f(x) = 1.

Òåïåðü òåîðåìà 3.3 âûòåêàåò èç äîêàçàííîé ëåììû è óòâåðæäåíèÿ 3.6. �

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíóþ íèæíþþ îöåíêó ïðè ïîìîùè òåî-

ðåìû 3.3, îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü ïîäõîäÿùóþ ïîòåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ ñ âûñîêèì

çíà÷åíèåì â òî÷êå 1/2. Ïðîñòûå ïðèìåðû min{x, 1 − x} è 4(x − x2) íå ïîäõîäÿò

äëÿ ýòîé öåëè. Ïîýòîìó ìû îáðàùàåìñÿ ê ìíîãî÷ëåíàì áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé.

Ñëåäñòâèå 3.13. S∗(n) > (C − o(1))n log2 n, ãäå C = 25/22 ≈ 1.136.

� Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî åñëè f(0) = f(1) = 0 è f ′′(x) 6 0, òî f ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿ-

ùåé ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé, åñëè óñëîâèå (2) âûïîëíÿåòñÿ ïðè r = pq. Äåéñòâè-

òåëüíî, ðàçíîñòü ìåæäó ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòüþ (3.4) êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé r

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ: åå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà f ′′(r) + f ′′(p+ q − r) 6 0,

à âûïóêëàÿ ââåðõ ôóíêöèÿ ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå ìîæåò ïðèíèìàòü

òîëüêî íà êîíöàõ îòðåçêà. Ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî (3.4) çàâåäîìî âûïîëíåíî ïðè

r = p, òî îñòàíåòñÿ ïðîâåðèòü åãî ïðè r = pq.
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1. Áóäåì èñêàòü f â âèäå γ · f̂(x−1/2), ãäå f̂(y) = 1
16

+ a
4
−ay2−y4. Âèä ôóíêöèè

îáóñëîâëåí åñòåñòâåííûìè òðåáîâàíèÿìè: f̂ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî òî÷êè y =

0, ãäå èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, è ðàâíà íóëþ â òî÷êàõ y = ±1
2
. Ïàðàìåòð a > 0

ìû îïðåäåëèì ïîçäíåå. Êîíñòàíòà γ ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû íåðàâåíñòâî (3.4)

îáðàùàëîñü â ðàâåíñòâî ïðè p = q = 1/2 è r = pq = 1/4 (ïðåäïîëàãàåì ýòîò

ñëó÷àé ýêñòðåìàëüíûì). Òàêèì îáðàçîì, γ = 64
16a+1

.

Ïî ïîñòðîåíèþ, óñëîâèå (1) âûïîëíåíî. Òàêæå ëåãêî âèäåòü, ÷òî f̂ ′′(y) = −2a−
12y2 6 0 ïðè âñåõ y. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü óñëîâèå (2) ïðè r = pq.

2. Â îáîçíà÷åíèÿõ y = (p+q−1)/2 è x = (q−p)/2 íåðàâåíñòâî (3.4) ïðè r = pq

ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

f̂(y − x) + f̂(y + x)− f̂((y + 1/2)2 − x2 − 1/2)− f̂(2y − (y + 1/2)2 + x2 + 1/2)

= Dy(x)−Dy(1/4− y2 + x2) 6
16a+ 1

32
(1/4− y2 + x2), (3.6)

ãäå Dy(x) = f̂(y − x) + f̂(y + x) = 1
8

+ a
2
− 2ay2 − 2ax2 − 2y4 − 2x4 − 12x2y2.

3. Ñíà÷àëà äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû ðàçíîñòü ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòüþ â (3.6)

áûëà ìàêñèìàëüíà ïðè x = 0 (ò.å. êîãäà p = q). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,

÷òî

Dy(0)−Dy(1/4− y2)−Dy(x) +Dy(1/4− y2 + x2) >
16a+ 1

32
x2. (3.7)

Ïîëó÷àåì

Dy(0)−Dy(x) = (2a+ 12y2)x2 + 2x4.

Îáîçíà÷èì Y = 1/4 − y2. Â ñèëó Y 6 1/4 è âûïóêëîñòè âíèç ôóíêöèé x2 è x4

èìååì

Dy(Y )−Dy(Y + x2) = (2a+ 12y2)((Y + x2)2 − Y 2) + 2((Y + x2)4 − Y 4)

6 (2a+ 12y2)(x4 + x2/2) + 2(x8 + x6 + 3x4/8 + x2/16)

= (a+ 1/8 + 6y2)x2 + (2a+ 3/4 + 12y2)x4 + 2x6 + 2x8.

Òåïåðü ëåâàÿ ÷àñòü â (3.7) îöåíèâàåòñÿ ñíèçó êàê

(a− 1/8 + 6y2)x2 − (2a− 5/4 + 12y2)x4 − 2x6 − 2x8.

Ââèäó x 6 1/2 ñïðàâåäëèâî y2x2 > 4y2x4, ïîýòîìó óêàçàííîå âûðàæåíèå ìèíè-

ìàëüíî ïðè y = 0. Òåïåðü ñïðàâåäëèâîñòü (3.7) îáåñïå÷èâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì(
a

2
− 5

32

)
X−

(
2a− 5

4

)
X2−2X3−2X4 = X

(
1

4
−X

)(
2X2 +

5

2
X + 2a− 5

8

)
> 0

ïðè X = x2 ∈ [0, 1/4] è äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè a > 5/16.
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4. Îñòàëîñü äîêàçàòü (3.6) ïðè x = 0. Ñïðàâåäëèâî

Dy(0)−Dy(Y )− 16a+ 1

32
Y = (2a+ 12y2)Y 2 + 2Y 4 −

(
a

2
+

1

32

)
Y

= (2a+3−12Y )Y 2+2Y 4−
(
a

2
+

1

32

)
Y = Y

(
Y − 1

4

)(
2Y 2 − 23

2
Y + 2a+

1

8

)
6 0

ïðè Y ∈ [0, 1/4], åñëè òîëüêî ïîñëåäíèé êâàäðàòè÷íûé ìíîæèòåëü P (Y ) íåîòðè-

öàòåëåí. Òàê êàê ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå îí ïðèíèìàåò íà ïðàâîì êîíöå îòðåçêà,

ïðè Y = 1/4, òî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü P (1/4) > 0. Ïîëó÷àåì a > 21/16. Âûïîë-

íåíèå óñëîâèÿ (2) îáåñïå÷åíî.

Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ìàêñèìèçàöèè çíà÷åíèÿ f(1/2) = γf̂(0) = 1 + 3
16a+1

âûáèðà-

åì a = 21/16.

Ëåììà 3.12 è ñëåäñòâèå 3.13 âëåêóò îöåíêó ãëóáèíû ñõåì ñîðòèðîâêè (çàìåòèì,

÷òî íå áîëåå n/2 êîìïàðàòîðîâ ìîæíî ðàçìåñòèòü íà îäíîì ñëîå).

Òåîðåìà 3.5. D(n) > (36/11− o(1)) log2 n.

3.4 Íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè è ãëóáèíû ñõåìû

âûáîðà

Õîðîøèå îöåíêè ñëîæíîñòè è ãëóáèíû âûáîðà äàåò ñëåäóþùèé ìåòîä. Ïóñòü ñëîè

êîìïàðàòîðîâ äåëÿò ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè ñõåìû íà ñåãìåíòû. Ñâÿæåì ñ ñåãìåí-

òàìè ëèíèé âåñ�à: ïóñòü wl,j îòíîñèòñÿ ê l-ìó ñåãìåíòó ëèíèè j, ñì. ðèñ. 3.3. ×åðåç

[i : j] äàëåå îáîçíà÷àåì ñðàâíåíèå ýëåìåíòîâ íà i-é è j-é ëèíèÿõ.

-
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-

-

rr
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Ðèñ. 3.3: Ñõåìà êîìïàðàòîðîâ ñ ïðèïèñàííûìè ñåãìåíòàì âåñàìè

1) Ïîëîæèì w0,j = 0 äëÿ âñåõ j.

2) Åñëè â l-ì ñëîå íåò êîìïàðàòîðîâ, ïðèñîåäèíåííûõ ê ëèíèè j, òî ïîëîæèì

wl+1,j = wl,j.

3) Åñëè â l-ì ñëîå èìååòñÿ êîìïàðàòîð [i : j], ãäå i < j, òî ïîëîæèì wl+1,i =

min{wl,i, wl,j} è wl+1,j = max{wl,i, wl,j}+ 1.
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Ëåììà 3.14. Äëÿ òîãî, ÷òîáû j-é âûõîä ñõåìû êîìïàðàòîðîâ ãàðàíòèðîâàí-

íî âîçâðàùàë ýëåìåíò ðàíãà > r, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âåñ âûõîäíîãî ñåãìåíòà

ëèíèè j áûë íå ìåíüøå log2 r.

� Îáîçíà÷èì ÷åðåç vl,j íèæíþþ ãðàíèöó ðàíãà ýëåìåíòà íà l-ì ñåãìåíòå ëèíèè j.

Î÷åâèäíî, v0,j = 1. Ïóñòü êîìïàðàòîð [i : j], ãäå i < j, íàõîäèòñÿ â l-ì ñëîå ñõåìû.

Òîãäà

vl+1,i = min{vl,i, vl,j}, vl+1,j 6 vl,i + vl,j.

Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå î÷åâèäíî, âòîðîå âûòåêàåò èç îöåíêè ìîùíîñòè îáúåäèíåíèÿ

ìíîæåñòâ ýëåìåíòîâ, ïîä÷èíåííûõ äâóì ñðàâíèâàåìûì.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ âåñà, 2wl,j > vl,j.

Äàëåå ñëîæíîñòü è ãëóáèíó âûáîðà ýëåìåíòà ðàíãà t îáîçíà÷àåì ÷åðåç C∗t (n)

è Dt(n). Ïîñêîëüêó ñóììà âåñîâ âûõîäíûõ ñåãìåíòîâ ðàâíà ñëîæíîñòè ñõåìû, èç

ëåììû 3.14 íåìåäëåííî âûòåêàåò

Òåîðåìà 3.6 (Â. Å. Àëåêñååâ). C∗t (n) > (n− t) log2 t.

Ìàêñèìàëüíàÿ îöåíêà, àñèìïòîòè÷åñêè n log2 n, ïîëó÷àåòñÿ äëÿ âûáîðà ýëå-

ìåíòà ðàíãà t � n/ log n.

Äëÿ õîðîøåé îöåíêè ãëóáèíû òðåáóåòñÿ ÷óòü áîëåå àêêóðàòíîå ðàññóæäåíèå.

Ïîêàæåì, ÷òî âåñà ñåãìåíòîâ íå ìîãóò â ñîâîêóïíîñòè ðàñòè ñëèøêîì áûñòðî îò

ñëîÿ ê ñëîþ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñõåìó êîìïàðàòîðîâ íà n âõîäàõ. Ïîëîæèì xl,k =

|{j | wl,j = k}| � ÷èñëî ëèíèé ñ âåñàìè l-õ ñåãìåíòîâ, ðàâíûìè k. Òàêæå ââåäåì

âñïîìîãàòåëüíóþ âåëè÷èíó

yl,k =
k∑
i=0

(k + 1− i)xl,i.

Îíà èìååò ñìûñë ñóììàðíîé ¾íåäîñòà÷è¿ âåñîâ l-ãî ñåãìåíòà äî ïîðîãîâîãî çíà-

÷åíèÿ k + 1. Ïî ïîñòðîåíèþ, y0,k > y1,k > y2,k > . . . Ñòðàòåãèÿ äîêàçàòåëüñòâà

òðåáóåò îöåíèòü yl,k ñíèçó.

Óòâåðæäåíèå 3.15.

yl,k >
n

2l

k∑
j=0

(k + 1− j)Cj
l .

� Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî

yl,k − yl+1,k 6 (xl,0 + xl,1 + . . .+ xl,k)/2. (3.8)

Ýòî òàê, ïîñêîëüêó ê s ëèíèÿì íà îäíîì ñëîå ïðèñîåäèíÿåòñÿ íå áîëåå s/2 êîì-

ïàðàòîðîâ.
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Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ yl,k

yl,0 = xl,0, yl,k − yl,k−1 = xl,0 + xl,1 + . . .+ xl,k. (3.9)

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî yl+1,0 > yl,0 è ââèäó (3.8), (3.9),

yl+1,k > yl,k − (yl,k − yl,k−1)/2 = (yl,k + yl,k−1)/2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íîðìèðîâàííûõ âåëè÷èí y′l,k = 2lyl,k/n âûïîëíåíî

y′0,k = k + 1, y′l+1,k > y′l,k + y′l,k−1.

Çäåñü ïåðâîå ñîîòíîøåíèå îáåñïå÷èâàåò áàçó èíäóêöèè l = 0, à âòîðîå � èíäóê-

òèâíûé ïåðåõîä îò l ê l + 1:

y′l+1,k >
k∑
j=0

(k + 1− j)Cj
l +

k∑
j=1

(k + 1− j)Cj−1
l =

k∑
j=0

(k + 1− j)Cj
l+1.

Ñëåäñòâèå 3.16. Äëÿ ñõåìû âûáîðà ýëåìåíòà ðàíãà t â n-ýëåìåíòíîì ìíîæå-

ñòâå ãëóáèíû d âûïîëíåíî

t(blog2 tc+ 1) > n2−d
(
C0
d + C1

d + . . .+ C
blog2 tc
d

)
. (3.10)

� Îöåíèì yd,blog2 tc+1 ïðè ïîìîùè ëåììû 3.14 ñ îäíîé ñòîðîíû, à ïðè ïîìîùè

óòâåðæäåíèÿ 3.15 � ñ äðóãîé.

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ n, t ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.10) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé

ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî d. Ïîýòîìó ìàêñèìàëüíîå d, ïðè êîòîðîì íåðàâåíñòâî

íå âûïîëíÿåòñÿ, ñëóæèò íèæíåé îöåíêîé ãëóáèíû. Îãðàíè÷èìñÿ ýêñòðåìàëüíûì

ñëó÷àåì âûáîðà ñðåäíåãî ýëåìåíòà.

Ïóñòü D(n, t) îçíà÷àåò ãëóáèíó âûáîðà ýëåìåíòà ðàíãà t â n-ýëåìåíòíîì ìíî-

æåñòâå.

Òåîðåìà 3.7 (Ý. ßî). D(n, n/2) > (a− o(1)) log2 n, ãäå a = log4/3 2 ≈ 2.41.

I Äëÿ îöåíêè ãëóáèíû ñõåìû âûáîðà ïîëàãàåì t = nα. Ïóñòü d = β log2 n. Ëî-

ãàðèôìèðóÿ (3.10) ïî îñíîâàíèþ n, ïîëó÷àåì óñëîâèå, ïðè êîòîðîì d ÿâëÿåòñÿ

íèæíåé îöåíêîé ãëóáèíû ñõåìû âûáîðà ýëåìåíòà ðàíãà t äëÿ äîñòàòî÷íî áîëü-

øèõ n:5

α < 1− β + βH(α/β).

5Íàïîìíèì, ÷òî H(x) = −x log2 x− (1− x) log2(1− x) � ôóíêöèÿ äâîè÷íîé ýíòðîïèè. Äàëåå

ìû èñïîëüçóåì èçâåñòíûé ôàêò: Cαnn = 2n(H(α)−o(1)) ïðè α > 0.
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Ïðè ïîäñòàíîâêå β = 3α óêàçàííîå óñëîâèå ïðåâðàùàåòñÿ â α < 1/(4−3H(1/3)) =

a/3. Ïîýòîìó ïðè íåêîòîðîì α = a/3− o(1) íàðóøàåòñÿ íåðàâåíñòâî (3.10).

Òåì ñàìûì òðåáóåìàÿ îöåíêà äîêàçàíà äëÿ ãëóáèíû âûáîðà ýëåìåíòà ðàíãà

t = nα. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî D(n, t) 6 D(2n− 2t, n− t). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â
ñõåìå âûáîðà ìåäèàíû 2n−2t ýëåìåíòîâ çàôèêñèðîâàòü ëèíèè íàèìåíüøèõ n−2t

ýëåìåíòîâ è óäàëèòü ñâÿçàííûå ñ íèìè êîìïàðàòîðû, òî îñòàëüíàÿ ÷àñòü ñõåìû

áóäåò âûïîëíÿòü âûáîð ýëåìåíòà ðàíãà t. �

3.5 Áûñòðûå ñõåìû ñîðòèðîâêè (AKS-ñõåìû)

Â ýòîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ñõåì êîìïàðàòîðîâ, èçâåñòíàÿ òåïåðü

êàê AKS-ñõåìû6. Ìåòîä ýêñïëóàòèðóåò ñðàçó íåñêîëüêî èäåé, öåíòðàëüíîé èç êî-

òîðûõ ñëåäóåò ïðèçíàòü èäåþ ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé. Ñõåìû ñîðòèðîâêè îêà-

çàëîñü âûãîäíûì ñòðîèòü èç ïîäñõåì, âûïîëíÿþùèõ ñîðòèðîâêó ïðèáëèæåííî, ñ

êîíòðîëèðóåìûì ÷èñëîì îøèáîê.

Ââåäåì êîíöåïöèþ ïðèáëèæåííîé ñîðòèðîâêè. Ïóñòü 0 < ε 6 1 è 0 < λ 6
1/2. Ñõåìà êîìïàðàòîðîâ íà n âõîäàõ íàçûâàåòñÿ (λ, ε)-ñåïàðàòîðîì, åñëè ïðè

ëþáîì m 6 λn ñõåìà ðàçìåùàåò íå ìåíåå (1 − ε)m èç m íàèáîëüøèõ ýëåìåíòîâ

ñðåäè λn íèæíèõ âûõîäîâ è íå ìåíåå (1 − ε)m èç m íàèìåíüøèõ ýëåìåíòîâ �

ñðåäè λn âåðõíèõ âûõîäîâ. Ñëåäóþùèå äâå ëåììû óñòàíàâëèâàþò ñóùåñòâîâàíèå

ñåïàðàòîðîâ ïîñòîÿííîé ãëóáèíû (è, ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíîé ñëîæíîñòè).

Ëåììà 3.17. Ïðè ëþáîì ε > 0 è ëþáîì n ñóùåñòâóåò (1/2, ε)-ñåïàðàòîð íà 2n

âõîäàõ ãëóáèíû O(1/ε3) ïðè ε→ 0.

� Åñëè n ìàëî, ñêàæåì, n < 64/ε3, òî âîñïîëüçóåìñÿ ëþáîé ñõåìîé ñîðòèðîâêè.

Ïîýòîìó äàëåå ïîëàãàåì n > 64/ε3.

Ïîêàæåì, ÷òî òðåáóåìóþ ñõåìó ìîæíî ïîñòðîèòü èç íåñêîëüêèõ ñëîåâ êîìïà-

ðàòîðîâ, ãäå íà êàæäîì ñëîå ñðàâíèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé ýëåìåíòû èç âåðõíåé è

íèæíåé ïîëîâèí ñîãëàñíî ñëó÷àéíî âûáðàííîìó ïàðîñî÷åòàíèþ. Ïðèìåð ñõåìû

ïîêàçàí íà ðèñ. 3.4à.

Ñîïîñòàâèì òàêîé ñõåìå äâóäîëüíûé (n, n)-ãðàô: âåðøèíû îäíîé äîëè ñîîòâåò-

ñòâóþò ïîçèöèÿì ýëåìåíòîâ èç âåðõíåé ïîëîâèíû ñïèñêà, à äðóãîé � èç íèæíåé.

Äâå âåðøèíû ãðàôà ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì, åñëè íà êàêîì-òî ñëîå ñõåìû âûïîë-

íÿëîñü ñðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ, ñì. ðèñ. 3.4á. Äðóãèìè ñëîâàìè,

ãðàô ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ïàðîñî÷åòàíèé, çàäàþùèõ ñëîè ñõåìû.

I. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî ñõåìà ÿâëÿåòñÿ (1/2, ε)-ñåïàðàòîðîì, åñëè ãðàô ÿâ-

ëÿåòñÿ (ε, α)-ðàñøèðèòåëåì, α = 1/ε − 1/2, ÷òî çíà÷èò: äëÿ êàæäîãî m 6 εn

ëþáîå ìíîæåñòâî èç m âåðøèí îäíîé äîëè ñîåäèíåíî ðåáðàìè íå ìåíåå ÷åì ñ αm

âåðøèíàìè äðóãîé äîëè.

6Ïî ôàìèëèÿì àâòîðîâ ìåòîäà: Ì. Àéòàè, ß. Êîìëîø, Ý. Ñåìåðåäè.
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Ðèñ. 3.4: Ñõåìà êîìïàðàòîðîâ è åå ãðàô

Ïðåæäå çàìåòèì, ÷òî åñëè äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì â ãðàôå, òî ýëå-

ìåíòû íà ñîîòâåòñòâóþùèõ âûõîäàõ ñõåìû ñâÿçàíû îòíîøåíèåì 6 (îäíà äîëÿ

ñîáèðàåò òîëüêî ìèíèìóìû óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, à äðóãàÿ � òîëüêî ìàêñèìóìû).

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñõåìà íå ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàòîðîì, ò. å. ïðè íåêîòîðîì

âõîäíîì íàáîðå, ñêàæåì, ñðåäè k 6 n íàèáîëüøèõ ýëåìåíòîâ p > εk îêàçûâàþòñÿ

â ìëàäøåé ïîëîâèíå. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå ýòèì ýëåìåíòàì ìíîæåñòâî

âåðøèí â ãðàôå. Â ýòîì ìíîæåñòâå m = min{p, bεnc} âåðøèí ñîåäèíåíû ðåáðàìè

ïî ìåíüøåé ìåðå ñ αm âåðøèíàìè äðóãîé äîëè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìèíèìàëüíûé èç

p ýëåìåíòîâ óñòóïàåò íå ìåíåå ÷åì p − 1 + αm äðóãèì ýëåìåíòàì. Íî ïðè m = p

âûïîëíåíî

p− 1 + αm = p− 1 +m/ε−m/2 > p/ε− 1 > k − 1,

à ïðè m = bεnc < p:

p−1+m/ε−m/2 > (p−1)/2+m/ε > (εn−1)(1/ε+1/2) > (1+ε/2)n−1/ε−1 > n−1.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî âûáðàííûé ýëåìåíò íàõîäèòñÿ ñðåäè k íàèáîëüøèõ.

II. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî äâóäîëüíûé ãðàô, ñîñòàâëåííûé èç ïîäõîäÿùåãî

÷èñëà r = r(ε) ñëó÷àéíûõ ïàðîñî÷åòàíèé7, ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ

(ε, α)-ðàñøèðèòåëåì.

Çàìåòèì, ÷òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ (ε, α)-ðàñøèðèòåëåì, åñëè îí íå ñîäåðæèò ïóñòûõ

(ò.å. áåçðåáåðíûõ) (k, n−αk)-ïîäãðàôîâ ïðè ëþáîì k 6 εn. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

ñëó÷àéíîå ïàðîñî÷åòàíèå íå ïåðåñåêàåò (ïî ðåáðàì) äàííûé (k, n− αk)-ïîäãðàô,

ðàâíà Ck
αk/C

k
n. Òîãäà âåðîÿòíîñòü Pk òîãî, ÷òî r ñëó÷àéíûõ ïàðîñî÷åòàíèé íå ïåðå-

ñåêàþò õîòÿ áû îäèí èç (k, n−αk)-ïîäãðàôîâ, ïðè ïîìîùè ïðîñòûõ ñîîòíîøåíèé

7Ðàñïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîå: âñå ñî÷åòàíèÿ ðàâíîâåðîÿòíû.
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1
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√
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)k îöåíèâàåòñÿ êàê
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(
Ck
αk

Ck
n

)r
6 2(4

√
k)r
(
e1+αn1+α(αk)r

k1+αααnr

)k
=

2(4
√
k)r

(
αe1+α

(
αk

n

)r−α−1
)k

6

(
c2

(
c1αk

n

)r−α−1
)k

,

ãäå c1 = (4
√
k)1/k 6 4 è c2 = 21/kα(c1e)

1+α 6 (8e)1+α.

Ïðè k 6 εn/4 âûïîëíåíî c1αk 6 (1− ε/2)n. Èíà÷å k > εn/4 > 16/ε2, ïîýòîìó

c1 = eln(16k)/2k < 1 + ln(16k)/k 6 1 + ε2

8
ln 16

ε
6 1 + ε/2. Ñëåäîâàòåëüíî, c1αk <

(1 − ε2/4)n. Â ëþáîì èç äâóõ ñëó÷àåâ, åñëè r âûáðàíî íåñêîëüêî áîëüøèì, ÷åì

α+4 ln(2c2)/ε2, ïîëó÷àåì Pk < 2−k. Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé

ãðàô íå ÿâëÿåòñÿ (ε, α)-ðàñøèðèòåëåì, íå ïðåâîñõîäèò
∑

k Pk < 1.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîé r-ðåãóëÿðíûé (âñå âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü r)

äâóäîëüíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì r ïàðîñî÷åòàíèé, ïîýòîìó ñõåìó ìîæíî

ïîñòðîèòü èç ãðàôà.

Ëåììà 3.18. Ïðè ëþáîì ïîñòîÿííîì ε > 0, ëþáûõ λ < 1/2 è n ñóùåñòâóåò

(λ, ε)-ñåïàðàòîð íà 2n âõîäàõ ãëóáèíû O(log4(1/λ)) ïðè λ→ 0.

� Ïîëîæèì s = b2λnc è k = dlog2(1/λ)e. Ñõåìà ñòðîèòñÿ èç k + 1 ñëîÿ (1/2, ε0)-

ñåïàðàòîðîâ (ïàðàìåòð ε0 áóäåò âûáðàí ïîçäíåå): íà ïåðâîì ñëîå � ñåïàðàòîð íà

2n âõîäàõ, íà ñëåäóþùèõ äâóõ � äâà ñåïàðàòîðà ñëåâà è ñïðàâà äëÿ 2k−1s êðàéíèõ

ýëåìåíòîâ8, íà ñëåäóþùåì ñëîå � ñåïàðàòîðû äëÿ 2k−2s ýëåìåíòîâ ñ êàæäîãî êðàÿ

è ò.ä. âïëîòü äî ïîñëåäíåãî ñëîÿ èç äâóõ ñåïàðàòîðîâ íà 2s êðàéíèõ ýëåìåíòàõ,

ñì. ðèñ. 3.5 (íà ðèñ. ñõåìà îðèåíòèðîâàíà ñâåðõó âíèç).

Èç m 6 s íàèáîëüøèõ (íàèìåíüøèõ) ýëåìåíòîâ ñåïàðàòîð ïåðâîãî ñëîÿ îïðå-

äåëÿåò â ¾íåïðàâèëüíóþ¿ ïîëîâèíó íå áîëåå ε0m øòóê. Â ñëåäóþùåé ïàðå ñå-

ïàðàòîðîâ íåçàâèñèìî îò ïîðÿäêà èõ ðàñïîëîæåíèÿ: ñåïàðàòîð ïðàâûõ (ëåâûõ)

2k−1s ýëåìåíòîâ îñòàâëÿåò çà ïðåäåëàìè êðàéíåãî èíòåðâàëà åùå ìàêñèìóì ε0m

ýëåìåíòîâ, à ñåïàðàòîð ñ äðóãîé ñòîðîíû íå óõóäøàåò õàðàêòåðèñòèêè îòñå÷åíèÿ

íàèáîëüøèõ (íàèìåíüøèõ) ýëåìåíòîâ9. Íà êàæäîì èç ïîñëåäóþùèõ ñëîåâ ñåïà-

ðàòîð ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîðîíû îøèáî÷íî âûáðàñûâàåò èç êðàéíåãî èíòåðâàëà

åùå íå áîëåå ε0m ýëåìåíòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, âñåãî íå áîëåå kε0m íàèìåíüøèõ (íàèáîëüøèõ) ýëåìåíòîâ ìî-

ãóò îêàçàòüñÿ âíå s êðàéíèõ ïðàâûõ (ëåâûõ) âûõîäîâ ñõåìû. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî

âûáðàòü ε0 = ε/k. Òåïåðü îöåíêà ãëóáèíû ñõåìû ñëåäóåò èç ëåììû 3.17.

8Åñëè 2k−1s = n, òî ýòè äâà ñåïàðàòîðà ìîæíî ðàñïîëîæèòü ïàðàëëåëüíî íà îäíîì ñëîå.
9Â ëþáîé ñõåìå êîìïàðàòîðîâ ìíîæåñòâî m íàèáîëüøèõ (íàèìåíüøèõ) ýëåìåíòîâ ïåðåìåùà-

åòñÿ ñòðîãî âïðàâî (âëåâî).
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Ðèñ. 3.5: Êîíñòðóêöèÿ (λ, ε)-ñåïàðàòîðà

Òåîðåìà 3.8 (Ì. Àéòàè, ß. Êîìëîø, Ý. Ñåìåðåäè). D(n) = O(log n).

I Äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé áóäåì ïîëàãàòü n = 2k. Ïóñòü µ, ε > 0 � ïàðà-

ìåòðû, êîòîðûå áóäóò âûáðàíû ïîçæå. Ñõåìà ñîðòèðîâêè ñòðîèòñÿ èç ñëîåâ ïà-

ðàëëåëüíî ðàñïîëîæåííûõ (λ, ε)-ñåïàðàòîðîâ, ãäå λ îïðåäåëÿåòñÿ èíäèâèäóàëüíî

äëÿ êàæäîãî ñëîÿ, ïðè ýòîì λ > µ. Óäîáíî ïðåäñòàâèòü ñõåìó ôóíêöèîíèðóþùåé

âî âðåìåíè: ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíîãî ñëîÿ âûïîëíÿþòñÿ çà îäíó åäèíèöó âðåìåíè.

Äåéñòâèå ñëîÿ ñåïàðàòîðîâ ìû ðàññìàòðèâàåì êàê ïåðåãðóïïèðîâêó ýëåìåíòîâ â

ñòðóêòóðå, àññîöèèðîâàííîé ñ ïîëíûì äâîè÷íûì äåðåâîì ãëóáèíû k. Ïðè êàæäîé

âåðøèíå äåðåâà èìååòñÿ êîíòåéíåð äëÿ õðàíåíèÿ ýëåìåíòîâ.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 âñå n ýëåìåíòîâ íàõîäÿòñÿ â êîíòåéíåðå

ïðè êîðíåâîé âåðøèíå. Äàëåå, â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ýëåìåíòû êàæäîãî íåïó-

ñòîãî êîíòåéíåðà ïîäâåðãàþòñÿ ïðèáëèæåííîé ñîðòèðîâêå ïðè ïîìîùè ñåïàðàòî-

ðà: ýëåìåíòû èç êðàéíèõ èíòåðâàëîâ îòïðàâëÿþòñÿ íà óðîâåíü âûøå ê êîðíþ,

îñòàâøèåñÿ ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïîðîâíó ìåæäó êîíòåéíåðàìè äî÷åðíèõ âåðøèí, â

íàïðàâëåíèè ëèñòüåâ.

Îïðåäåëèì åìêîñòü êîíòåéíåðà íà ãëóáèíå d â ìîìåíò âðåìåíè t êàê Bd,t =

nadνt, ãäå ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû a > 1 è ν < 1 áóäóò îïðåäåëåíû ïîçæå. Åñëè

â êîíòåéíåðå íàõîäèòñÿ b ýëåìåíòîâ, òî â ñëó÷àå µBd,t < b/2 ñîäåðæèìîå êîíòåé-

íåðà, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, íå÷åòíîãî ýëåìåíòà, óïîðÿäî÷èâàåòñÿ ïðè ïî-

ìîùè êîìïîçèöèè (1/2, ε)- è (λ, ε)-ñåïàðàòîðîâ, λ = µBd,t/b, ïîñëå ÷åãî ïî bµBd,tc
ýëåìåíòîâ ñ êàæäîãî êðàÿ, à òàêæå íå÷åòíûé ýëåìåíò (ïðè íàëè÷èè), îòïðàâëÿ-

þòñÿ íà óðîâåíü âûøå. Îñòàëüíûå ýëåìåíòû îïóñêàþòñÿ íà óðîâåíü íèæå: ëåâàÿ

ïîëîâèíà � â êîíòåéíåð ëåâîé äî÷åðíåé âåðøèíû, ïðàâàÿ � â êîíòåéíåð ïðà-

âîé. Èíà÷å, â ñëó÷àå µBd,t > b/2, ñåïàðàöèÿ íå ïðîèçâîäèòñÿ � âñå ýëåìåíòû
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âîçâðàùàþòñÿ â ðîäèòåëüñêèé êîíòåéíåð. Ñõåìà ïåðåìåùåíèÿ ýëåìåíòîâ óñëîâíî

ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.6. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò êîðíåâîé êîíòåéíåð � åãî ýëåìåí-

òû ïðîñåèâàþòñÿ ïðè ïîìîùè (1/2, ε)-ñåïàðàòîðà, äåëÿòñÿ ïîðîâíó íà äâå ÷àñòè

(÷èñëî ýëåìåíòîâ â êîíòåéíåðå îáÿçàòåëüíî ÷åòíî), êîòîðûå îòïðàâëÿþòñÿ â ñî-

îòâåòñòâóþùèå êîíòåéíåðû äî÷åðíèõ âåðøèí.
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ëåâ. ïîòîìîê ïð. ïîòîìîê

Ðèñ. 3.6: Ñõåìà ïåðåìåùåíèÿ ýëåìåíòîâ

Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âñå ýëåìåíòû íå îêàæóòñÿ íà íèæíèõ

O(1) óðîâíÿõ äåðåâà; òî÷íîå óñëîâèå çàâåðøåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ êàê Bk,t < 1/µ.

Ïîñëå ýòîãî ïðèìåíÿþòñÿ ñõåìû ñîðòèðîâêè â êàæäîì ïîääåðåâå ãëóáèíû O(1).

Ïîñòðîåííàÿ ñõåìà ñîäåðæèò k log1/ν(2a) + O(1) � log n ñëîåâ ñåïàðàòîðîâ è ïî-

ýòîìó èìååò çàÿâëåííóþ ãëóáèíó. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü åå ôóíêöèî-

íèðîâàíèÿ.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè êîíòåéíåðû îäíîãî óðîâíÿ

çàïîëíåíû îäèíàêîâî. Â ÷àñòíîñòè, ïîýòîìó â êîðíåâîì êîíòåéíåðå âñåãäà ÷åòíîå

÷èñëî ýëåìåíòîâ. Êðîìå òîãî, â êîíòåéíåðàõ ëèñòüåâ íå ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå

îäíîãî ýëåìåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî, îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà íå âûâîäèò ýëåìåíòû çà

ïðåäåëû äåðåâà.

Òàêæå èç ïîñòðîåíèÿ ÿñíî, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âñå ýëåìåíòû ñîñðåäîòî÷åíû

ëèáî íà ÷åòíûõ, ëèáî íà íå÷åòíûõ óðîâíÿõ äåðåâà.

I . Èíäóêöèåé ïî t äîêàæåì, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû

a, ε, µ, ν ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ëþáîì êîíòåéíåðå íèêîãäà íå ïðåâîñõîäèò åãî åìêîñòè.

Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ïðè t = 0.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êîíòåéíåð íà ãëóáèíå d, ïóñòîé â ìîìåíò âðåìåíè

t− 1. ×èñëî ýëåìåíòîâ â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè â íåì â ñëó÷àå Bd,t > aν íå

ïðåâîñõîäèò

2(2µBd+1,t−1 + 1) +Bd−1,t−1/2 = Bd,t(4µa+ 1/(2a))/ν + 2 < Bd,t(4µa+ 3/a)/ν,

÷òî ìåíüøå Bd,t ïðè óñëîâèè

ν > 4µa+ 3/a. (3.11)

Â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå Bd,t < aν â ìîìåíò âðåìåíè t − 1 âñå êîíòåéíåðû íà

âûøåñòîÿùèõ óðîâíÿõ d′ < d ïóñòû, ò.ê. Bd′,t−1 < 1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå ýëåìåíòû
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íàõîäÿòñÿ íà óðîâíÿõ d+1 è íèæå. Ïðè ýòîì Bd+1,t−1 < a2, è ïðè äîïîëíèòåëüíîì

ïðåäïîëîæåíèè

a2 = 1/µ (3.12)

çàêëþ÷àåì, ÷òî d + 1 6= k (èíà÷å ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ñõåìû áûë áû óæå çàêîí-

÷åí). Çíà÷èò, â êàæäîì ïîääåðåâå ñ êîðíåì â âåðøèíå ãëóáèíû d + 1 â ìîìåíò

t − 1 íàõîäèòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ

íàõîäèòñÿ â êîðíå ïîääåðåâà (â òîì ÷èñëå, â äî÷åðíèõ âåðøèíàõ ïî îòíîøåíèþ

ê ðàññìàòðèâàåìîé). Òàêèì îáðàçîì, â êîíòåéíåð ãëóáèíû d â ìîìåíò âðåìåíè t

îòïðàâëÿåòñÿ íå áîëåå 4µBd+1,t−1 = 4µaBd,t/ν < Bd,t ýëåìåíòîâ ñîãëàñíî (3.11).

II . Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà îñíîâàíî íà îöåíêå ÷èñëà ïîñòî-

ðîííèõ ýëåìåíòîâ â êàæäîì êîíòåéíåðå. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ïðè ðàçìåùåíèè â

ëèñòüÿõ äåðåâà ýëåìåíòû äîëæíû áûòü óïîðÿäî÷åíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñëå-

âà íàïðàâî. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ðîäíûìè âåðøèíàìè ìû ñ÷èòàåì ëèñò äåðåâà, â

êîòîðîì ýëåìåíò äîëæåí íàõîäèòüñÿ ïîñëå óïîðÿäî÷åíèÿ, à òàêæå âñå âåðøèíû íà

ïóòè îò êîðíÿ äåðåâà ê ýòîìó ëèñòó. Â õîäå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ýëåìåíò íåêî-

òîðîãî êîíòåéíåðà áóäåì íàçûâàòü r-÷óæàêîì, åñëè îí íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè

> r ïî ðåáðàì äåðåâà îò áëèæàéøåé ðîäíîé âåðøèíû.

Èíäóêöèåé ïî t ïðîâåðèì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t ÷èñëî r-÷óæàêîâ (r > 1)

â êîíòåéíåðå ãëóáèíû d íå ïðåâîñõîäèò εr−1µBd,t ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïàðà-

ìåòðîâ. Áàçà èíäóêöèè òðèâèàëüíà, ò.ê. â ìîìåíò t = 0 âñå ýëåìåíòû íàõîäÿòñÿ

â êîðíåâîì, ðîäíîì äëÿ íèõ, êîíòåéíåðå. Äîêàæåì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä.

III . Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé r > 2 (òîãäà ìîæíî ïîëàãàòü

d > 2). Â ðàçðÿä r-÷óæàêîâ êîíòåéíåðà ãëóáèíû d ìîãóò ïîïàñòü (r + 1)-÷óæàêè

èç êîíòåéíåðîâ äî÷åðíèõ âåðøèí è (r−1)-÷óæàêè èç ðîäèòåëüñêîãî êîíòåéíåðà â

ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè. Ñ ó÷åòîì ôèëüòðàöèè èõ ÷èñëî îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó

êàê

2εrµBd+1,t−1 + ε(εr−2µBd−1,t−1) = εr−1µBd,t(2εa+ 1/a)/ν,

ò.å. íå ïðåâîñõîäèò εr−1µBd,t ïðè óñëîâèè

ν > 2εa+ 1/a. (3.13)

IV . Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé r = 1. ×óæàêàìè â êîíòåéíåðå ãëóáèíû d ïðè

âåðøèíå v ìîãóò ñòàòü 2-÷óæàêè îò äî÷åðíèõ âåðøèí, à èç ðîäèòåëüñêîé âåðøè-

íû � êàê ÷óæàêè, òàê è ýëåìåíòû, ðîäíûå äëÿ äðóãîé åå äî÷åðíåé âåðøèíû v′,

â ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè. ×èñëî ÷óæàêîâ îò äî÷åðíèõ âåðøèí ëåãêî îöå-

íèòü êàê 2εµBd+1,t−1 = 2εµaBd,t/ν. Áîëåå âíèìàòåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ òðåáóåò

ðîäèòåëüñêèé êîíòåéíåð.

Ïóñòü ðîäèòåëüñêèé êîíòåéíåð â ìîìåíò t−1 ñîäåðæèò q ýëåìåíòîâ, èç íèõ q0

ðîäíûõ äëÿ v ýëåìåíòîâ, q1 � ðîäíûõ äëÿ v′, à òàêæå q2 ÷óæàêîâ. Åñëè q0 > q/2,

òî ÷èñëî ÷óæàêîâ äëÿ âåðøèíû v, îòïðàâëÿåìûõ â åå êîíòåéíåð, îöåíèâàåòñÿ

êàê ε(q1 + q2) 6 εq/2, ò.å. êàê ñóììà îøèáîê (λ, ε)-ñåïàðàòîðà, íå îòïðàâèâøåãî
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÷óæàêîâ íàâåðõ, è (1/2, ε)-ñåïàðàòîðà, îòïðàâèâøåãî ðîäíûå äëÿ v′ ýëåìåíòû â

íåïðàâèëüíóþ ïîëîâèíó. Èíà÷å, åñëè q0 < q/2, òî ýòî ÷èñëî ïðèõîäèòñÿ îöåíèâàòü

óæå êàê εq/2+(q/2−q0), ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå ó÷èòûâàåò ðîäíûå äëÿ v′ ýëåìåíòû,

êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ â ïîëîâèíå âåðøèíû v äàæå ïðè ïðàâèëüíîé ñîðòèðîâêå.

Îöåíèì âåëè÷èíó q/2− q0.

Ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíîå ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ ïî êîíòåé-

íåðàì â ìîìåíò âðåìåíè t − 1 ñ òåì æå ÷èñëîì ýëåìåíòîâ â êàæäîì êîíòåéíåðå,

÷òî è â ðåàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè. Ðàññîðòèðóåì è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëèì âñå

ýëåìåíòû ìåæäó âåðøèíàìè íà óðîâíå d (âåðøèí v è v′), à çàòåì ïðîèçâîëüíî

ïåðåìåñòèì ýëåìåíòû ââåðõ è âíèç ïî äåðåâó äëÿ ïðàâèëüíîãî çàïîëíåíèÿ âñåõ

êîíòåéíåðîâ, íî òàê, ÷òîáû â ðîäèòåëüñêóþ ïî îòíîøåíèþ ê v è v′ âåðøèíó ïîïàëî

ñîîòâåòñòâåííî dq/2e è bq/2c ýëåìåíòîâ îò ýòèõ äî÷åðíèõ âåðøèí.
Â ïîñòðîåííîì ðàñïðåäåëåíèè ïîääåðåâî ñ êîðíåì â âåðøèíå v ñîäåðæèò òîëü-

êî ðîäíûå äëÿ íåå ýëåìåíòû, à â êîíòåéíåðå ðîäèòåëüñêîé ê v âåðøèíû íàõîäèòñÿ

> q/2 ðîäíûõ äëÿ v ýëåìåíòîâ. Îöåíèì ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðîäíûõ äëÿ v ýëå-

ìåíòîâ, êîòîðûå ìîæíî ïåðåìåñòèòü èç ýòîãî êîíòåéíåðà â êàêèå-ëèáî äðóãèå.

Òàê ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ q/2− q0.

Ïðèìåíèòåëüíî ê êîíòåéíåðàì òîãî æå óðîâíÿ d − 1: äëÿ îäíîãî êîíòåéíåðà

óêàçàííûå ýëåìåíòû áóäóò 1-÷óæàêàìè, äëÿ äâóõ � 2-÷óæàêàìè, äëÿ ÷åòûðåõ � 3-

÷óæàêàìè è ò.ä. Îáùåå ÷èñëî äîñòóïíûõ äëÿ ðàçìåùåíèÿ ïîçèöèé íà ýòîì óðîâíå

îöåíèâàåòñÿ êàê

µ
(
1 + 2ε+ (2ε)2 + . . .

)
Bd−1,t−1 < µBd−1,t−1/(1− 2ε). (3.14)

Íà ïðîèçâîëüíîì âûøåñòîÿùåì óðîâíå d− h äëÿ îäíîãî êîíòåéíåðà ðàññìàò-
ðèâàåìûå ýëåìåíòû áóäóò ðîäíûìè, äëÿ äðóãîãî � 1-÷óæàêàìè, åùå äëÿ äâóõ �

2-÷óæàêàìè, äëÿ ÷åòûðåõ � 3-÷óæàêàìè è ò.ä. Îáùåå ÷èñëî äîñòóïíûõ ïîçèöèé

íà ýòèõ óðîâíÿõ (ïðè íå÷åòíûõ h > 3) îöåíèâàåòñÿ êàê

(
1 + µ(1 + 2ε+ (2ε)2 + . . .)

) d/2∑
i=1

Bd−2i−1,t−1 <(
1 +

µ

1− 2ε

)∑
i>1

a−2iBd−1,t−1 =

(
1 +

µ

1− 2ε

)
Bd−1,t−1

a2 − 1
. (3.15)

Ïîñêîëüêó â ïîääåðåâå âåðøèíû v ñâîáîäíûõ äëÿ çàïîëíåíèÿ ïîçèöèé óæå íåò,

íà ïðîèçâîëüíîì íèæåñòîÿùåì óðîâíå d+h äîñòóïíî 2h êîíòåéíåðîâ10, äëÿ êîòî-

ðûõ óêàçàííûå ýëåìåíòû áóäóò (h+ 1)-÷óæàêàìè, 2h+1 êîíòåéíåðîâ, äëÿ êîòîðûõ

ýòè ýëåìåíòû áóäóò (h+ 2)-÷óæàêàìè, è ò.ä. Îáùåå ÷èñëî âîçìîæíûõ ïîçèöèé íå

10Â ïîääåðåâå ñ êîðíåì v′.
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ïðåâîñõîäèò

(k−d)/2∑
i=1

µ
(
(2ε)2i−1 + (2ε)2i + . . .

)
Bd+2i−1,t−1 <

µ
∑
i>1

(2ε)2i−1

1− 2ε
a2i−1Bd,t−1 =

2εaµBd,t−1

(1− 2ε)(1− (2aε)2)
. (3.16)

Ñóììèðóÿ (3.14), (3.15), (3.16), ïîëó÷àåì

q/2− q0 <

(
1

a2 − 1
+

µa2

(1− 2ε)(a2 − 1)
+

2εa2µ

(1− 2ε)(1− (2aε)2)

)
Bd−1,t−1.

Êàê ñëåäñòâèå, îáùåå ÷èñëî ÷óæàêîâ â êîíòåéíåðå âåðøèíû v â ìîìåíò t ñ ó÷åòîì

ïîñòóïàþùèõ èç äî÷åðíèõ âåðøèí îöåíèâàåòñÿ êàê(
2εaµ+

1

a3 − a
+

µa

(1− 2ε)(a2 − 1)
+

2εaµ

(1− 2ε)(1− (2aε)2)

)
Bd,t/ν,

÷òî íå ïðåâîñõîäèò µBd,t ïðè óñëîâèè

ν > 2εa+
1

µ(a3 − a)
+

a

(1− 2ε)(a2 − 1)
+

2εa

(1− 2ε)(1− (2aε)2)
. (3.17)

V . Òåïåðü ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ìîìåíò t îêîí÷àíèÿ ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ

ñõåìû íè â îäíîì êîíòåéíåðå íåò ÷óæàêîâ (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïàðàìåòðû

âûáðàíû âåðíî). Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîèçâîëüíîì êîíòåéíåðå ãëóáèíû d ñîãëàñíî

äîêàçàííîìó âûøå � íå áîëåå µBd,t 6 µBk,t < 1 ÷óæàêîâ.

Ïðè ýòîì â ñèëó (3.12) Bd,t = ad−kBk,t < ad−k/µ 6 1 ïðè d 6 k − 2, çíà÷èò, âñå

ýëåìåíòû íàõîäÿòñÿ â íèæíèõ äâóõ ñëîÿõ äåðåâà.

Îñòàëîñü óêàçàòü âûáîð ïàðàìåòðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèé âñåì íåîáõîäèìûì

óñëîâèÿì (3.11), (3.12), (3.13), (3.17). Íàïðèìåð, ïîäõîäèò ε = µ = 1/100, a = 10,

ν = 0.7. �

Ñëåäñòâèå 3.19. S∗(n) = O(n log n).

Óïðàæíåíèÿ

Óïð. 3.1. Ïîêàæèòå, ÷òî ðåçóëüòàò òåîðåìû 3.1 ìîæíî îáîáùèòü äî S∗(Lm,n) > 0.5(m+

n) log2m−O(m) ïðè m 6 n. [Ï. Ìèëòåðñåí, Ì. Ïàòåðñîí, Þ. Òàðóè]

Óïð. 3.2. Îöåíèòå ïðåäåë âîçìîæíîñòåé ìåòîäà òåîðåìû 3.3. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîä-

õîäÿùàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [0, 1/2] è

óáûâàåò íà îòðåçêå [1/2, 1], òî, ñêàæåì, f(1/2) 6 1.75.
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Óïð. 3.3. Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 3.16, ïîêàæèòå, ÷òî ãëóáèíà âûáîðà ýëåìåíòà ðàíãà 2

ðàâíà log2 n+ log2 log n±O(1). [Ý. ßî]

Êîììåíòàðèè. Òåîðåìà 3.1 äîêàçàíà â [7] ñ ÷óòü áîëåå òî÷íîé îöåíêîé n log2 n −
0.66n, à òàêæå â áîëåå îáùåé ôîðìå S∗(Lm,n) > 0.5(m+ n) log2m − 0.73m ïðè m 6 n.

Íåñêîëüêî áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî àñèìïòîòè÷åñêè òàêîé æå, íî óñòóïàþùåé â

òî÷íîñòè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà îöåíêè ïðèâåäåíî â [6]; ïðîñòàÿ è òî÷íàÿ ïî ïîðÿäêó îöåíêó

äîêàçûâàåòñÿ â [2]. Âåðõíÿÿ îöåíêà ïîëó÷åíà â [4], ñì. òàêæå [2].

Òåîðåìà 3.3 è ñëåäñòâèå 3.13 ñ êîíñòàíòîé C = 1.12 äîêàçàíû â ðàáîòå [5]. Òåîðåìà 3.4

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû î ÷åòûðåõ ôóíêöèÿõ Ð. Àëüñâåäå è Ä. Äàéêèíà.

Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 3.4 ïîëó÷åíû Â. Å. Àëåêñååâûì [1] (ñì. òàêæå [2]) è Ý. ßî [9].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.8 ñëåäóåò àäàïòèðîâàííîìó Æ. Ñåéôåðàñîì [8] âàðèàíòó

ìåòîäà ñîðòèðîâêè Ì. Àéòàè, ß. Êîìëîøà è Ý. Ñåìåðåäè [3]. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ êîí-

ñòàíòà â îöåíêå ãëóáèíû òåîðåìû 3.8 áåçóìíî âåëèêà. Â ðÿäå ðàáîò ïðåäïðèíèìàëèñü

ïîïûòêè óìåíüøèòü åå. Îïóáëèêîâàííûå ñ äîêàçàòåëüñòâàìè îöåíêè (äëÿ ðàçíîîáðàç-

íûõ ìîäèôèêàöèé àëãîðèòìà) èìåþò âåëè÷èíó ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ òûñÿ÷. Íåêîòîðûå

ïðèêèäêè äîïóñêàþò ñóùåñòâîâàíèå ñõåì ñ ãëóáèíîé â ðàéîíå 100 log2 n. Íà ïðàêòèêå

ëó÷øèå ðåçóëüòàòû äàþò âàðèàíòû ñõåì Áýò÷åðà [4] òåîðåòè÷åñêîé ãëóáèíû ïîðÿäêà

log2 n.

Âûáîð ìíîãî÷ëåíà f̂(y) = 1
64 + a

4 − ay2 − y6 ïðè a = 0.268 ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü

êîíñòàíòó â ñëåäñòâèè 3.13 äî C > 1.215, à îöåíêó òåîðåìû 3.5 � äî (3.43− o(1)) log2 n.
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