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1 Ââåäåíèå

1.1 Èñòîðèÿ âîïðîñà

Ñõåìà èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, ïàðàëëåëü-
íîé ìîäåëüþ âû÷èñëåíèé � åå áûñòðîäåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ çàäåðæêîé â
öåïî÷êå ìåæäó âõîäîì è âûõîäîì, à íå ñóììàðíûì âðåìåíåì âûïîëíåíèÿ
âñåõ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, êàê â ïîñëåäîâàòåëüíîé ìîäåëè. Â òåîðåòè-
÷åñêèõ ðàáîòàõ àíàëèç çàäåðæêè îáû÷íî çàìåíÿåòñÿ àíàëèçîì ãëóáèíû,
êîãäà âñå ýëåìåíòû èìåþò åäèíè÷íóþ çàäåðæêó è èãíîðèðóåòñÿ çàäåðæêà
íà ó÷àñòêàõ öåïåé ìåæäó ýëåìåíòàìè. Íî äàæå â ýòèõ äîïóùåíèÿõ, êàê
ïîêàçàë Â. Ì. Õðàï÷åíêî [32], ãëóáèíà (ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â
öåïî÷êå ñõåìû) ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò çàäåðæêè â åå ôèçè÷å-
ñêîì ñìûñëå (ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, èñ÷èñëÿåìîå â åäèíè÷íûõ çàäåðæêàõ,
íåîáõîäèìîå äëÿ óñòàíîâëåíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà íà âûõîäàõ ñõå-
ìû).

Èíòåðåñ ê îïòèìèçàöèè ãëóáèíû ñõåì äëÿ âûïîëíåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé ðîñ ïî ìåðå ðàçâèòèÿ ñõåìîòåõíèêè è óæå â 60-å ãîäû îòðàçèëñÿ
â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ [25, 14, 31] î ðåàëèçàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
÷èñåë. Â öåëîì æå, âîïðîñû ñëîæíîñòè âñåãäà èìåëè ïðèîðèòåò íàä âîïðî-
ñàìè ãëóáèíû ââèäó ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîäåëåé âû÷èñ-
ëåíèÿ, êàêèìè, íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû (èç òåîðèè
ìîæíî â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåñòè îäíîëåíòî÷íûå ìàøèíû Òüþðèíãà).

Ñëîæíîñòü, õîòü îíà ÿâíûì îáðàçîì è íå âëèÿåò íà áûñòðîäåéñòâèå
ñõåìû, âñå æå ÿâëÿåòñÿ âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé, îïðåäåëÿþùåé ïëîùàäü
(îáúåì) è, êàê ñëåäñòâèå, ïîòðåáëÿåìóþ ìîùíîñòü,1 êîòîðûå â ðåàëüíîñòè
íàêëàäûâàþò ñåðüåçíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ñïîñîá ñèíòåçà. Ïîýòîìó åñëè òà-
êàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, êàê îïòèìèçàöèÿ ñëîæíîñòè áåç ó÷åòà ãëóáèíû, âû-
ãëÿäèò åñòåñòâåííîé (ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîé ìîäåëè âû÷èñ-
ëåíèé, äëÿ êîòîðîé ãëóáèíà áåçðàçëè÷íà), òî ïðè îïòèìèçàöèè ïî ãëóáèíå
ïðàêòè÷åñêè îáóñëîâëåííîé ÿâëÿåòñÿ ñîïóòñòâóþùàÿ îïòèìèçàöèÿ (èëè õî-
òÿ áû àíàëèç) ñëîæíîñòè.

Òåîðåòè÷åñêè îïòèìèçàöèÿ ïî ãëóáèíå ñ ó÷åòîì ñëîæíîñòè ðàññìàòðè-
âàåòñÿ â äâóõ îñíîâíûõ ïîñòàíîâêàõ: (1) çàäàííóþ àðèôìåòè÷åñêóþ îïåðà-
öèþ ðåàëèçîâàòü ñõåìîé ñ âîçìîæíî ìåíüøèì ïîðÿäêîì ãëóáèíû è íàèëó÷-
øèì èçâåñòíûì ïîðÿäêîì ñëîæíîñòè, ëèáî (2) ïîñòðîèòü ñõåìó ñ âîçìîæíî
ìåíüøèì ïîðÿäêîì ñëîæíîñòè è íàèëó÷øèì èçâåñòíûì ïîðÿäêîì ãëóáèíû.
Ïåðâîé ïîñòàíîâêå ñëåäóåò, íàïðèìåð, îáçîð [40, ãë. 4], à âòîðîé � ðàáî-

1Õîòÿ, êàê âûÿñíèë Î. Ì. Êàñèì-Çàäå, ñâÿçü ìåæäó ñëîæíîñòüþ è ìîùíîñòüþ íå íàñòîëüêî îäíî-
çíà÷íà, ñì., íàïðèìåð, [15].
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òà [64]. Â ðÿäå ñëó÷àåâ íàèëó÷øèå èçâåñòíûå ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò äëÿ îáåèõ
ïîñòàíîâîê (êàê, íàïðèìåð, äëÿ óìíîæåíèÿ). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îïåðàöèè,
êîòîðàÿ ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì (îòíîñèòåëüíî ÷èñëà âõî-
äîâ) ïîðÿäêîì ãëóáèíû, âòîðàÿ ïîñòàíîâêà ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâà-
íà áîëåå êîíêðåòíî êàê ìèíèìèçàöèÿ ñëîæíîñòè ñõåìû ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé
ãëóáèíîé.

Â ðàìêàõ ïîñëåäíåé ïîñòàíîâêè â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ
àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè â êîíå÷íûõ ïîëÿõ: óìíîæåíèå, èíâåðòèðîâàíèå,
ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ïðè ïåðåõîäå ìåæäó íîðìàëüíûìè è ñòàíäàðò-
íûìè áàçèñàìè è íåêîòîðûå äðóãèå.

Òåîðèÿ êîíå÷íûõ ïîëåé áûëà çàëîæåíà â ðàáîòàõ Ôåðìà, Ýéëåðà, Ëå-
æàíäðà, Ãàóññà, Ãàëóà, Äèêñîíà è äðóãèõ âûäàþùèõ ó÷åíûõ, è äî ïîñëåä-
íåé ÷åòâåðòè 20-ãî âåêà ðàçâèâàëàñü êàê îáëàñòü ÷èñòîé ìàòåìàòèêè, íî
â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì êðèïòîãðàôèè, êàê îòìå÷àåòñÿ â [5], ê íàñòîÿùåìó
âðåìåíè ïðåâðàòèëàñü åäâà ëè íå â ïðèêëàäíîé ðàçäåë. Ñåãîäíÿ âîïðî-
ñàì ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè àðèôìåòèêè â êîíå÷íûõ ïîëÿõ ïîñâÿùåíî
íåñêîëüêî ñïåöèàëüíûõ êíèã (â îñíîâíîì çàðóáåæíûõ, ñì. [5]).

Îñîáåííîñòü âû÷èñëåíèé â êîíå÷íîì ïîëå ñîñòîèò â íåîáõîäèìîñòè âû-
áîðà ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ � îò íåãî ñóùåñòâåííî çàâèñèò ñïîñîá ðå-
àëèçàöèè (è, êàê ñëåäñòâèå, ñëîæíîñòü è ãëóáèíà ñõåìû). Ïðè ðàáîòå ñ
÷èñëàìè èëè ìíîãî÷ëåíàìè ýòîò âîïðîñ êàê áóäòî áû íå ñòîèò. Íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíû (è îïèñàíû â òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîòàõ)
ðàçíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, ïðàêòè÷åñêè èñïîëüçóþòñÿ äâà, ñòàíäàðòíîå è íîð-
ìàëüíîå, à òàêæå ïðîèçâîäíûå îò íèõ.

Íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå � ýëå-
ìåíòû ïîëÿ â íåì ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè, îñíîâíûå àðèôìåòè÷å-
ñêèå îïåðàöèè ñ êîòîðûìè ðåàëèçóþòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî.

Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãàìè ÷èñëîâûõ ìåòîäîâ, íà-
èáîëåå èçâåñòíûå èç êîòîðûõ áûëè ðàçðàáîòàíû À. À. Êàðàöóáîé [14],
À. Ë. Òîîìîì [29] (óòî÷íåí Êóêîì [48]), Ø�åíõàãå è Øòðàññåíîì [84] â 60-å
ãîäû. Íà ïîñëåäíåì ìåòîäå äîñòèãàþòñÿ îäíîâðåìåííî íàèëó÷øèå ïî ïî-
ðÿäêó èçâåñòíûå îöåíêè ãëóáèíû O(log n) è ñëîæíîñòè O(n log n log log n),
ãäå n � ðàçðÿäíîñòü ñîìíîæèòåëåé.2

Èíà÷å äåëî îáñòîèò ñ äåëåíèåì (èëè èíâåðòèðîâàíèåì, ò.ê. äåëåíèå ñâî-
äèòñÿ ê èíâåðòèðîâàíèþ è óìíîæåíèþ). Àñèìïòîòè÷åñêè áûñòðûå àëãî-

2Íåäàâíî Ôþðåð [55] ïîêàçàë, ÷òî óìíîæåíèå ÷èñåë ìîæíî âûïîëíÿòü ñî ñëîæíîñòüþ n2O(log∗ n) log n
è ãëóáèíîé O(log n log∗ n), ãäå log∗ n îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

blog2 . . . log2︸ ︷︷ ︸
log∗ n

nc = 1.
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ðèòìû äåëåíèÿ ÷èñåë3 îñíîâàíû íà ìåòîäå Êóêà [48] è èìåþò òàêóþ æå ïî
ïîðÿäêó ñëîæíîñòü, êàê è óìíîæåíèå. Îäíàêî ëîãàðèôìè÷åñêèé ïîðÿäîê
ãëóáèíû íà ýòèõ ìåòîäàõ íå äîñòèãàåòñÿ � íàèëó÷øàÿ èçâåñòíàÿ îöåíêà
ãëóáèíû òàêèõ ñõåì èìååò âèä O(log n log log n) [79]. Äëÿ ñëîæíîñòè ñõåì
ñ ãëóáèíîé O(log n) èçâåñòíà îöåíêà O(n1+ε) èç ðàáîòû [64].

Óïîìÿíóòûå ìåòîäû äåëåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ íà ñòåïåííûå ðÿäû, íî íå ïðè-
ëîæèìû ïðÿìî ê äåëåíèþ â êîíå÷íîì ïîëå (êîãäà äåëåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî
ìîäóëþ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà, ðåçóëüòàò âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íî). Áûñò-
ðûé ñïîñîá äåëåíèÿ (èíâåðòèðîâàíèÿ) â êîíå÷íîì ïîëå ñîñòîèò â ïðèìå-
íåíèè àëãîðèòìà Åâêëèäà � íàèëó÷øàÿ èçâåñòíàÿ äëÿ íåãî îöåíêà ñëîæ-
íîñòè, O(n log2 n log log n), äîñòèãàåòñÿ â ìåòîäå Êíóòà�Ø�åíõàãå [81]. Äëÿ
ãëóáèíû ñîîòâåòñòâóþùåé ñõåìû ìîæíî óêàçàòü îöåíêó O(n). Ñõåìà ñëîæ-
íîñòè O(nw log n), ãäå w < 1, 667 � ýêñïîíåíòà óìíîæåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðà√
n ×

√
n è

√
n × n, ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ìåòîäîì àääèòèâíûõ öåïî÷åê

(ïðèâåäåííàÿ îöåíêà âûòåêàåò èç ðàáîò [42, 44, 67]). Ãëóáèíà â ýòîì ìåòîäå
îöåíèâàåòñÿ êàê O(log2 n).

Ñõåìû ëîãàðèôìè÷åñêîé ãëóáèíû äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ â êîíå÷íîì ïîëå
âïåðâûå áûëè ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ [73, 57] â êîíöå 80-õ ãîäîâ. Ñëîæíîñòü
ýòèõ ñõåì îöåíèâàëàñü àâòîðàìè êàê nO(1), à ãëóáèíà � êàê O(log n). Àíà-
ëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ñëîæíîñòè è ãëóáèíû ïðåäëîæåííûõ ñõåì íåëüçÿ
ïðèâåñòè ëó÷øèå îöåíêè, ÷åì O(n5) è 15 log2 n ñîîòâåòñòâåííî. Óëó÷øåíèå
ýòîãî ðåçóëüòàòà ÿâëÿëîñü ñòèìóëîì äëÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Â íîðìàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè êîíå÷íîãî ïîëÿ ìîæíî áûñòðî âûïîëíÿòü
âîçâåäåíèå â ñòåïåíü îïðåäåëåííîãî âèäà, îäíàêî äðóãèå îñíîâíûå îïåðà-
öèè (ïðåæäå âñåãî, óìíîæåíèå) â ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííîé äëÿ íîðìàëü-
íûõ áàçèñîâ òåõíèêå âûïîëíÿþòñÿ ñóùåñòâåííî ñëîæíåå, ÷åì â ñòàíäàðò-
íûõ áàçèñàõ (ðå÷ü èäåò îá îáùåì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó íà ïðàêòèêå èñïîëü-
çóþòñÿ êîíêðåòíûå áàçèñû, â êîòîðûõ íåîáõîäèìûå îïåðàöèè ðåàëèçóþòñÿ
ýôôåêòèâíî). Â ïîñëåäíåå âðåìÿ (íàïðèìåð, [70, 4]) áûëà âûñêàçàíà èäåÿ
î òîì, ÷òî äëÿ óñêîðåíèÿ ðåàëèçàöèè ìíîãèõ îïåðàöèé â íîðìàëüíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè, à òàêæå íåêîòîðûõ îïåðàöèé â ñòàíäàðòíîì, öåëåñîîáðàçíî (êàê
ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê è äëÿ ïîëó÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê)
èñïîëüçîâàòü ïåðåõîäû ìåæäó íîðìàëüíûìè è ñòàíäàðòíûìè áàçèñàìè.
Îöåíêè âèäà O(nα), α < 2, äëÿ ñëîæíîñòè ïåðåõîäà â îáùåì ñëó÷àå, ïî-
âèäèìîìó, äî ñèõ ïîð íå áûëè èçâåñòíû. Ïîëó÷åíèå òàêèõ îöåíîê òàêæå
ÿâëÿëîñü ñòèìóëîì äëÿ äàííîé ðàáîòû.

3Çàäà÷à äåëåíèÿ äâóõ ÷èñåë ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ÷àñòíîãî ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ (îáû÷íî ñ òîé
æå, ñ êîòîðîé çàäàíû äåëèìîå è äåëèòåëü).
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1.2 Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:
1. Ïîëó÷åíà íîâàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè èíâåðòèðîâàíèÿ â ñòàí-

äàðòíîì áàçèñå êîíå÷íîãî ïîëÿ ïðè ðåàëèçàöèè ñõåìàìè ëîãàðèôìè÷åñêîé
ãëóáèíû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

2. Ïîëó÷åíà íîâàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ñõåìíîé ãëóáèíû èíâåðòèðîâàíèÿ â
êîíå÷íîì ïîëå õàðàêòåðèñòèêè äâà.

3. Ïîëó÷åíû íîâûå âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ïåðåõîäà ìåæäó ñòàí-
äàðòíûìè è íîðìàëüíûìè áàçèñàìè êîíå÷íûõ ïîëåé â îáùåì ñëó÷àå, â òîì
÷èñëå, äëÿ ðåàëèçàöèè ñõåìàìè ëîãàðèôìè÷åñêîé ãëóáèíû. Êàê ñëåäñòâèå,
ïîëó÷åíû íîâûå âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ â íîðìàëüíîì áà-
çèñå, ïðîâåðêè áàçèñíîñòè íîðìàëüíîé ñèñòåìû â ñòàíäàðòíîì áàçèñå è
íåêîòîðûõ äðóãèõ îïåðàöèé â êîíå÷íûõ ïîëÿõ.

Èçëîæåíèå ïîñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Â ãëàâå 2 äàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ñâåäåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî

õàðàêòåðà.
Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ñõåì m-

êðàòíîãî óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n íàä êîíå÷íûì ïîëåì
ñ ãëóáèíîé O(log(mn)). Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ïîðÿäêà ñëîæíîñòè
òàêèõ ñõåì îòíîñèòåëüíî n. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû ôîðìóëèðóåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 3.4 Ïóñòü j, l, r ∈ N, j ≤ dlog2 log2me. Òîãäà m-êðàòíîå óìíî-
æåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä GF (q) ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n âûïîë-
íÿåòñÿ ñõåìîé Mm,n ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

L(Mm,n) = O
(
lajm1+ 1

r(3− 1

2j + 2,5

l2j )n1+ 1

l4j
(
2−j log(mn) log log(mn) + l2

))
,

D(Mm,n) = O
(
(l + j) logm+ r(1 + l/2j) log n

)
,

ãäå a = 81, åñëè q ÷åòíî, è a = 8, èíà÷å.
Îöåíêè òåîðåìû 3.4 èñïîëüçóþòñÿ ïðè âûâîäå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ î

ñõåìíîé ðåàëèçàöèè èíâåðòèðîâàíèÿ.
Â ãëàâå 4 èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ñõåì äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ â

êîíå÷íîì ïîëå GF (qn) ñ ãëóáèíîé O(log n).
Ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ¾ïàðàëëåëüíîé¿ ñõåìû èíâåðòèðîâà-

íèÿ, ñîñòîÿùåé èç ïîäñõåì, ðåàëèçóþùèõ óìíîæåíèÿ, ìíîãîêðàòíûå óìíî-
æåíèÿ è îïåðàöèè Ôðîáåíèóñà (âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü âèäà qk) â ïîëåGF (qn).
Äîêàçàíà
Òåîðåìà 4.3 Ïóñòü r ∈ N. Òîãäà èíâåðòèðîâàíèå â ñòàíäàðòíîì áàçèñå
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ïîëÿ GF (qn) ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé In ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

L(In) = O(rn1/r(nw + n1,5 log n log log n)), D(In) = O(r log n),

ãäå w � ýêñïîíåíòà óìíîæåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðà
√
n×

√
n è

√
n× n.

Â ÷àñòíîñòè (ò.ê. w < 1, 667), ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó äëÿ èíâåðòèðî-
âàíèÿ ñëîæíîñòè O(n1,667) è ãëóáèíû O(log n).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ëó÷øèå îöåíêè ñëîæíîñòè äëÿ
ñòàíäàðòíûõ èëè íîðìàëüíûõ áàçèñîâ, èìåþùèõ íèçêóþ òðàíçèòèâíóþ
ñëîæíîñòü (ò. å. ñëîæíîñòü ïåðåõîäà â ïàðå ñòàíäàðòíûé�íîðìàëüíûé áà-
çèñ).
Òåîðåìà 4.4 Ïóñòü R ∈ N, R = o(log n/ log log n). Ïóñòü ñõåìû T ′ è
T ′′ ðåàëèçóþò ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìîé è îáðàòíûé ïåðåõîäû ìåæäó íîð-
ìàëüíûì è ñòàíäàðòíûì áàçèñàìè ïîëÿ GF (qn). Òîãäà äëÿ èíâåðòèðîâà-
íèÿ â ëþáîì èç óêàçàííûõ áàçèñîâ ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó In ñëîæíî-
ñòè è ãëóáèíû

L(In) = O(Rbn1+2/R) +O(R R
√
n)(L(T ′) + L(T ′′));

D(In) = O(R(log n+D(T ′) +D(T ′′))),

ãäå b = (4/3) log2 3, åñëè q ÷åòíî, è b = 1, åñëè q íå÷åòíî.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü ãàóññîâû íîðìàëüíûå áàçèñû

(ÃÍÁ).
Óòâåðæäåíèå 4.2 Ïóñòü k = o(log n) è ε > 0, ε = Ω(log log n/ log n).
Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó èíâåðòèðîâàíèÿ â ÃÍÁ k-ãî òèïà ïîëÿ
GF (qn) ñëîæíîñòè O(ε−bn1+ε) è ãëóáèíû O(ε−1 log n), ãäå b � èç ïðåäû-
äóùåé òåîðåìû.

Äàëåå â ðàáîòå âûÿñíÿåòñÿ âîïðîñ î ìèíèìèçàöèè ãëóáèíû ñõåìû èí-
âåðòèðîâàíèÿ â ïîëÿõ õàðàêòåðèñòèêè äâà. Ïîêàçàíî, ÷òî èíâåðòèðîâà-
íèå â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå ïîëÿ GF (2n) ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé ãëó-
áèíû àñèìïòîòè÷åñêè (3 + σ) log2 n, ãäå σ � êîíñòàíòà ãëóáèíû ìíîãî-
êðàòíîãî ñëîæåíèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøåå ÷èñëî, òàêîå,
÷òî ñóùåñòâóåò ñõåìà ñëîæåíèÿ n îäíîðàçðÿäíûõ ÷èñåë, èìåþùàÿ ãëóáèíó
(σ + o(1)) log2 n (èçâåñòíî, ÷òî σ < 3, 44). Ñëîæíîñòü ïîñòðîåííîé ñõåìû
èíâåðòèðîâàíèÿ ðàâíà O(n4). Äàííûé ðåçóëüòàò âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé
òåîðåìû î ñëîæíîñòè è ãëóáèíå ðåàëèçàöèè âîçâåäåíèÿ â ïðîèçâîëüíóþ
ñòåïåíü â êîíå÷íîì ïîëå.
Òåîðåìà 4.5 Ïóñòü m � âåñ ÷èñëà E. Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó
Em,n, ðåàëèçóþùóþ îïåðàöèþ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü E â ïîëå GF (2n), ñî
ñëîæíîñòüþ è ãëóáèíîé (ïðè ε > 0)

L(En,m) ≤ (1 + o(1))
log2(mn) + C0(ε)

log2(m
2n)

·m2n2 + C1(ε)m
2+εn1+ε;
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D(En,m) ≤ (2 + ε) log2 n+ 4, 44 log2m+O(log2 log n) + C2(ε),

ãäå Ci � íåêîòîðûå îãðàíè÷åííûå íà ëþáîì îòðåçêå èíòåðâàëà (0, 1] ôóíê-
öèè.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà ïðèìåíåíèè äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìè-
ðîâàíèÿ, â îòíîøåíèè êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 4.10 Ïóñòü ε > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2,
ñîäåðæàùåå íå ìåíåå L ýëåìåíòîâ, â êîòîðîì äèñêðåòíîå ëîãàðèôìè-
ðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ (ïðè L → ∞), íå ïðåâîñõîäÿùåé
C1(ε)L

ε, è ãëóáèíîé ε log2 L+C3(ε) +O(log logL), ãäå C1, C3 � íåêîòîðûå
îãðàíè÷åííûå íà ëþáîì îòðåçêå èíòåðâàëà (0, 1] ôóíêöèè.

Â ãëàâå 5 îïèñûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ñõåì äëÿ ðåàëèçàöèè ïåðåõîäîâ ìåæ-
äó íîðìàëüíûìè è ñòàíäàðòíûìè áàçèñàìè è ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå
ïðèëîæåíèÿ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 5.2Ïåðåõîä ìåæäó äâóìÿ ëþáûìè íîðìàëüíûìè èëè ñòàíäàðò-
íûìè áàçèñàìè ïîëÿ GF (qn) ìîæåò áûòü âûïîëíåí ñõåìîé ñëîæíîñòè
O(nν) è ãëóáèíû O(log n), ãäå

ν > min
σ∈[0, 1]

max{ω(σ, 1− σ, 1), ω((1 + σ)/2, (1 + σ)/2, 1)},

à ω(α, β, γ) � ýêñïîíåíòà óìíîæåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðà nα×nβ è nβ ×nγ.
Èç äàííîé òåîðåìû ñëåäóåò (ïðè ïîäñòàíîâêå èçâåñòíûõ îöåíîê äëÿ

ìàòðè÷íûõ ýêñïîíåíò), ÷òî äëÿ ñëîæíîñòè ïîñòðîåííûõ ñõåì ñïðàâåäëèâà
îöåíêà O(n1,806). Êàê ñëåäñòâèå, óìíîæåíèå èëè èíâåðòèðîâàíèå â ïðîèç-
âîëüíîì íîðìàëüíîì áàçèñå ïîëÿ GF (qn) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî ñõåìîé
ñëîæíîñòè O(n1,806) è ãëóáèíû O(log n). Ýòî ïðèìåðû îïåðàöèé, êîòîðûå
âûïîëíÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè áûñòðåå ïîñðåäñòâîì ïåðåõîäà ê ñòàíäàðò-
íîìó áàçèñó, ÷åì ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûìè äëÿ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ àë-
ãîðèòìàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îïåðàöèè â ñòàíäàðòíîì áàçèñå, êîòîðàÿ ìîæåò
áûòü âûïîëíåíà áûñòðåå çà ñ÷åò ïåðåõîäà ê íîðìàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ,
ïðèâîäèòñÿ òåñò íà áàçèñíîñòü íîðìàëüíîé ñèñòåìû, ò. å. çàäà÷à ïðîâåðêè,
ïîðîæäàåò ëè çàäàííûé ýëåìåíò β íîðìàëüíûé áàçèñ â ïîëå GF (qn). Ïî-
êàçàíî, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ òàêæå ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé ñëîæíîñòè O(n1,806) è
ãëóáèíû O(log n).

Îñëàáëÿÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ãëóáèíó, îöåíêè ñëîæíîñòè ïåðåõîäîâ ìîæíî
óëó÷øèòü äëÿ íåêîòîðûõ áàçèñîâ. Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 5.3 Ïåðåõîä îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ê íîðìàëüíîìó áàçèñó B
â ïîëå GF (qn) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ñõåìîé ñëîæíîñòè O(

√
nCB) +
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O(n1,667), à îáðàòíûé ïåðåõîä ìîæíî âûïîëíèòü ñõåìîé ñëîæíîñòè

O(n1,667) +O(n1,5 log q log n log log n),

ãäå CB � ñëîæíîñòü áàçèñà B.
Ìåòîä óìíîæåíèÿ â íîðìàëüíûõ áàçèñàõ, âûòåêàþùèé èç ýòîé òåîðåìû,

ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïîëåé ñ ìàëûì îñíîâàíèåì q.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû àâòîðîì â ðàáîòàõ [91�
93]. Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 96 ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ-
÷àåò 93 íàèìåíîâàíèÿ.

10



2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå

ñâåäåíèÿ

2.1 Êîíå÷íûå ïîëÿ

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëåì íàçûâàåòñÿ êîëüöî ñ åäèíèöåé, íåíóëåâûå ýëåìåíòû
êîòîðîãî îáðàçóþò àáåëåâó ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ. Ýòà
ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé ïîëÿ. Êîíå÷íûì ïîëåì íà-
çûâàåòñÿ ïîëå, ñîäåðæàùåå êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ � ýòî ÷èñëî íàçûâà-
åòñÿ ïîðÿäêîì ïîëÿ. Ïîðÿäîê êîíå÷íîãî ïîëÿ ìîæåò áûòü òîëüêî ñòåïåíüþ
ïðîñòîãî ÷èñëà (êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ), è ïðè ýòîì âñå
ïîëÿ îäíîãî ïîðÿäêà èçîìîðôíû. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî
ïîëÿ � öèêëè÷åñêàÿ. Åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà êîíå÷íîå
ïîëå ïîðÿäêà q îáîçíà÷àåòñÿ GF (q) (GF � ñîêðàùåíèå îò Galois �eld, ò.å.
ïîëå Ãàëóà). Èíîãäà òàêæå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå Fq. Ïîäðîáíîå èçëî-
æåíèå òåîðèè êîíå÷íûõ ïîëåé ñîäåðæèòñÿ â [3, 19, 69, 5]; â ïîñëåäíèõ äâóõ
êíèãàõ îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêîìó àñïåêòó òåîðèè.

Ïîëå GF (qn) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàñøèðåíèå ïîëÿ GF (q) (èëè
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä GF (q)) ñòåïåíè n � âñå ýëåìåíòû GF (qn) ïî-
ðîæäàþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè íàä GF (q) áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ. Ñ
ðàçëè÷íûì âûáîðîì áàçèñà ñâÿçàíû ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ
ïîëÿ (ïîä ïðåäñòàâëåíèåì ïîíèìàåòñÿ ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ).

Ïðè ðåàëèçàöèè îïåðàöèé â êîíå÷íîì ïîëå GF (qn) èñïîëüçóåòñÿ äâà
îñíîâíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ: ñòàíäàðòíîå (èëè ïîëèíîìèàëüíîå), â êîòîðîì
ýëåìåíòû ïîëÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå n − 1,
à îïåðàöèè ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ìîäóëþ íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî íàä GF (q)
ìíîãî÷ëåíà mn(t) ñòåïåíè n, è íîðìàëüíîå, êîãäà ýëåìåíòû ïîëÿ ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè íàä GF (q) ñ áàçèñíûìè ýëåìåíòàìè

α, αq, αq2

, . . . , αqn−1

,

ãäå α � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò (èëè ãåíåðàòîð) áàçèñà. Â îáîèõ ñëó÷à-
ÿõ ýëåìåíòû ïîëÿ êîäèðóþòñÿ íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ â ðàçëîæåíèè ïî
ñîîòâåòñòâóþùåìó áàçèñó.

Ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèþ ýëåìåíòîâ ïîëÿ
â áàçèñå

A = {1, α, α2, . . . , αn−1},
íàçûâàåìîì ñòàíäàðòíûì (èëè ïîëèíîìèàëüíûì) áàçèñîì, ãäå α � êî-
ðåíü mn(t). Íàïðèìåð, ìîæíî âûáðàòü α ñîîòâåòñòâóþùèì îäíî÷ëåíó t â
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ÿâíîé ïîëèíîìèàëüíîé çàïèñè. Íîðìàëüíûé áàçèñ

B = {αq0

, αq1

, αq2

, . . . , αqn−1},

òàêæå ïîðîæäàåòñÿ êîðíåì α íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n, îä-
íàêî òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, ÷òîáû êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà,
α, αq, αq2

, . . . , αqn−1, áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä GF (q). Èçâåñòíî, ÷òî
ïàðà áàçèñîâ (A,B) ñ îäíèì è òåì æå ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì ìîæåò
áûòü ïîñòðîåíà â ïðîèçâîëüíîì êîíå÷íîì ïîëå. Íåîáõîäèìîå îáîñíîâàíèå
ìîæíî íàéòè â [19, 69].

Â òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîòàõ èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëÿ, â
÷àñòíîñòè, ìàòðè÷íîå (ñì., íàïðèìåð, [73, 57]). Ìîæíî òàêæå ðàññìîòðåòü
íå ñâÿçàííîå ñ âûáîðîì áàçèñà ëîãàðèôìè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì
íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ êîäèðóþòñÿ ñòåïåíÿìè îòíîñèòåëüíî ïîðîæäàþ-
ùåãî ýëåìåíòà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû. Óìíîæåíèå â òàêîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè ñâîäèòñÿ ê ñëîæåíèþ ïîêàçàòåëåé, îäíàêî òðóäîåìêîñòü ñëîæåíèÿ
â ïîëå ñðàâíèâàåòñÿ ñ òðóäîåìêîñòüþ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ, ïî-
ýòîìó íà ïðàêòèêå ëîãàðèôìè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïî÷òè íå ïðèìåíÿåòñÿ.

2.2 Ñõåìû íàä GF (q)

Â êà÷åñòâå ìîäåëè äëÿ ðåàëèçàöèè îïåðàöèé â êîíå÷íîì ïîëå GF (qn) ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ñõåìû íàä GF (q), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ñõå-
ìàì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ñì. [23, 33]), ò.å. êàê îðèåíòèðîâàííûå
ãðàôû áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ ñ âåðøèíàìè-âõîäàìè, êîòîðûì ïðè-
ïèñàíû ñèìâîëû ïåðåìåííûõ èëè êîíñòàíòû, è ôóíêöèîíàëüíûìè ýëåìåí-
òàìè â äðóãèõ âåðøèíàõ; íåêîòîðûå âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ âûõîäàìè. Âõîäû
è âûõîäû ýëåìåíòîâ ñõåìû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â GF (q), à ñàìè ôóíê-
öèîíàëüíûå ýëåìåíòû ðåàëèçóþò ôóíêöèè íàä GF (q). Ïîíÿòèå ñõåìû íàä
GF (2) òîæäåñòâåííî ïîíÿòèþ áóëåâîé ñõåìû.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ñõåìíîãî áàçèñà âûáèðàåòñÿ (ôóíêöèîíàëüíî ïîë-
íûé) áàçèñ áèíàðíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé: ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ,
óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ, à òàêæå êîíñòàíò. Ñëó÷àè èñïîëüçîâàíèÿ äðóãèõ
áàçèñîâ áóäóò ñïåöèàëüíî îãîâàðèâàòüñÿ. Òàê, ïðè ðåàëèçàöèè ëèíåéíûõ
îïåðàöèé áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ëèíåéíûé áàçèñ èç îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, âû-
÷èòàíèÿ è ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ (óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòû ïîëÿ GF (q)).

Ñõåìû íàä GF (q) ìîæíî ïðåâðàòèòü â îáû÷íûå áóëåâû ñõåìû, åñëè
ïðèìåíèòü äâîè÷íîå êîäèðîâàíèå âõîäîâ è çàìåíèòü ôóíêöèîíàëüíûå ýëå-
ìåíòû ðåàëèçóþùèìè èõ áóëåâûìè ñõåìàìè.

Ïîíÿòèÿ ñëîæíîñòè è ãëóáèíû ñõåì íàä GF (q) ââîäÿòñÿ ñòàíäàðòíûì
îáðàçîì, êàê â [23, 33]. Ñëîæíîñòü ñõåìû S îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîëè÷åñòâî
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ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â íåé è îáîçíà÷àåòñÿ L(S), à ãëóáèíà � êàê
ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â öåïî÷êå, âåäóùåé îò âõîäà ê âûõîäó
ñõåìû, è îáîçíà÷àåòñÿ D(S). Ñëîæíîñòü è ãëóáèíà ôóíêöèè f íàä GF (q)
îïðåäåëÿþòñÿ êàê

L(f) = min{L(S) | S ðåàëèçóåò f},

D(f) = min{D(S) | S ðåàëèçóåò f}.

2.3 Îñíîâíûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè â êîíå÷íûõ

ïîëÿõ

Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ â ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè ïîëÿ GF (qn), èñ-
ïîëüçóþùåì ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó, âûïîëíÿþòñÿ ïîêîîðäèíàòíî è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ðåàëèçóþòñÿ ñõåìîé íàä GF (q) ñëîæíîñòè n è ãëóáèíû 1.

Ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïî ïîðÿäêó ñîâïàäàåò ñî
ñëîæíîñòüþ îáû÷íîãî óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n. Áîëåå òî÷íî,
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà (èç ðàáîòû [86], ñì. òàêæå [59, ãë. 9]):

Ëåììà 2.1 (Øòðàññåí, 1973) Ïóñòü Ln è Dn � ñëîæíîñòü è ãëóáèíà
ñõåìû óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n − 1 íàä GF (q). Òîãäà ìîæ-
íî ïîñòðîèòü ñõåìó Mn óìíîæåíèÿ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïîëÿ GF (qn)
ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

L(Mn) ≤ 3Ln + n; D(Mn) ≤ 3Dn + 1.

Ñòàíäàðòíûé ìåòîä óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ èìååò ñëîæíîñòü O(n2).
Ýòà îöåíêà áûëà óëó÷øåíà â 1962 ã. À. À. Êàðàöóáîé [14], êîòîðûé ïðåä-
ëîæèë ìåòîä ¾äåëåíèÿ ïîïîëàì¿ ñëîæíîñòè O(nlog2 3). Âñêîðå À. Ë. Òî-
îì [29] ïîêàçàë, ÷òî óìíîæåíèå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ñõåìîé ïî÷òè ëèíåé-
íîé ñëîæíîñòè c

√
log nn. Íàèëó÷øàÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îöåíêà ñëîæíîñòè

O(n log n log log n) áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòåØ�åíõàãå èØòðàññåíà [84], ïðàâ-
äà, ýòîò ìåòîä íåïðèìåíèì ê óìíîæåíèþ íàä ïîëÿìè õàðàêòåðèñòèêè 2. Â
1977 ã. Ø�åíõàãå [83] ïðåäúÿâèë ìåòîä óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëÿìè
÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè ñ òàêèì æå ïîðÿäêîì ñëîæíîñòè. (Â äåéñòâèòåëü-
íîñòè, â ðàáîòàõ [14, 29, 84] èçó÷àëîñü óìíîæåíèå ÷èñåë, îäíàêî ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ìåòîäû ïåðåíîñÿòñÿ íà óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ.) Âñå óêàçàííûå
ìåòîäû ðåàëèçóþòñÿ ñ ãëóáèíîé O(log n). Áîëåå ïîäðîáíî îá óìíîæåíèè
ìíîãî÷ëåíîâ ñì. [59, 37].

Óìíîæåíèå â íîðìàëüíîì áàçèñå B âûïîëíÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì àëãîðèò-
ìîì Ìåññè�Îìóðà [74] (ñì. òàêæå [5, 69]) ñî ñëîæíîñòüþ O(CBn), ãäå CB �
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ñëîæíîñòü áàçèñà � ïîíÿòèå, âûòåêàþùåå èç ñòðóêòóðû ýòîãî àëãîðèòìà.
Ñëîæíîñòü íîðìàëüíîãî áàçèñà ñ ãåíåðàòîðîì α îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóì-
ìàðíîå êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ â ðàçëîæåíèè ýëåìåíòîâ

ααq0

, ααq1

, . . . , ααqn−1

â ýòîì áàçèñå. Äëÿ ëþáîãî áàçèñà B âûïîëíåíî

2n− 1 ≤ CB < n2.

Áàçèñû, äëÿ êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè, íàçûâàþòñÿ
îïòèìàëüíûìè. Äëÿ îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ ðàçðàáîòàíû àëãî-
ðèòìû óìíîæåíèÿ ñ òåîðåòè÷åñêîé îöåíêîé ñëîæíîñòè O(n log n log log n)
(íàïðèìåð, [56]), îäíàêî òàêèå áàçèñû ñóùåñòâóþò íå âî âñåõ ïîëÿõ. Áîëåå
ïîäðîáíî âîïðîñû ðåàëèçàöèè îïåðàöèé â íîðìàëüíûõ áàçèñàõ ðàññìàòðè-
âàþòñÿ â [5, 69].

2.4 Ëèíåéíûå îïåðàöèè

Îòîáðàæåíèå U : GF (q)n → GF (q)m íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè ñóùåñòâó-
åò òàêàÿm×n-ìàòðèöà AU íàä GF (q), ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ GF (q)n

âûïîëíåíî U(x) = AUx. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå
U èìååò ðàçìåðíîñòü m× n.

Â ñòàíäàðòíîì ìåòîäå óìíîæåíèå ïîñòîÿííîé ìàòðèöû ðàçìåðà m ×
n íà âåêòîð ðåàëèçóåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(mn). Àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûé
ðåçóëüòàò äëÿ ñëîæíîñòè ïðîèçâîëüíîãî áóëåâîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ
áûë ïîëó÷åí Î. Á. Ëóïàíîâûì â ðàáîòå [21] (ñì. òàêæå [23]; îáîáùåíèå
ìåòîäà Ëóïàíîâà äëÿ îòîáðàæåíèé íàä GF (q) îïèñàíî â [18]):

Ëåììà 2.2 (Ëóïàíîâ, 1956) Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ðàçìåðíîñòè m×
n íàä GF (q) ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé ñëîæíîñòè (1+o(1))(mn/ logq m) è ãëó-
áèíû dlog2 ne+ 2.

Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ñ òðàíñïîíèðîâàííûìè ìàòðèöàìè èìåþò ïðè-
ìåðíî îäèíàêîâóþ ñëîæíîñòü â ñèëó ò.í. ïðèíöèïà òðàíñïîçèöèè. Èñòî-
ðèÿ ìíîãîêðàòíî ïåðåîòêðûâàâøåãîñÿ ïðèíöèïà òðàíñïîçèöèè âîñõîäèò, â
òîì ÷èñëå, ê óïîìÿíóòîé ðàáîòå Î. Á. Ëóïàíîâà 1956 ã. [21], â êîòîðîé èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï òðàíñïîçèöèè äëÿ âåíòèëüíûõ ñõåì. Â íàèáîëåå îáùåé
ôîðìóëèðîâêå, ïðèíàäëåæàùåé Ôèäó÷÷èà [54], ïðèíöèï òðàíñïîçèöèè ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñõåìû äëÿ áèëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Áîëåå ïîëíûé
èñòîðè÷åñêèé îáçîð ñîäåðæèòñÿ â ñòàòüÿõ [11, 39, 9].
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Ëåììà 2.3 (Ïðèíöèï òðàíñïîçèöèè) Åñëè ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ðà-
çìåðíîñòè m× n ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé íàä ëèíåéíûì áàçèñîì ñëîæíîñòè
L è ãëóáèíû D, òî ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ îòîáðàæå-
íèå ñ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé è èìåþùóþ ñëîæíîñòü è ãëóáèíó íå
âûøå L+m è 3D + dlog2me ñîîòâåòñòâåííî.

Îöåíêà äëÿ ãëóáèíû ïîëó÷àåòñÿ ïðè îïòèìèçàöèè ñõåìû äëÿ òðàíñ-
ïîíèðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ (ñì. [9]) ïî ãëóáèíå ïðè ïîìîùè ìåòîäà [20]
(èëè [65], ñì. òàêæå [8]). Ýòî çàìå÷àíèå î ñîâïàäåíèè ïîðÿäêà ãëóáèíû
ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ñ òðàíñïîíèðîâàííûìè ìàòðèöàìè ôàêòè÷åñêè ñî-
äåðæèòñÿ â [71].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèíöèï òðàíñïîçèöèè (òî÷íåå, àëãîðèòì ïî-
ñòðîåíèÿ ñõåìû, êîòîðûé çà íèì ñêðûâàåòñÿ) ñëóæèò ïðåæäå âñåãî äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ñõåì ñ çàäàííûìè ñëîæíîñòüþ è ãëóáèíîé
è íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî ñõåìà, êîòîðóþ îí ñòðî-
èò, îáû÷íî èìååò íåðåãóëÿðíóþ ñòðóêòóðó (íå ïîääàåòñÿ ðàçáèåíèþ íà
íåñêîëüêî ïðîñòûõ ëîãè÷åñêèõ áëîêîâ). Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò íåêîòî-
ðûå ïðîñòûå îïåðàöèè (îáû÷íî èìåþùèå ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü), ñõåìû äëÿ
êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ÿâíî.

2.5 Óìíîæåíèå ìàòðèö

Îáçîðû òåîðèè ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ íà ðóññêîì ÿçûêå ìîæíî íàéòè â
ðàáîòå Â. Á. Àëåêñååâà [1] è êíèãå Êíóòà [16, ï. 4.6.4] (îñíîâíàÿ ÷àñòü ìàòå-
ðèàëà â ïîñëåäíåé äàåòñÿ â âèäå óïðàæíåíèé). Èç çàðóáåæíûõ èñòî÷íèêîâ
íàèáîëåå ïîëíîå èçëîæåíèå ñîäåðæèòñÿ â êíèãå [45].

Còàíäàðòíûé ìåòîä óìíîæåíèÿ n × n-ìàòðèö èñïîëüçóåò O(n3) îïå-
ðàöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü âûïîëíåíû c ãëóáèíîé 1 + dlog ne. Â 1968 ã.
Øòðàññåí ïðåäëîæèë ìåòîä [85], èñïîëüçóþùèé O(nlog2 7) îïåðàöèé, èäåÿ
êîòîðîãî àíàëîãè÷íà èäåå ¾äåëåíèÿ ïîïîëàì¿ èç ìåòîäà À. À. Êàðàöóáû
äëÿ îáû÷íîãî óìíîæåíèÿ.

Êîíñòàíòà â ïîêàçàòåëå ïîðÿäêà ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö íàçûâà-
åòñÿ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòîé. Äàëåå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì
äîñòèæèìîé ýêñïîíåíòû, ïîä êîòîðîé ïîíèìàåòñÿ ëþáîå w, äëÿ êîòîðîãî
ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(nw). Àáñîëþòíàÿ ýêñïîíåíòà ω îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê íèæíÿÿ ãðàíü äëÿ äîñòèæèìûõ ýêñïîíåíò � àëãîðèòì ñëîæíî-
ñòè O(nω) ïðè ýòîì ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü (ñì. [59, ãë. 12]).

Ñ 1968 ã. âåëè÷èíà ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû íåîäíîêðàòíî óòî÷íÿëàñü.
Ðåêîðäíîå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü çíà÷åíèå, w ≈ 2, 376, áûëî ïîëó÷åíî Êó-
ïåðøìèòîì è Âèíîãðàäîì [51] â êîíöå 80-õ ãã. Íà ïðàêòèêå âñå æå ïðè-
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ìåíÿþòñÿ âàðèàíòû ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà è ìåòîäà Øòðàññåíà, è ñîâñåì
ðåäêî � ìåòîäû ñ ëó÷øèì ïîðÿäêîì ñëîæíîñòè. Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî èç-
âåñòíûå àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ ñëîæíîñòè O(n2,77) íå èìåþò ïðèêëàäíîãî
çíà÷åíèÿ.

Ïî àíàëîãèè ñ óìíîæåíèåì êâàäðàòíûõ ìàòðèö îïðåäåëÿåòñÿ è ýêñïî-
íåíòà äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî óìíîæåíèÿ Tm,n,p (óìíîæåíèå ìàòðèöû ðàçìåðà
m × n íà ìàòðèöó ðàçìåðà n × p). Ðàçðàáîòàííûå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè
(2006 ã.) àëãîðèòìû ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ áèëèíåéíûìè (ïî-
äðîáíåå î áèëèíåéíûõ àëãîðèòìàõ ñì. [1, 16]). Èçâåñòíî [66, 87], ÷òî äëÿ
îöåíêè ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî áèëèíåé-
íûå àëãîðèòìû. Ñïðàâåäëèâî ñëåäñòâèå èç [26]:

Ëåììà 2.4 (Ïàí, 1972) Ìàòðè÷íûå óìíîæåíèÿ âèäà Tnσ(α),nσ(β),nσ(γ), ãäå
σ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {α, β, γ},
èìåþò îäíó è òó æå ýêñïîíåíòó.

Îöåíêè ñëîæíîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî óìíîæåíèÿ ìàòðèö ñîäåðæàòñÿ â
ðàáîòå [67]. Íàïðèìåð, äëÿ ïðåäñòàâëÿþùåé îñîáåííûé èíòåðåñ îïåðàöèè
T√n,

√
n,n òàì ïîëó÷åíà îöåíêà O(n1,667).

Èçâåñòíûå àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ ìàòðèö èìåþò ëîãàðèôìè÷åñêóþ ãëó-
áèíó ïî ïîñòðîåíèþ. Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé îáùèé ðåçóëüòàò [77] (ñì. òàê-
æå [40]):

Ëåììà 2.5 (Ïàí, 1987) Ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå Tnα,nβ ,nγ ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíî ñõåìîé ñëîæíîñòè O(nw) è ãëóáèíû O(log n), ãäå w � ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà.

2.6 Àðèôìåòèêà ÷èñåë è ìíîãî÷ëåíîâ

Öåëü äàííîãî ïàðàãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îòìåòèòü áëèçîñòü ñëåäóþ-
ùèõ êëàññîâ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé:

� ÷èñëîâûå îïåðàöèè (÷èñëà çàïèñûâàþòñÿ â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè,
ñëîæíîñòü èçìåðÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì îïåðàöèé íàä áèòàìè);

� îïåðàöèè ñ ìíîãî÷ëåíàìè (íàä íåêîòîðûì êîììóòàòèâíûì êîëüöîì,
ñëîæíîñòü èçìåðÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì îïåðàöèé â äàííîì êîëüöå);

� îïåðàöèè ìîäóëÿðíîé àðèôìåòèêè ìíîãî÷ëåíîâ (àíàëîãè÷íî ïðåäû-
äóùåìó ïóíêòó, íî âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ìîäóëþ íåêîòîðîãî
ôèêñèðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà);
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� îïåðàöèè ñî ñòåïåííûìè ðÿäàìè (÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåäûäóùåãî ïóíê-
òà, âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ìîäóëþ îäíî÷ëåíà).

Àëãîðèòì, âûïîëíÿþùèé îïåðàöèþ ñ îäíèì èç ïåðå÷èñëåííûõ òèïîâ
îáúåêòîâ, îáû÷íî èìååò àíàëîã äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îïåðàöèè ñ äðóãèì
òèïîì. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà àíàëîãèÿ íå ïðîñëåæèâàåòñÿ, ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ðàçëè÷íûå ìåòîäû ñâåäåíèÿ îïåðàöèé èç îäíîãî êëàññà ê îïåðàöèÿì
èç äðóãîãî êëàññà.

Íàïðèìåð, ìåòîä óìíîæåíèÿ Êàðàöóáû îäèíàêîâî çàïèñûâàåòñÿ äëÿ
÷èñåë, ìíîãî÷ëåíîâ è ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Äëÿ ìîäóëÿðíîãî óìíîæåíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 2.1 è ñâåñòè åãî ê îáû÷íûì óìíî-
æåíèÿì ìíîãî÷ëåíîâ.

Ñîîòâåòñòâåííî, èçâåñòíûå îöåíêè ñëîæíîñòè äëÿ îäíèõ è òåõ æå îïå-
ðàöèé èç ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çà÷àñòóþ îêàçûâàþòñÿ áëèçêè (èìåþò òîò
æå ïîðÿäîê, ëèáî ïîðÿäêè ðàçëè÷àþòñÿ ìåäëåííî ðàñòóùèì ìíîæèòåëåì):
ñðàâíèâàåòñÿ ñëîæíîñòü îïåðàöèé ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì âõîäîâ, íàïðèìåð,
ñ n-ðàçðÿäíûìè öåëûìè ÷èñëàìè ñ îäíîé ñòîðîíû è ñ ìíîãî÷ëåíàìè ñòå-
ïåíè n− 1 � ñ äðóãîé.

Îò÷àñòè ýòî îáóñëîâëåíî ñîâïàäåíèåì ïî ïîðÿäêó ñëîæíîñòè âûïîë-
íåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â ïåðå÷èñëåí-
íûõ êëàñàõ. Ñëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ ñ ëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ, à ñëîæíîñòü
óìíîæåíèÿ ñîñòàâëÿåò O(n log n log log n). Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà äîñòèãàåòñÿ â
ìåòîäå óìíîæåíèÿ ÷èñåë Ø�åíõàãå�Øòðàññåíà [84] (ñì. òàêæå [2, ãë. 7]),
êîòîðûé ìîäèôèöèðóåòñÿ äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöàìè, â
êîòîðûõ îáðàòèì ýëåìåíò 2 (ñóììà äâóõ åäèíèö êîëüöà), ñì. [59]. Åñëè
ýëåìåíò 2 íåîáðàòèì, íî îáðàòèì ýëåìåíò 3, òî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä [83].
Íàêîíåö, åñëè íè òîò, íè äðóãîé ýëåìåíò íå îáðàòèì, òî èñïîëüçóåòñÿ ìå-
òîä Êàíòîðà�Êàëòîôåíà [47] (áîëåå ïîäðîáíî ñì. â [59, 37]). Â ñëó÷àå ìî-
äóëÿðíîãî óìíîæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ëåììû 2.1.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì R èëè C ìîæåò
âûïîëíÿòüñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(n log n) (ñì., íàïðèìåð, [2]). Îäíàêî, â ñî-
îòâåòñòâèè ñ òåìàòèêîé íàñòîÿùåé ðàáîòû, äëÿ íàñ áîëüøèé èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿþò ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè èç êîíå÷íîãî ïîëÿ GF (q). Áîëåå
êîíêðåòíî, îïåðàöèè â êîíå÷íîì ïîëå GF (qn) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðò-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îïåðàöèÿìè àðèôìåòèêè ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìî-
äóëþ mn(t), ãäå mn(t) � (íåïðèâîäèìûé) õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
âûáðàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëÿ.
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3 Ìíîãîêðàòíîå óìíîæåíèå

Ïîä m-êðàòíûì óìíîæåíèåì ïîíèìàåòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ m ìíîãî-
÷ëåíîâ (÷èñåë èëè êàêèõ-ëèáî äðóãèõ îáúåêòîâ).

Ìíîãîêðàòíîå óìíîæåíèå îòíîñèòñÿ ê êëàññè÷åñêèì çàäà÷àì òåîðèè
ñèíòåçà ïàðàëëåëüíûõ ñõåì. Î÷åâèäíûé ñïîñîá, ñîñòîÿùèé èç ïîïàðíûõ
ïåðåìíîæåíèé, ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü m-êðàòíîå óìíîæåíèå (ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè n, ëèáî n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë) ñõåìîé ñëîæíîñòè

O(mn(log2m+ log n) log log(mn))

è ãëóáèíû O(logm log(mn)), åñëè äëÿ îáû÷íûõ óìíîæåíèé èñïîëüçîâàòü
ìåòîäû Ø�åíõàãå è Øòðàññåíà.

Ïî-âèäèìîìó, ïåðâàÿ ñõåìà ëîãàðèôìè÷åñêîé ãëóáèíû äëÿ ìíîãîêðàò-
íîãî óìíîæåíèÿ ÷èñåë áûëà ïîñòðîåíà Áèìîì, Êóêîì è Ãóâåðîì [36] â
ñåðåäèíå 80-õ ãã. ×óòü ïîçæå Ýáåðëè [52] ïîëó÷èë ñëåäñòâèÿ äëÿ ìíîãî-
êðàòíîãî óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ðàçëè÷íûìè êîëüöàìè. Ñëîæíîñòü
ïðåäëîæåííûõ ñõåì äîñòàòî÷íî âûñîêà. Òàê, äëÿ n-êðàòíîãî óìíîæåíèÿ
n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ñ ãëóáèíîé O(log n) àâòîðàìè [36] áûëà óêàçàíà îöåí-
êà ñëîæíîñòè O(n5 log2 n), à, íàïðèìåð, n-êðàòíîå óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè n íàä ïîëåìGF (2) â ðàáîòå [52] ñâîäèòñÿ ê n-êðàòíîìó óìíîæåíèþ
ïðèáëèçèòåëüíî n log2 n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë.

Ñïîñîá óìåíüøåíèÿ ïîðÿäêà ñëîæíîñòè ñõåìû èç [36] áûë óêàçàí Õà-
àñòàäîì è Ëåéòîíîì â [64] (ñ åãî ïîìîùüþ àâòîðû ïîñòðîèëè ñõåìó äåëåíèÿ
÷èñåë ñëîæíîñòè O(n1+ε) è ãëóáèíû O(ε−2 log n)). Ðåéô è Òåéò [79] ðàññìîò-
ðåëè âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïî-
ñòðîåííàÿ èìè ñõåìà (äëÿ âîçâåäåíèÿ n-ðàçðÿäíîãî ÷èñëà â ñòåïåíüm) èìå-
åò ãëóáèíó O(log n+logm log logm) è ñëîæíîñòü O(nm5 log n log log n). Ýòî
ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü ñõåìó äåëåíèÿ ÷èñåë ñëîæíîñòè O(n log n log log n)
(ò.å. òàêîãî æå ïîðÿäêà, êàê äëÿ óìíîæåíèÿ) è ãëóáèíû O(log n log log n).

Äàëåå â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ
ñõåì ìíîãîêðàòíîãî óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè ñ ãëó-
áèíîé O(log(mn)). Îñíîâíîé öåëüþ (ìîòèâèðóåìîé, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ïðè-
ëîæåíèåì ê èíâåðòèðîâàíèþ) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ïîðÿäêà ñëîæíîñòè
òàêèõ ñõåì îòíîñèòåëüíî n. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ýòîé çàäà÷å, íàñêîëüêî èç-
âåñòíî àâòîðó, äàæå â ñïåöèàëüíûõ ðàáîòàõ ïðàêòè÷åñêè íå óäåëÿëîñü âíè-
ìàíèÿ, äàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëüøå ìàòåðèàëà, ÷åì òðåáóåòñÿ äëÿ âûâîäà
îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.
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3.1 ×èñëîâîå è ìîäóëÿðíîå ìíîãîêðàòíîå óìíîæåíèå

Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïðîñòûì êîíå÷íûì ïîëåì GF (q), ò.å. q ∈ P,
ãäå P � ìíîæåñòâî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìîæíî ñâåñòè ê óìíîæå-
íèþ q-è÷íûõ ÷èñåë, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùóþ èäåþ.

Êîýôôèöèåíòû ïðîèçâåäåíèÿ f(x) ìíîãî÷ëåíîâ f1(x), . . . , fm(x) ñòåïå-
íè íå âûøå n− 1 íàä GF (q) ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî ÷èñëîâîìó ïðîèçâåäå-
íèþ

f(qL) = f1(q
L) · . . . · fm(qL),

ãäå L âûáèðàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Ìîæíî âûáðàòü L = m(1+dlogq ne),
òîãäà êàæäûé jL-é ðàçðÿä (â q-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, íóìåðàöèÿ ñ
íóëÿ) ÷èñëà f(qL) åñòü êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà f(x) ïðè xj, ãäå j =
0, . . . ,m(n− 1). Áîëåå ïîäðîáíî ñì., íàïðèìåð, â [52].

Ïî âñåé âèäèìîñòè, ýòîò ñïîñîá ïðèìåíÿòü íå î÷åíü âûãîäíî, ò.ê. îí ñâî-
äèò óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè, ìåíüøåé n, ê óìíîæåíèþ mn logq n-
ðàçðÿäíûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó äàëåå áóäóò èññëåäîâàòüñÿ ñïåöèàëüíî ïðåäíà-
çíà÷åííûå äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ìåòîäû.

Ðàññìîòðèì ñâÿçü ìåæäó îáû÷íûì è ìîäóëÿðíûì ìíîãîêðàòíûì óì-
íîæåíèåì.

Ëåììà 3.1 Ïóñòü Ln è Dn � ñëîæíîñòü è ãëóáèíà ñõåìû óìíîæåíèÿ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n− 1 íàä GF (q). Òîãäà îïåðàöèÿ ïðèâåäåíèÿ ìíîãî-
÷ëåíà ñòåïåíè íå âûøå kn−1 ïî ìîäóëþ ôèêñèðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà g(x)
ñòåïåíè n ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé ñëîæíîñòè (k + 1)Ln + O(kn) è ãëóáèíû
3Dn +O(log k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíè, íå áîëüøåé kn−1,
â âèäå

f(x) = fk−1(x)x
(k−1)n + . . .+ f1(x)x

n + f0(x),

ãäå deg fi < n. Îáîçíà÷èì gi(x) = xin mod g(x). Òîãäà ñïðàâåäëèâî

f(x) mod g(x) =
k−1∑
i=0

fi(x)gi(x) mod g(x),

îòêóäà ñ ó÷åòîì ëåììû 2.1 âûòåêàþò òðåáóåìûå îöåíêè (ñíà÷àëà âûïîëíÿ-
þòñÿ óìíîæåíèÿ fi íà gi, çàòåì ïðîèçâåäåíèÿ ñêëàäûâàþòñÿ, îêîí÷àòåëüíî
ðåçóëüòàò ïðèâîäèòñÿ ïî ìîäóëþ g(x)).

Ëåììà 3.2 Ïóñòü r ∈ N è s = d r
√
me. Ïóñòü Ls,n è Ds,n � ñëîæíîñòü

è ãëóáèíà ñõåìû s-êðàòíîãî óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n − 1 íàä
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GF (q), à Ln è Dn � ñëîæíîñòü è ãëóáèíà ñõåìû îáû÷íîãî óìíîæåíèÿ.
Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó Mm,n m-êðàòíîãî óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ
ìíîãî÷ëåíà g(x) ñòåïåíè n ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

L(Mm,n) = O(mLs,n/s+mLn), D(Mm,n) = O(rDs,n + rDn + logm).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëåíèå óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñîìíîæèòå-
ëè ðàçáèâàþòñÿ íà ãðóïïû ïî s øòóê, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ s-êðàòíûå
óìíîæåíèÿ, à ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ïî ìîäóëþ g(x). Ýòà îïåðàöèÿ çà-
òåì ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ óìíîæåíèÿ íîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ (êîëè÷åñòâî êîòîðûõ
íå ïðåâîñõîäèò sr−1). Îöåíêè ñëîæíîñòè è ãëóáèíû ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ
íåïîñðåäñòâåííî èëè ïî èíäóêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 3.1.

3.2 Ïðèìåíåíèå äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì ìíîãîêðàòíîãî óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ
íàä GF (q), â îñíîâå êîòîðîãî ëåæàò èäåÿ èíòåðïîëÿöèè, âîñõîäÿùàÿ ê
À. Ë. Òîîìó [29], è èäåÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ èç ðàáîòû Ýáåð-
ëè [52].

Íàïîìíèì, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ïîëÿ GF (q) �
öèêëè÷åñêàÿ. Ïðîèçâîëüíûé ïîðîæäàþùèé åå ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ ïðèìè-
òèâíûì. Íà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ äèñêðåòíîãî
ëîãàðèôìà ïî îñíîâàíèþ íåêîòîðîãî ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà α, à èìåííî,
äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà β ïîëàãàåòñÿ logα β = b, ãäå αb = β, 0 ≤ b ≤ q − 1.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå f(x) = f1(x) · . . . · fm(x), ãäå
deg fi < n. Ïîëîæèì L = m(n − 1) + 1 è k = dlogq Le. Â ïîëå GF (qk)
çàôèêñèðóåì íàáîð ýëåìåíòîâ α1, . . . , αL.

1. Âû÷èñëèì âñåâîçìîæíûå fi(αj) ∈ GF (qk), ãäå i = 1, . . . ,m, j =
1, . . . , L.

2. Äëÿ êàæäîãî j âû÷èñëèì ïðîèçâåäåíèå f1(αj) · . . . · fm(αj) = f(αj).
Äëÿ ýòîãî â ïîëå GF (qk) âûáåðåì ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò α (ò.å. ïî-
ðîæäàþùèé ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó ïîëÿ). Åñëè fi(αj) 6= 0 äëÿ
âñåõ i, òîãäà

2.1. Âû÷èñëèì äèñêðåòíûå ëîãàðèôìû, logα fi(αj).
2.2. Âû÷èñëèì lj =

∑m
i=1 logα fi(αj).

2.3. Âû÷èñëèì f(αj) = αlj (ýòà ôîðìóëà êîððåêòíà, ïîñêîëüêó lj ≡
logα f(αj) mod (qk − 1)).
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3. Ïî çíà÷åíèÿì f(αj), j = 1, . . . , L, âîññòàíàâëèâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí f(t)
ñòåïåíè íå âûøå L− 1.

Äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè èçâåñòíûìè ôàêòà-
ìè.

Ëåììà 3.3 (Ëóïàíîâ, 1963) Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ íàä
GF (q) ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé ñëîæíîñòè O(qn/n) è ãëóáèíû O(n).

Ëåììà 3.4 (Îôìàí, 1962) Ñóììàòîðm øòóê n-ðàçðÿäíûõ q-è÷íûõ ÷è-
ñåë ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé ñëîæíîñòè O(mn) è ãëóáèíû O(log(mn)).

Ëåììà 3.5 Ïóñòü Mn � ñõåìà óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (qn). Òîãäà ýêñ-
ïîíåíöèðîâàíèå â GF (qn), ò.å. âîçâåäåíèå ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà α ∈
GF (qn) â ïåðåìåííóþ ñòåïåíü, çàïèñûâàåìóþ m ðàçðÿäàìè íàä GF (q),
âûïîëíÿåòñÿ ñõåìîé ñëîæíîñòè O(m(L(Mn) + qn)) è ãëóáèíû O(log q +
D(Mn) logm).

Ëåììà 3.3 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íà ñõåìû íàäGF (q) ìåòîäà Î. Á. Ëóïà-
íîâà àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà ñõåì äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé [22]
(ñì. òàêæå [23, 33]). Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáîáùåíèåì
ìåòîäà Þ. Ï. Îôìàíà [14]. Ïîñëåäíÿÿ ëåììà âûòåêàåò èç ñòàíäàðòíîãî
ñïîñîáà ýêñïîíåíöèðîâàíèÿ, îñíîâàííîãî íà ïðåäâû÷èñëåíèè âñåõ ýëåìåí-
òîâ αiqj , i = 0, . . . , q − 1, j = 0, . . . , n− 1.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè îöåíîê óêàçàííûõ ëåìì òðåáóåòñÿ ðàñ-
øèðåíèå áàçèñà èç àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä GF (q). Ïðè ïðîñòîì q
äîñòàòî÷íî äîáàâèòü ôóíêöèþ ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà äâóõ ýëåìåíòîâ
ïîëÿ (êàê ÷èñåë îò 0 äî q − 1). Â îáùåì ñëó÷àå, òðåáóþòñÿ ôóíêöèîíàëü-
íûå ýëåìåíòû, ðåàëèçóþùèå íåîáõîäèìûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè â Zq

(ïðè íàëè÷èè ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè GF (q) è Zq ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî äîáàâëÿåìûå ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû ðåàëèçóþò íåêîòîðûå ôóíê-
öèè íàä GF (q)).

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü q = (mn)O(1). Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó m-
êðàòíîãî óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n − 1 íàä GF (q) ñëîæíîñòè
O(qm3n2) è ãëóáèíû O(log(mn)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû αi ôèêñèðîâàíû, òî ïåðâûé è ïî-
ñëåäíèé øàãè àëãîðèòìà ñîñòîÿò â âûïîëíåíèè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ðàçìåðíîñòèmLk×mn è L×Lk ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî ëåììå 2.2, øàã 1
ðåàëèçóåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(m2Lnk/ logq(mLk)) = O(m3n2) è ãëóáèíîé
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O(log(mn)), à øàã 3 � ñî ñëîæíîñòüþ O(L2k/ logq L) = O(m2n2) è ãëóáè-
íîé O(log(mn)).

Ðàññìîòðèì øàã 2. Êîððåêòèðóþùèå ïîäñõåìû (âû÷èñëÿþùèå, åñòü ëè
íóëè ñðåäè ñîìíîæèòåëåé, è îáíóëÿþùèå ðåçóëüòàò â òàêîì ñëó÷àå) ðåàëè-
çóþòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(Lmk) = O(m2n logq(mn)) è óâåëè÷èâàþò ãëóáè-
íó ðåàëèçàöèè øàãà íå áîëåå, ÷åì íà 1 îòíîñèòåëüíî ñõåìû, ïîñòðîåííîé â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå ñîìíîæèòåëè îòëè÷íû îò íóëÿ.

Íà ýòîì øàãå âû÷èñëÿåòñÿ Lm äèñêðåòíûõ ëîãàðèôìîâ, L øòóê m-
êðàòíûõ ñóìì k-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë è L ñòåïåíåé ýëåìåíòà α.

Ñõåìó äëÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà (ñ k âõîäàìè è k âûõîäàìè) ìîæíî
ïîñòðîèòü ìåòîäîì ëåììû 3.3 ñî ñëîæíîñòüþ O(qk) = O(qmn) è ãëóáèíîé
O(k) = O(logq(mn)). Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü øàãà 2.1 îöåíèâàåòñÿ êàê
O(qLm2n) = O(qm3n2).

Ëåììà 3.4 ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñõåìó äëÿ m-êðàòíîãî ñëîæåíèÿ k-ðàç-
ðÿäíûõ ÷èñåë ñî ñëîæíîñòüþ O(mk) è ãëóáèíîé O(log(mk)), ñëåäîâàòåëü-
íî, ñëîæíîñòü øàãà 2.2 îöåíèâàåòñÿ êàê O(Lmk) = O(m2n logq(mn)).

Ïîêàçàòåëè lj ñîñòîÿò íå áîëåå, ÷åì èç k + dlogq me = O(k) ðàçðÿ-
äîâ. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ëåììå 3.5, äëÿ âîçâåäåíèÿ ýëåìåíòà α â ñòåïåíü
lj ñòðîèòñÿ ñõåìà ñëîæíîñòè O(kM(k) + qk2) = O(q log3

q(mn)) è ãëóáèíû
O(log q + DM(k) log k) = O(log(mn)). Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü øàãà 2.3
îöåíèâàåòñÿ êàê O(Lq log3

q(mn)) = O(qmn log3
q(mn)).

Ñóììèðóÿ îöåíêè äëÿ âñåõ ïîäñõåì, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî óòâåðæäå-
íèå òåîðåìû.

Äîêàçàííàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ãðóáîé, ò.ê. øàãè 1
è 2.1, äàþùèå îñíîâíîé âêëàä â ýòó îöåíêó, ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû áîëåå
ýôôåêòèâíûì îáðàçîì. Îäíàêî ìû íå áóäåì çàíèìàòüñÿ óòî÷íåíèåì, ò.ê.
äàííûé ìåòîä áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ m è n.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü ìíîãîêðàòíîå óìíîæåíèå ñ ïðè-
âåäåíèåì ïî ìîäóëþ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà, òî äëÿ ýòîé
îïåðàöèè òàêæå ñïðàâåäëèâû îöåíêè òåîðåìû 3.1, ò.ê. ïðèâåäåíèå ïî ìî-
äóëþ (êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îïåðàöèåé) â êîìïîçèöèè ñ ëèíåéíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì, âûïîëíÿåìûì íà øàãå 3, íå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ðàç-
ìåðíîñòè ñîâîêóïíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

3.3 Ïðèìåíåíèå êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ

Âåðîÿòíî, íàèáîëåå ïðîñòîé ïóòü, âåäóùèé ê ñõåìå ïî÷òè ëèíåéíîé ñëîæ-
íîñòè ïî n, çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ìîäóëÿðíîé àðèôìåòèêè, îñíî-
âàííîé íà êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ (ñì., íàïðèìåð, [2, 16, 24, 59]).
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Îïèøåì àäàïòèðîâàííûé äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ìåòîä Õààñòàäà�
Ëåéòîíà [64].

Ëåììà 3.6 Ïóñòü h1(x), . . . , hk(x) � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî-
÷ëåíû ñòåïåíè r íàä GF (q). Òîãäà îïåðàöèÿ ïðèâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x)
ñòåïåíè kr − 1 ïî ìîäóëÿì hi(x) è îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ âîññòàíîâëåíèÿ
ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè íå âûøå kr − 1 ïî çàäàííûì îñòàòêàì ϕi(x) îò äå-
ëåíèÿ íà hi(x) âûïîëíÿþòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(k2Lr) è ãëóáèíîé O(Dr +
log k), ãäå Lr è Dr � ñëîæíîñòü è ãëóáèíà ñõåìû óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëå-
íîâ ñòåïåíè r − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îäíî ïðèâåäåíèå ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè kr − 1 ïî ìîäó-
ëþ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè r âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(kLr) è ãëóáèíîé
O(Dr + log k) (ñì. ëåììó 3.1).

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ïî îñòàòêàì îò äåëåíèÿ ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Ëàãðàíæà (ñì., íàïðèìåð, [2, ãë. 8], [59, ãë. 5]):

f(x) =
k∑

i=1

(ϕi(x)µi(x) mod hi(x))λi(x),

ãäå λi(x) =
∏

j 6=i hj(x) è µi(x) = λ−1
i (x) mod hi(x) � ôèêñèðîâàííûå ìíî-

ãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå (k−1)r è r−1 ñîîòâåòñòâåííî. Òðåáóåìûå îöåíêè
ñëîæíîñòè è ãëóáèíû ïîëó÷àþòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì.

Òåîðåìà 3.2 Ïóñòü l ∈ N. Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó m-êðàòíîãî
óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n− 1 íàä GF (q) ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

O
(
lm2n l

√
mn( log(mn) log log(mn) + l2)

)
; O(l log(mn)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî ìîæíî âûáðàòü (1 − o(1))qd/d ïîïàðíî
âçàèìíî ïðîñòûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè d íàä GF (q) (ýòî ñëåäóåò èç îöåíêè
÷èñëà íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ñì. [19, ãë. 3], [69, ãë. 1]).

Âûáåðåì òàêèå k è d, ÷òî ñóùåñòâóåò k ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ h1(x), . . . , hk(x) ñòåïåíè d, è kd > m(n − 1). Ìîæíî ïîëàãàòü
k = (1− o(1))mn/ logq(mn) è d = (1 + o(1)) logq(mn).

Ïîñòðîèì êîðíåâîå äåðåâî èç l + 1 ÿðóñîâ, êàæäàÿ âåðøèíà êîòîðî-
ãî ñîåäèíåíà ñ ïîðÿäêà k1/l âåðøèíàìè íà ñëåäóþùåì ñíèçó ÿðóñå, à íà
íèæíåì ÿðóñå ðàñïîëîæåíû k êîíöåâûõ âåðøèí. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
ïîñëåäíèì ìíîãî÷ëåíû hi(x), è ïî èíäóêöèè êàæäîé âåðøèíå äåðåâà �
ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì ñëåäóþùåãî ñíè-
çó ÿðóñà, ñ êîòîðûìè äàííàÿ âåðøèíà ñîåäèíåíà ðåáðàìè. Òàêèì îáðàçîì,
êîðíþ ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷ëåí h1(x) · . . . · hk(x).
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Îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ k1/l-àðíûì àíàëîãîì èç-
âåñòíîãî áèíàðíîãî äåðåâà äëÿ âûïîëíåíèÿ âû÷èñëåíèé ñîãëàñíî êèòàé-
ñêîé òåîðåìå (ñì., íàïðèìåð, [2, ãë. 8]).

Ïðîöåäóðó íàõîæäåíèÿ îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè íå âû-
øå m(n− 1) íà âñå hi(x) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâèæåíèå ïî äåðåâó îò
êîðíÿ âíèç � â êàæäîé âåðøèíå âû÷èñëÿåòñÿ îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà àññî-
öèèðîâàííûé ñ íåé ìíîãî÷ëåí. Àíàëîãè÷íî, âîññòàíîâëåíèå ìíîãî÷ëåíà ñ
çàäàííûìè îñòàòêàìè îò äåëåíèÿ íà hi(x) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äâèæåíèå
îò íèæíåãî ÿðóñà ê êîðíþ, ãäå ïîëó÷àåòñÿ îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Âû÷èñëåíèÿ â êàæäîé âåðøèíå âûïîëíÿþòñÿ ìåòîäîì ëåììû 3.6, ïà-
ðàëëåëüíî âî âñåõ âåðøèíàõ îäíîãî ÿðóñà. Íà i-ì ñâåðõó ÿðóñå ðàñïîëîæå-
íî (1 + o(1))k(i−1)/l âåðøèí, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè
(1 + o(1))dk(l−i+1)/l, ïîýòîìó ñîãëàñíî ëåììå 3.6 âû÷èñëåíèÿ íà êàæäîì
ÿðóñå âûïîëíÿþòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(dk1+1/l log(kd) log log(kd)) è ãëóáè-
íîé O(log(kd)).

Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå îñòàòêîâ äëÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè íå âûøå
m(n − 1) è âîññòàíîâëåíèå òàêîãî ìíîãî÷ëåíà ïî èçâåñòíûì îñòàòêàì ðå-
àëèçóåòñÿ ñõåìîé ñëîæíîñòè O(l(mn)1+1/l log(mn) log log(mn)) è ãëóáèíû
O(l log(mn)).

Äëÿ óìíîæåíèÿ m ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n − 1 ñëåäóåò âû-
÷èñëèòü èõ îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà ìíîãî÷ëåíû hi(x), âû÷èñëèòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ìíîãîêðàòíûå ïðîèçâåäåíèÿ ïî ìîäóëÿì hi(x) è îêîí÷àòåëüíî
âîññòàíîâèòü ìíîãî÷ëåí-ïðîèçâåäåíèå.

Åñëè q > l
√
mn, òî ñòåïåíü d ìíîãî÷ëåíîâ hi(x) íå ïðåâîñõîäèò O(l),

è ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîãîêðàòíûå ïðîèçâåäåíèÿ (ïî ìîäóëÿì hi(x)) ìî-
ãóò áûòü âû÷èñëåíû ïîñðåäñòâîì ïîïàðíûõ ïåðåìíîæåíèé ñî ñëîæíîñòüþ
O(kmd log d log log d) = O(lm2n) è ãëóáèíîé O(log l logm) = O(l logm).

Ïðè q ≤ l
√
mn ïðîèçâåäåíèÿ îñòàòêîâ âû÷èñëÿþòñÿ ñõåìàìè èç ëåì-

ìû 3.2 ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

O(kmLs,d/s+ kmd log d log log d); O(rDs,d + r log d+ logm),

ãäå r � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, s ≈ r
√
m, à Ls,d è Ds,d � ñëîæíîñòü è

ãëóáèíà ñõåìû s-êðàòíîãî óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè d − 1. Âûáå-
ðåì r = O(logm/ log d) (èëè r = 1, åñëè d > m) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
s = O(d). Âåëè÷èíó Ls,d èDs,d îöåíèì ïðè ïîìîùè òåîðåìû 3.1, òîãäà îêîí-
÷àòåëüíî äëÿ ñëîæíîñòè ïîäñõåìû ìíîãîêðàòíûõ ìîäóëÿðíûõ óìíîæåíèé
èìååì îöåíêó

O(kmqs2d2) = O(m2nq log3
q(mn)) = O(l3m2n l

√
mn),

à äëÿ ãëóáèíû � O(log(mn)).
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Ñóììèðóÿ îöåíêè ïî âñåì ïîäñõåìàì, âûâîäèì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Îòìåòèì, ÷òî êîìáèíàöèÿ ìåòîäà òåîðåìû 3.1 è îñíîâíîãî ìåòîäà òåî-

ðåìû 3.2 ïîçâîëÿåò ñíÿòü îãðàíè÷åíèå íà ïîðÿäîê ïîëÿ, q, è óñòðàíèòü q
èç îöåíêè ñëîæíîñòè.

3.4 Ïðèìåíåíèå ÄÏÔ

3.4.1 Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Íàïîìíèì êðàòêî îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ÄÏÔ (áîëåå ïîäðîáíî ñì. â [2,
ãë. 7], [24, ãë. 5], [59, ãë. 8]).

ÏóñòüK � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, ζ ∈ K � êîðåíü ñòåïåíè N èç åäèíè-
öû â äàííîì êîëüöå, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå: äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî
p | N ýëåìåíò ζN/p − 1 íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â K (â òàêîì ñëó÷àå
ζ íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì). ÄÏÔ ïîðÿäêà N íàçûâàåòñÿ îòîá-
ðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå íàáîðó γ0, γ1, . . . , γN−1 ýëåìåíòîâ èç K
íàáîð γ∗0 , γ∗1 , . . . , γ∗N−1 ïî ïðàâèëàì

γ∗j =
N−1∑
i=0

γiζ
ij. (f)

Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îáðàò-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå (åñëè îíî ñóùåñòâóåò) âûãëÿäèò ïî÷òè òàê æå, êàê è
ïðÿìîå, à èìåííî, ñïðàâåäëèâî

Nγj =
N−1∑
i=0

γ∗i ζ
−ij. (f ∗)

Åñëè â êîëüöå K ÷èñëî N (ñóììà N åäèíèö) îáðàòèìî, òî ïåðâîíà÷àëüíûé
íàáîð ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí äîìíîæåíèåì (f ∗) íà N−1, à ñîîòâåòñòâó-
þùåå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Êàê âè-
äèì, îíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðÿìîãî ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì N−1 è âûáîðîì
ζ−1 â êà÷åñòâå ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ.

Â íåêîòîðûõ àëãîðèòìàõ (íàïðèìåð, [47]) èñïîëüçóåòñÿ íå ñîâñåì îáðàò-
íîå ÄÏÔ â ôîðìå (f ∗). Ñóùåñòâîâàíèå N−1 â òàêîì ñëó÷àå íå òðåáóåòñÿ,
è óñëîâèå ïðèìèòèâíîñòè ζ ìîæíî íåñêîëüêî îñëàáèòü.

Åñëè íàáîð γ0, γ1, . . . , γN−1 àññîöèèðîâàòü ñ êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëå-
íà Γ(x) =

∑
γix

i, òî ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå âû÷èñëÿåò íàáîð çíà÷å-
íèé ìíîãî÷ëåíà Γ(x) â òî÷êàõ ζj, j = 0, . . . , N−1, à èìåííî, γ∗j = Γ(ζj). Îá-
ðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå âîññòàíàâëèâàåò êîýôôèöèåíòû åäèíñòâåí-
íîãî ìíîãî÷ëåíà G(x) ñòåïåíè íå âûøå N − 1, òàêîãî, ÷òî G(ζ i) = γ∗i äëÿ
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âñåõ i = 0, . . . , N − 1 (òàêîé æå íàáîð çíà÷åíèé èìååò ëþáîé ìíîãî÷ëåí,
ñîâïàäàþùèé ñ G(x) ïî ìîäóëþ xN − 1).

Ýòî ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî ÄÏÔ èñïîëüçóåòñÿ ïðè óìíîæåíèè ìíî-
ãî÷ëåíîâ: î÷åâèäíî, çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ â íåêîòîðîé
òî÷êå ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâåäåíèåì çíà÷åíèé ñîìíîæèòåëåé. Ïîýòîìó äëÿ
óìíîæåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ (ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå N) äîñòàòî÷íî
ïðèìåíèòü ÄÏÔ ê êîýôôèöèåíòàì êàæäîãî èç ñîìíîæèòåëåé, çàòåì ïî-
êîìïîíåíòíî ïåðåìíîæèòü ïîëó÷åííûå íàáîðû, íàéòè ïðîèçâåäåíèå ïðè
ïîìîùè îáðàòíîãî ÄÏÔ.

ÄÏÔ íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé ñëîæ-
íîñòè O(N logN) è ãëóáèíû O(logN) îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
íà ñòåïåíè ζ. Àëãîðèòìû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ýòà îöåíêà ñëîæíîñòè,
íàçûâàþòñÿ àëãîðèòìàìè áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ). Ñ÷èòà-
åòñÿ, ÷òî îáùàÿ èäåÿ ÁÏÔ áûëà âûñêàçàíà åùå Ãàóññîì. Îäíàêî øèðî-
êîå ðàñïðîñòðàíåíèå â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ àëãîðèòìû ÁÏÔ ïîëó÷èëè
ïîñëå 1965 ã., êîãäà Êóëè è Òüþêè [49] îïóáëèêîâàëè ïåðâûé òàêîé àëãî-
ðèòì äëÿ N = 2k. Ñëîæíîñòü áàçîâîãî àëãîðèòìà Êóëè�Òüþêè ñîñòàâëÿåò
1, 5N log2N îïåðàöèé â ïîëå F (ñì., íàïðèìåð, [59, ãë. 8]), îäíàêî äëÿ íåêî-
òîðûõ ïîëåé îíà ìîæåò áûòü ìåíüøå: òàê, â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2 ÄÏÔ
âûïîëíÿåòñÿ çà N log2N îïåðàöèé. Èñïîëüçóÿ ìåòîä Áëþøòåéíà [41], ìîæ-
íî ïîëó÷èòü îöåíêó ñëîæíîñòè O(N logN) äëÿ ÄÏÔ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿä-
êà N (ñì. òàêæå [7, 37]; äðóãèå àëãîðèòìû ÁÏÔ ìîæíî íàéòè â [24] è ïî
ññûëêàì â [37]).

Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì, â êîòîðîì íåò íåîáõîäèìûõ êîð-
íåé èç åäèíèöû, ðåàëèçóåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåé èäåè [84]. Íàáîðû
êîýôôèöèåíòîâ ñîìíîæèòåëåé îðãàíèçóþòñÿ â áëîêè îïðåäåëåííîé äëèíû,
êîòîðûå èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ýëåìåíòû íåêîòîðîãî êîëüöà, â êîòîðîì
îïðåäåëåíî ÄÏÔ òðåáóåìîãî ïîðÿäêà è ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ íàä êîòîðûì
ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü ïðîèçâåäåíèå èñõîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ðåàëèçàöèè
ýòîé èäåè ïðèìåíèòåëüíî ê ìíîãîêðàòíîìó óìíîæåíèþ ïîñâÿùåíû ñëåäó-
þùèå äâà ïóíêòà. Óìíîæåíèå íàä ïîëåì GF (q) ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ íàä
êîëüöîì GF (q)[x]/(xas − 1), ãäå a = 2, åñëè q � íå÷åòíî, è a = 3, åñëè q
ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè (ýëåìåíòû òàêîãî êîëüöà îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè, ìåíüøåé (a− 1)as−1, îïåðàöèè ñ êîòîðûìè
ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ìîäóëþ (xas − 1)/(xas−1 − 1)).

3.4.2 Óìíîæåíèå íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2

Ïóñòü q = 2t. Ðàññìîòðèì êîëüöî R
(x)
s = GF (q)[x]/(x2·3s−1

+ x3s−1

+ 1)
ìíîãî÷ëåíîâ íàä GF (q) ïî ìîäóëþ x2·3s−1

+ x3s−1

+ 1 (âåðõíèé èíäåêñ â
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îáîçíà÷åíèè R(x)
s óêàçûâàåò íà ñèìâîë èñïîëüçóåìîé ïåðåìåííîé). Â ýòîì

êîëüöå ýëåìåíò x ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì ñòåïåíè 3s èç åäèíèöû,
ò.ê. ìíîãî÷ëåíû x2·3s−1

+ x3s−1

+ 1 è x3s−1 − 1 âçàèìíî ïðîñòû. Ïîýòîìó â
R

(x)
s îïðåäåëåíî ÄÏÔ ïîðÿäêà 3s.
Îïåðàöèè â R(x)

s óäîáíî ïðîèçâîäèòü ïî ìîäóëþ x3s − 1, òîãäà ýëåìåí-
òû êîëüöà ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè íå âûøå 3s − 1. Òàêîå
ïðåäñòàâëåíèå íåîäíîçíà÷íî � äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäíîçíà÷íîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ òðåáóåòñÿ ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ x2·3s−1

+x3s−1

+1 (îíî âûïîëíÿåòñÿ ñî
ñëîæíîñòüþ 2 · 3s−1 è ãëóáèíîé 1).

Çàìåòèì, ÷òî â óêàçàííîì ïðåäñòàâëåíèè ïðÿìîå è îáðàòíîå ÄÏÔ (ïî-
ðÿäêà N = 3i) íàä R(x)

s ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ýêâèâàëåíòíû. Äëÿ
îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå ýëåìåíòîâ ïî
ñòåïåíÿì x−1, à îíî îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî òîëüêî ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ. Äåëåíèå íà N ïðîèçâîäèòü íå íóæíî, ò.ê. N ≡ 1 mod 2.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåçM(m,n) è DM(m,n) ñîîòâåòñòâåííî ñëîæíîñòü
è ãëóáèíó (äëÿ ðåàëèçàöèè îäíîé ñõåìîé) m-êðàòíîãî óìíîæåíèÿ ìíîãî-
÷ëåíîâ ñòåïåíè n− 1 íàä GF (q), à ÷åðåç M ′(k, s) è D′

M(k, s) � ñëîæíîñòü
è ãëóáèíó 3k-êðàòíîãî óìíîæåíèÿ â êîëüöå R(x)

s .
Åñëè m(n−1) < 2 ·3s−1, òî m-êðàòíîå óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè

n− 1 ìîæíî ñâåñòè ê m-êðàòíîìó óìíîæåíèþ â R(x)
s , ñëåäîâàòåëüíî,

M(m,n) ≤M ′(dlog3me, dlog3(mn/2)e+ 1) + 3mn;

DM(m,n) ≤ D′
M(dlog3me, dlog3(mn/2)e+ 1) + 1, (3.1)

ãäå äîáàâî÷íûé ÷ëåí â îöåíêàõ îòâå÷àåò ïðèâåäåíèþ ïî ìîäóëþ x2·3s−1

+
x3s−1

+ 1.
Óìíîæåíèå â êîëüöå R(x)

s ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ êàê óìíîæåíèå îáû÷íûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîñëåäóþùèì ïðèâåäåíèåì ïî ìîäóëþ x3s − 1. Ïðèâåäåíèå
ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè m3s − 1 ïî òàêîìó ìîäóëþ ðàâíîñèëüíî ñëîæåíèþ m
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 3s − 1, ïîýòîìó

M ′(k, s) ≤M(3k, 3s) + (3k − 1)3s;

D′
M(k, s) ≤ DM(3k, 3s) + dk log2 3e. (3.2)

Ëåììà 3.7 Ïóñòü r ≤ s. Òîãäà ÄÏÔ ïîðÿäêà 3r íàä R
(y)
s ðåàëèçóåòñÿ

ñõåìîé ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

Φ(s, r) ≤ 2r3r+s; DΦ(s, r) ≤ 2r.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì z = y3s−r � êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè 3r â
R

(y)
s , è ïóñòü Γ(x) =

∑
γix

i � ìíîãî÷ëåí íàä R(y)
s ñòåïåíè íå âûøå 3r − 1.

Çàïèøåì,

Γ(zl) =
3r−1∑
i=0

γiz
il =

2∑
j=0

zjl
3r−1−1∑

i=0

γ3i+j(z
3)il = Γ0(z

l1
∗ ) + zlΓ1(z

l1
∗ ) + z2lΓ2(z

l1
∗ ),

ãäå z∗ = z3 � êîðåíü ñòåïåíè 3r−1 èç åäèíèöû, l1 = l mod 3r−1, à

Γj(x) =
3r−1−1∑

i=0

γ3i+jx
i, j = 0, 1, 2.

Ïóñòü íåîáõîäèìûå çíà÷åíèÿ Γj(z
i
∗), j = 0, 1, 2, i = 0, . . . , 3r−1 − 1, íàé-

äåíû ïðè ïîìîùè òðåõ ÄÏÔ ïîðÿäêà 3r−1. Óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíè z íå
òðåáóþò ñõåìíûõ çàòðàò (îñóùåñòâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì êîýôôè-
öèåíòîâ), ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàæäîãî èç 3r çíà÷åíèé Γ(zl) îñòàåòñÿ
âûïîëíèòü äâà ñëîæåíèÿ â R(y)

s ñî ñëîæíîñòüþ 2·3s è ãëóáèíîé 2. Ïîëó÷àåì
ðåêóððåíòíûå íåðàâåíñòâà

Φ(s, r) ≤ 2 · 3s+r + 3Φ(s, r − 1); DΦ(s, r) ≤ 2 +DΦ(s, r − 1),

êîòîðûå, åñëè ó÷åñòü, ÷òî Φ(s, 0) = DΦ(s, 0) = 0, ðàçðåøàþòñÿ êàê

Φ(s, r) ≤ 2r3s+r; DΦ(s, r) ≤ 2r.

Ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé ëåììû ìîæíî ñâåñòè m-êðàòíîå óìíîæåíèå â
êîëüöå R(x)

s ê âû÷èñëåíèÿì â êîëüöå ìåíüøåãî ïîðÿäêà � åå äîêàçàòåëü-
ñòâî, ïî ñóùåñòâó, ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè èòåðàöèè ìåòîäà Ø�åíõàãå [83], à
áîëåå òî÷íî, ìåòîäà [47].

Ëåììà 3.8 Ïóñòü k ≤ s− r, òîãäà

M ′(k, r + s) ≤ 3sM ′(k, s) + 2(3k + 1)s32s + (3k − 1)3r+s;

D′
M(k, r + s) ≤ D′

M(k, s) + 4s+ dk log2 3e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fi ∈ R(x)
r+s è f = f1 · . . . · f3k . Çàïèøåì

fi =
3r+s−1∑

j=0

fi,jx
j =

3r−1∑
j=0

(
3s−1∑
l=0

fi, l3r+j x
l3r

)
xj =

3r−1∑
j=0

ϕi,j(ỹ)x
j,
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ãäå ỹ = x3r è degϕi,j < 3s.
Óñòàíîâèì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîãî÷ëåíàìè ϕi,j(ỹ) (ñòåïåíè íå âûøå

3s − 1) è ýëåìåíòàìè ϕ̃i,j ∈ R
(y)
s ïî ïðàâèëó ϕ̃i,j = ϕi,j(y). Îíî àâòîìàòè-

÷åñêè ïîðîæäàåò (âçàèìíî îäíîçíà÷íîå) ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè
R

(x)
r+s è ìíîãî÷ëåíàìè èç R

(y)
s [x] ñòåïåíè íå âûøå 3r−1. Ïðè ýòîì îïåðàöèè

â R(y)
s [x] ñîîòâåòñòâóþò îïåðàöèÿì â R(x)

r+s ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèâåäåíèÿ ïî
ìîäóëþ x3r − y. Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç f ′i(x) ìíîãî÷ëåíû
èç R(y)

s [x], ñîîòâåòñòâóþùèå fi, è f ′(x) = f ′1(x) · . . . · f ′3k(x) ∈ R
(y)
s [x], òî

ìíîãî÷ëåíó f ′(x) mod (x3r − y) ñîîòâåòñòâóåò èñêîìûé ýëåìåíò f ∈ R(x)
r+s.

Ìíîãî÷ëåí f ′(x) èìååò ñòåïåíü íå âûøå 3k(3r − 1), ïîýòîìó îí îäíî-
çíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîèì çíà÷åíèÿì â 3s ≥ 3k+r òî÷êàõ R

(y)
s .

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì 3k-êðàòíîãî óìíîæåíèÿ â R(x)
r+s.

À. Ñ ïîìîùüþ ÄÏÔ âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ f ′i(x) â òî÷-
êàõ 1, y, y2, . . . , y3s−1 (y ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì ñòåïåíè 3s â R(y)

s ).
Á. Ïðîèçâåäåíèÿ f ′(yj) = f ′1(y

j) · . . . · f ′3k(yj) âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè
3s ýêçåìïëÿðîâ 3k-êðàòíûõ óìíîæåíèé â R(y)

s .
Â. Ìíîãî÷ëåí f ′(x) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîèì çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ

1, y, y2, . . . , y3s−1 ïðè ïîìîùè îáðàòíîãî ÄÏÔ.
Ã. Ìíîãî÷ëåí f ′(x) ïðèâîäèòñÿ ïî ìîäóëþ x3r − y.
Îöåíêè äëÿ ïîäñõåì, ñîîòâåòñòâóþùèõ øàãàì À è Â, ñëåäóþò èç ëåì-

ìû 3.7, è äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî çàêëþ÷è-
òåëüíûé øàã ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé ñëîæíîñòè (3k−1)3r+s è ãëóáèíû dlog2 3ke.
Çàïèøåì, f ′(x) =

∑
ψi(x)x

i3r

, ãäå ψi(x) ∈ R
(y)
s [x] è degψi < 3r. Òîãäà

f ′(x) mod (x3r − y) =
∑
yiψi(x). Óìíîæåíèå íà ñòåïåíè y â êîëüöå R(y)

s

îñóùåñòâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì êîýôôèöèåíòîâ. Îñòàåòñÿ ïðîñóì-
ìèðîâàòü 3k ìíîãî÷ëåíîâ íàä R(y)

s ñòåïåíè íå âûøå 3r − 1, ÷òî, î÷åâèäíî,
ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ñ çàÿâëåííûìè îöåíêàìè.

Ïðîòîòèïîì ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà ìíîãîêðàòíîãî óìíîæåíèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ìåòîä âîçâåäåíèÿ ÷èñåë â ñòåïåíü èç ðàáîòû [79]. Åãî èäåÿ çàêëþ÷àåò-
ñÿ â ÷åðåäîâàíèè èòåðàöèé ÄÏÔ (êàê â ëåììå 3.8), ïîñðåäñòâîì êîòîðûõ
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê âû÷èñëåíèÿì â êîëüöå ìåíüøåãî ïîðÿäêà, ñ èòå-
ðàöèÿìè, ïðèâîäÿùèìè ê ñîêðàùåíèþ ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé. Ñïðàâåäëèâû
ñîîòíîøåíèÿ:

M ′(k + l, s) ≤ 3lM ′(k, s) +M ′(l, s); D′
M(k + l, s) ≤ D′

M(k, s) +D′
M(l, s).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ 3k+l ñîìíîæèòåëåé ìîæíî
ïàðàëëåëüíî âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèÿ â ãðóïïàõ ïî 3k øòóê, à çàòåì ïåðå-
ìíîæèòü 3l ïîëó÷åííûõ ïðîèçâåäåíèé.
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Ëåììà 3.9 Ïóñòü j ∈ N, j ≤ dlog2 ke, kj = dk/2je, sj = d s
4j + 1,5k

2j e + 1.
Òîãäà

M ′(k, s) ≤ O(33k+s+4j−3kj−sj)M ′(kj, sj) +O(sj3
3k+s+4j−2kj);

D′
M(k, s) ≤ 2j(D′

M(kj, sj) + 50, 4) + 12s+ 21, 2jk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè k ≥ 2, òî ñâåäåì 3k-êðàòíîå óìíîæåíèå ê 3k1-
êðàòíûì êàê óêàçàíî âûøå, ãäå k1 = dk/2e. Çàòåì âûïîëíèì äâå èòåðàöèè
ëåììû 3.8. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

M ′(k, s) ≤ (3k−k1 + 1)
(
3r1M ′(k1, r1) +O(r13

k1+2r1)
)
≤

≤ (3k−k1 + 1)
(
3r1+s1M ′(k1, s1) +O(s13

k1+2s1+r1)
)
; (∗)

D′
M(k, s) ≤ 2D′

M(k1, r1) + 8r1 + 2dk1 log2 3e ≤
≤ 2D′

M(k1, s1) + 8(r1 + s1) + 4dk1 log2 3e,

ãäå r1 = d(s+ k1)/2e è s1 = d(r1 + k1)/2e = d(s+ 3k1)/4e.
Îáîçíà÷èì ki = dki−1/2e = dk/2ie, ri = d(si−1 + ki)/2e è si = d(si−1 +

3ki)/4e. Ðåêóðñèâíî ïðèìåíÿÿ (∗) j ðàç, ïîëó÷àåì

M ′(k, s) = 3
∑j

i=1(ri+si)M ′(kj, sj)

j∏
i=1

Bi +O

(
j∑

i=1

si3
si+ki+

∑i
l=1(rl+sl)

i∏
l=1

Bl

)
,

ãäå Bi = 3ki−1−ki + 1. Âûïîëíÿåòñÿ
∏j

i=1Bi = O(3k−kj), â ÷åì ìîæíî óáå-
äèòüñÿ, ïåðåõîäÿ ê ëîãàðèôìèðîâàíèþ:

j∑
i=1

log3Bi = k − kj +

j∑
i=1

log3(1 + 3ki−ki−1).

Â ñèëó íåðàâåíñòâà log3(1 + x) < x/ ln 3, ñïðàâåäëèâîãî äëÿ âñåõ x > 0,
ïîñëåäíÿÿ ñóììà íå ïðåâîñõîäèò

j∑
i=1

3ki−ki−1 ≤
j∑

i=1

3−i < 1/2.

Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîé îöåíêè ìîæíî çàïèñàòü,

M ′(k, s) = O(3k−kj+
∑j

i=1(ri+si))M ′(kj, sj) +O

(
3k

j∑
i=1

Ai

)
,
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ãäå Ai = si3
si+
∑i

l=1(rl+sl). Ïîêàæåì, ÷òî
∑j

i=1Ai = O(Aj). Ýòî ñëåäóåò èç
îòíîøåíèÿ Al/Al−1 ≥ 9/4, ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî l:

Al/Al−1 = sl3
2sl+rl−sl−1/sl−1 > 32rl+kl−sl−1/4 ≥ 32kl/4 ≥ 9/4.

Ïîëó÷àåì îöåíêó

M ′(k, s) = O
(
3k−kj+

∑j
i=1(ri+si)

)
M ′(kj, sj) +O

(
sj3

k+sj+
∑j

i=1(ri+si)
)
. (∗∗)

Îöåíèì âîçíèêàþùèå â ïîêàçàòåëÿõ ñóììû. Èç ki ≤ 1 + (k− 1)/2i ñëåäóåò

j∑
i=1

ki ≤ (k − 1)(1− 2−j) + j ≤ k + j − kj.

Äàëåå, ïî èíäóêöèè ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

si =

⌈
s

4i
+

3k1

4i
+

3k2

4i−1 + . . .+
3ki

4

⌉
≤ s− 1

4i
+ 1 +

i∑
l=1

3kl

4i−l+1 ,

ãäå èíäóêòèâíûé ïåðåõîä ñëåäóåò èç òîæäåñòâà ddae/ne = da/ne, ñïðàâåä-
ëèâîãî äëÿ âñåõ a ∈ R, n ∈ N. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ

ri =

⌈
2s

4i
+

6k1

4i
+ . . .+

6ki−1

42 +
ki

2

⌉
≤ 2(s− 1)

4i
+ 1 +

i∑
l=1

6kl

4i−l+1 − ki,

ïîýòîìó

j∑
i=1

(ri + si) ≤ (s− 1)

(
1− 1

4j

)
+ 2j + 3

j∑
i=1

ki

(
1− 1

4j−i+1

)
−

j∑
i=1

ki ≤

≤ s+ 2j + 2

j∑
i=1

ki −

(
1 +

s− 1

4j
+

j∑
i=1

3ki

4j−i+1

)
≤ s+ 4j + 2k − 2kj − sj.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó â (∗∗), èìååì

M ′(k, s) ≤ O(33k+s+4j−3kj−sj)M ′(kj, sj) +O(sj3
3k+s+4j−2kj).

Äëÿ ãëóáèíû, êàê ñëåäóåò èç (∗), ñïðàâåäëèâà îöåíêà

D′
M(k, s) ≤ 2jD′

M(kj, sj) +

j∑
i=1

(
2i+2(si + ri) + 2i+1dki log2 3e

)
. (∗ ∗ ∗)
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Îöåíèì âåëè÷èíó ïîä çíàêîì ñóììû:

2i+2(si + ri) + 2i+1dki log2 3e < 3s

2i−2 + 2i+3 + 2i
i∑

l=1

9kl

4i−l
+ 2i+1(1 + ki log2 3).

Çàìåíÿÿ kl íà 1 + k/2l, ïîëó÷àåì îöåíêó ñâåðõó â âèäå

3s

2i−2 +2i+3+
9

2i

i∑
l=1

(4l +2lk)+2i+1 log2 6+k log2 6 <
3s

2i−2 +12, 6 ·2i+1+21, 2k.

Ñóììèðóÿ ïî i = 1, . . . , j è ïîäñòàâëÿÿ â (∗ ∗ ∗), îêîí÷àòåëüíî èìååì

D′
M(k, s) ≤ 2j(D′

M(kj, sj) + 50, 4) + 12s+ 21, 2jk.

Èç îöåíîê äîêàçàííîé ëåììû è ñîîòíîøåíèé (3.1), (3.2) âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.1 Ïóñòü q = 2t è j ∈ N, j ≤ dlog2 log3me. Òîãäà äëÿ m-
êðàòíîãî óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n − 1 íàä GF (q) ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ñõåìó ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

M(m,n) = O
(
81jm4− 4,5

2j n1− 1

4j

)
M
(
dm

1

2j e, dm
1,5

2j n
1

4j e
)

+

+O
(
(81/2)jm4− 2

2j n log(mn)
)

;

DM(m,n) ≤ 2jD
(
dm

1

2j e, dm
1,5

2j n
1

4j e
)
+12 log2 n+(21, 2j+13, 6) log2m+O(2j).

3.4.3 Óìíîæåíèå íàä ïîëåì íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè

Óìíîæåíèå â ïîëå íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ â èçâåñò-
íîé ñòåïåíè áîëåå ïðîñòûì àëãîðèòìîì � îñíîâàííûì íà äâîè÷íîì, à íå
íà òðîè÷íîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå (ñì. [59]). Îïèøåì ìîäèôèêàöèþ àë-
ãîðèòìà èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà äëÿ ìíîãîêðàòíîãî óìíîæåíèÿ íàä ïîëåì
GF (q), ãäå q = pt, p ∈ P \ {2}.

Ðàññìîòðèì êîëüöî R(x)
s = GF (q)[x]/(x2s

+ 1) ìíîãî÷ëåíîâ íàä GF (q)
ïî ìîäóëþ x2s

+ 1. Ýëåìåíò x ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì ñòåïåíè 2s+1

èç åäèíèöû â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû ìíîãî÷ëåíîâ x2s

+1 è x2s−1. Òàêèì
îáðàçîì, â êîëüöå R(x)

s îïðåäåëåíî ÄÏÔ ïîðÿäêà 2s+1. Äëÿ îáðàòíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ òðåáóåòñÿ ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì x−1, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ
èçìåíåíèåì ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ è óìíîæåíèåì èõ íà −1,
ò.ê.

c0 +
2s−1∑
i=1

cix
i ≡ c0 −

2s−1∑
i=1

c2s−i(x
−1)i mod x2s

+ 1,
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ïðè ýòîì óìíîæåíèå íà −1 ìîæíî ñîâìåñòèòü ñ óìíîæåíèåì íà N−1 =
2−(s+1) mod p â êîíöå àëãîðèòìà.4

Åñëè Φ(s, r) è DΦ(s, r) îáîçíà÷àþò ñëîæíîñòü è ãëóáèíó ñõåìû ÄÏÔ
ïîðÿäêà 2r íàä R(x)

s (r ≤ s + 1), òî äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî
ïîñòðîèòü ñõåìó ñëîæíîñòè Φ(s, r) + 2s è ãëóáèíû DΦ(s, r) + 1.

Ëåììà 3.10 Ïóñòü r ≤ s. Òîãäà ÄÏÔ ïîðÿäêà 2r íàä R
(y)
s ðåàëèçóåòñÿ

ñõåìîé ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

Φ(s, r) ≤ r2r+s; DΦ(s, r) ≤ r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z = y2s−r+1 � êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè 2r â
R

(y)
s , è ïóñòü Γ(x) =

∑
γix

i � ìíîãî÷ëåí íàä R(y)
s ñòåïåíè 2r− 1. Çàïèøåì,

Γ(zl) =
2r−1∑
i=0

γiz
il =

2r−1−1∑
i=0

γ2i(z
2)il + zl

2r−1−1∑
i=0

γ2i+1(z
2)il = Γ0(z

l1
∗ ) + zlΓ1(z

l1
∗ ),

ãäå z∗ = z2 � êîðåíü ñòåïåíè 2r−1 èç åäèíèöû, l1 = l mod 2r−1, à

Γj(x) =
2r−1−1∑

i=0

γ2i+jx
i, j = 0, 1.

Ïóñòü íåîáõîäèìûå çíà÷åíèÿ Γj(z
i
∗), j = 0, 1, i = 0, . . . , 2r−1−1, íàéäåíû

ïðè ïîìîùè äâóõ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2r−1. Óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíè z íå òðåáóþò
âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò, ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàæäîãî èç 2r çíà÷åíèé
Γ(zl) îñòàåòñÿ âûïîëíèòü ñëîæåíèå â R(y)

s ñî ñëîæíîñòüþ 2s è ãëóáèíîé 1.
Èìååì ðåêóððåíòíûå íåðàâåíñòâà

Φ(s, r) ≤ 2s+r + 2Φ(s, r − 1); DΦ(s, r) ≤ 1 +DΦ(s, r − 1),

êîòîðûå, ñ ó÷åòîì Φ(s, 0) = DΦ(s, 0) = 0, ðàçðåøàþòñÿ êàê

Φ(s, r) ≤ r2s+r; DΦ(s, r) ≤ r.

×åðåç M ′(k, s) è D′
M(k, s) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ñëîæíîñòü è ãëó-

áèíó 2k-êðàòíîãî óìíîæåíèÿ â êîëüöå R(x)
s . Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâû ñîîò-

íîøåíèÿ

M(m,n) ≤M ′(dlog2me, dlog2(mn)e);
DM(m,n) ≤ D′

M(dlog2me, dlog2(mn)e).
4Â ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè òðè ñõåìíóþ ñëîæíîñòü îáðàòíîãî ÄÏÔ ìîæíî ïðèíÿòü ñîâïàäàþùåé

ñî ñëîæíîñòüþ ïðÿìîãî ÄÏÔ, ïîñêîëüêó ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ íà −1 â ïîëå GF (3) ìîæíî ïîëàãàòü
ðàâíîé 0 (åñëè ýëåìåíòû GF (3) çàïèñûâàþòñÿ â äâóõáèòîâîì äâîè÷íîì êîäå: 1 = [01], 2 = [10], 0 = [00]
èëè [11], òî óìíîæåíèå íà −1 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ðàçðÿäîâ).
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Â äðóãóþ ñòîðîíó, âåðíî

M ′(k, s) ≤M(2k, 2s) + 2s(2k − 1); D′(k, s) ≤ D(2k, 2s) + k,

ò.ê. ïðèâåäåíèå ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 2k(2s−1) (êîòîðûé, íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâåäåíèåì 2k ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 2s−1) ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà x2s

+1
âûïîëíÿåòñÿ ñëîæåíèåì (ñ âû÷èòàíèÿìè) 2k ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 2s − 1.

Ëåììà 3.11 Ïóñòü k ≤ s− r + 1, òîãäà

M ′(k, r + s) ≤ 2s+1M ′(k, s) + (2k + 1)(s+ 1)22s+1 + 2k+r+s;

D′
M(k, r + s) ≤ D′

M(k, s) + 2s+ k + 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fi ∈ R
(x)
r+s è f = f1 · . . . · f2k . Êàê è â ëåììå 3.8,

èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå

fi =
2r+s−1∑

j=0

fi,jx
j =

2r−1∑
j=0

ϕi,j(ỹ)x
j,

ãäå ỹ = x2r è degϕi,j < 2s, è óñòàíàâëèâàåì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó R(x)
r+s è

R
(y)
s [x]. Òàêèì îáðàçîì, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç f ′i(x) ìíîãî÷ëåíû èç R(y)

s [x], ñîîò-
âåòñòâóþùèå fi, è f ′(x) = f ′1(x)·. . .·f ′2k(x) ∈ R(y)

s [x], ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó f ∈ R(x)

r+s è f ′(x) mod (x2r − y).
Ìíîãî÷ëåí f ′(x) ñòåïåíè íå âûøå 2k(2r− 1) îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâà-

åòñÿ ïî çíà÷åíèÿì â 2s+1 ≥ 2k+r òî÷êàõ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì
2k-êðàòíîãî óìíîæåíèÿ â R(x)

r+s.
À. Ñ ïîìîùüþ ÄÏÔ âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ f ′i(x) â òî÷êàõ

1, y, y2, . . . , y2s+1−1 (y � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè 2s+1 â R(y)
s ).

Á. Ïðîèçâåäåíèÿ f ′(yj) = f ′1(y
j) · . . . · f ′2k(yj) âû÷èñëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì

2s+1 2k-êðàòíûõ óìíîæåíèé â R(y)
s .

Â. Ìíîãî÷ëåí f ′(x) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîèì çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ
1, y, y2, . . . , y2s+1−1 ïðè ïîìîùè îáðàòíîãî ÄÏÔ.

Ã. Ìíîãî÷ëåí f ′(x) ïðèâîäèòñÿ ïî ìîäóëþ x2r − y.
Ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ íà ïîñëåäíåì øàãå ñâîäèòñÿ ê ñëîæåíèþ (ñ âû-

÷èòàíèÿìè) 2k ìíîãî÷ëåíîâ íàä R(y)
s ñòåïåíè íå âûøå 2r−1 (ò.ê. óìíîæåíèå

íà ñòåïåíè y â R(y)
s ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì ñî ñìåíîé çíàêà ó íåêî-

òîðûõ êîýôôèöèåíòîâ).
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Ëåììà 3.12 Ïóñòü j ∈ N, j ≤ dlog2 ke, kj = dk/2je, sj = d s
4j + 1,5k

2j e.
Òîãäà

M ′(k, s) ≤ O(23k+s+3j−3kj−sj)M ′(kj, sj) +O(sj2
3k+s+3j−2kj);

D′
M(k, s) ≤ 2j(D′

M(kj, sj) + 20) + 6s+ 9jk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.9, áóäåì ÷åðåäîâàòü
ñâåäåíèå ê ïðîèçâåäåíèÿì ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ñîìíîæèòåëåé ñ äâóìÿ èòå-
ðàöèÿìè ëåììû 3.11. Ïåðâîìó øàãó îòâå÷àþò ñîîòíîøåíèÿ

M ′(k + l, s) ≤ 2lM ′(k, s) +M ′(l, s); D′
M(k + l, s) ≤ D′

M(k, s) +D′
M(l, s),

à îáúåäèíåííîìó:

M ′(k, s) ≤ (2k−k1 + 1)
(
2r1+s1+2M ′(k1, s1) +O(s12

k1+2s1+r1)
)
;

D′
M(k, s) ≤ 2D′

M(k1, s1) + 4(k1 + r1 + s1) + 12, (?)

ãäå k1 = dk/2e, r1 = ds+k1−1
2 e è s1 = dr1+k1−1

2 e = ds+3k1−3
4 e.

Ïðèìåíèì (?) ðåêóðñèâíî j ðàç. Îáîçíà÷èì ki = dki−1/2e = dk/2ie,
ri = dsi−1+ki−1

2 e è si = dsi−1+3ki−3
4 e. Â îòíîøåíèè ñëîæíîñòè ïîëó÷àåì (âûâîä

àíàëîãè÷åí âûâîäó îöåíêè (∗∗) â ëåììå 3.9)

M ′(k, s) = O
(
2k−kj+

∑j
i=1(ri+si)+2j

)
M ′(kj, sj) +O

(
2k

j∑
i=1

Ai

)
,

ãäå Ai = si2
si+2i+

∑i
l=1(rl+sl). Ñïðàâåäëèâî

∑j
i=1Ai = O(Aj), ò.ê. äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî l < j âûïîëíÿåòñÿ

Al/Al−1 ≥ 4sl2
2sl+rl−sl−1/sl−1 ≥ 22rl+(kl−1)−sl−1 ≥ 22(kl−1) ≥ 4.

Ñëåäîâàòåëüíî,

M ′(k, s) = O
(
2k−kj+

∑j
i=1(ri+si)+2j

)
M ′(kj, sj)+

+O
(
sj2

k+
∑j

i=1(ri+si)+sj+2j
)
. (??)

Ïàðàìåòðû ki îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è â ëåììå 3.9. Ïîýòîìó ñïðàâåä-
ëèâî

∑j
i=1 ki ≤ k + j − kj. Òàêæå ïî èíäóêöèè ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

si =

⌈
s+ 1

4i
+

3k1

4i
+

3k2

4i−1 + . . .+
3ki

4
− 1

⌉
≤ s

4i
+

i∑
l=1

3kl

4i−l+1 ;
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ri =

⌈
2(s+ 1)

4i
+

6k1

4i
+ . . .+

6ki−1

42 +
ki

2
− 2

⌉
≤ 2s

4i
− 1 +

i∑
l=1

6kl

4i−l+1 − ki.

Ñëåäîâàòåëüíî,

j∑
i=1

(ri + si) ≤ s

(
1− 1

4j

)
− j −

j∑
i=1

kj + 3

j∑
i=1

ki

(
1− 1

4j−i+1

)
≤

≤ s− j + 2

j∑
i=1

ki − sj ≤ s+ j + 2k − 2kj − sj.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â (??), èìååì

M ′(k, s) ≤ O(23k+s+3j−3kj−sj)M ′(kj, sj) +O(sj2
3k+s+3j−2kj).

Â îòíîøåíèè ãëóáèíû ñïðàâåäëèâà îöåíêà

D′
M(k, s) ≤ 2jD′

M(kj, sj) +

j∑
i=1

2i+1(ki + ri + si + 3). (? ? ?)

Âåëè÷èíà ïîä çíàêîì ñóììû îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2i+1(ki + ri + si + 3) ≤ 3s

2i−1 + 2i+2 + 9
i∑

l=1

4lkl

2i+1 <

<
3s

2i−1 + 2i+2 + 9
i∑

l=1

4l + 2lk

2i+1 <
3s

2i−1 + 5 · 2i+1 + 9k,

ò.ê. kl < 1 + k/2l. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â (? ? ?), îêîí÷àòåëüíî âûâîäèì

D′
M(k, s) ≤ 2j(D′

M(kj, sj) + 20) + 6s+ 9jk.

Ñëåäñòâèå 3.2 Ïóñòü q � íå÷åòíî è j ∈ N, j ≤ dlog2 log2me. Òîãäà äëÿ
m-êðàòíîãî óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n − 1 íàä GF (q) ìîæíî
ïîñòðîèòü ñõåìó ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

M(m,n) = O
(
8jm4− 4,5

2j n1− 1

4j

)
M
(
dm

1

2j e, dm
1,5

2j n
1

4j e
)

+

+O
(
4jm4− 2

2j n log(mn)
)

;

D(m,n) ≤ 2jD
(
dm

1

2j e, dm
1,5

2j n
1

4j e
)

+ 6 log2 n+ (9j + 7) log2m+O(2j).
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3.4.4 Óìíîæåíèå ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé ãëóáèíîé

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà j ≈ log2 k èòåðàöèé â àëãîðèò-
ìàõ ëåìì 3.9 è 3.12, ñòðîÿòñÿ ñõåìû ìíîãîêðàòíîãî óìíîæåíèÿ ñëîæíîñòè
O(nm4 logcm log n log log n) è ãëóáèíû O(log n + logm log logm). Ãëóáèíó
ìîæíî äîâåñòè äî O(log(mn)), åñëè ïîñëå íåñêîëüêèõ èòåðàöèé èñïîëüçî-
âàòü ìåòîä èç �3.3. Ïðè ýòîì, åñëè îòòàëêèâàòüñÿ îò ìåòîäà òåîðåìû 3.2,
ïðèìåíåíèå ÄÏÔ âåäåò ê îòíîñèòåëüíîìó óìåíüøåíèþ ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîãî êîýôôèöèåíòà â îöåíêå ãëóáèíû. Èòàê, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3.3 Ïóñòü j, l ∈ N, j ≤ dlog2 log2me. Òîãäà m-êðàòíîå óìíîæå-
íèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n − 1 íàä GF (q) âûïîëíÿåòñÿ ñõåìîé
ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

M(m,n) = O
(
lajm4− 1

2j + 2,5

l2j n1+ 1

l4j
(
2−j log(mn) log log(mn) + l2

))
;

DM(m,n) = O
(
(l + j) logm+ (1 + l/2j) log n

)
,

ãäå a = 81, åñëè q ÷åòíî, è a = 8, èíà÷å.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèÿì èç ëåìì 3.9 è 3.12 ñëîæíîñòü ìíî-
ãîêðàòíîãî óìíîæåíèÿ M(m,n) íàä GF (q) îöåíèâàåòñÿ êàê

O
(
ajm4− 4,5

2j n1− 1

4j

)
M
(
dm

1

2j e, dm
1,5

2j n
1

4j e
)

+O
(
(a/2)jm4− 2

2j n log(mn)
)
.

Îöåíèâàÿ M
(
dm

1

2j e, dm
1,5

2j n
1

4j e
)
ïðè ïîìîùè òåîðåìû 3.2 êàê

O
(
lm(3,5+ 2,5

l ) 1

2j n(1+ 1
l )

1

4j
(
2−j log(mn) log log(mn) + l2

))
,

ïîëó÷àåì

M(m,n) = O
(
lajm4− 1

2j + 2,5

l2j n1+ 1

l4j
(
2−j log(mn) log log(mn) + l2

))
.

Â îòíîøåíèè ãëóáèíû ñïðàâåäëèâî

DM(m,n) ≤ 2jDM

(
dm

1

2j e, dm
1,5

2j n
1

4j e
)

+O(log(mjn)) +O(2j).

Ïîäñòàâëÿÿ îöåíêó òåîðåìû 3.2, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

DM(m,n) = 2jO

(
l

2j
log
(
mn

1

2j

))
+O(log(mjn)) +O(2j) =

= O((l + j) logm+ (1 + l/2j) log n).

Äëÿ ìîäóëÿðíîãî ìíîãîêðàòíîãî óìíîæåíèÿ èç äîêàçàííîé òåîðåìû è
ëåììû 3.2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 3.4 Ïóñòü j, l, r ∈ N, j ≤ dlog2 log2me. Òîãäà m-êðàòíîå óìíî-
æåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä GF (q) ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n âûïîë-
íÿåòñÿ ñõåìîé ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

M(m,n) = O
(
lajm1+ 1

r(3− 1

2j + 2,5

l2j )n1+ 1

l4j
(
2−j log(mn) log log(mn) + l2

))
;

DM(m,n) = O
(
(l + j) logm+ r(1 + l/2j) log n

)
,

ãäå a = 81, åñëè q ÷åòíî, è a = 8, èíà÷å.

3.5 Î ïðèìåíåíèè ìåòîäà Ä. Êàíòîðà

Êîíöåïöèÿ àääèòèâíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîãî ïîëÿ è îñíîâàííîãî íà íèõ
àääèòèâíîãî àíàëîãà äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ïîçâîëÿþùåãî
ïîñòðîèòü àñèïìòîòè÷åñêè áûñòðûé ìåòîä óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä
êîíå÷íûìè ïîëÿìè, áûëà ïðåäëîæåíà Ä. Êàíòîðîì â [46]. Âïîñëåäñòâèè,
â [58], ìåòîä Êàíòîðà áûë îáîáùåí íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ïîëåé, è îäíî-
âðåìåííî óïðîùåíî èçëîæåíèå. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î ïðèìå-
íåíèè àääèòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, îïèðàÿñü íà [58].

Ïóñòü â ïîëå GF (qk) âûáðàí áàçèñ {α1, α2, . . . , αk}. ÏîëîæèìW0 = {0}
è îáîçíà÷èìWi =< α1, . . . , αi >� ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïîëÿGF (qk),
ò.å.Wi ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé ïîäãðóïïîé. Î÷åâèäíî, äëÿ i < k âûïîëíÿåòñÿ

Wi+1 =
⋃

c∈GF (q)

{cαi+1 +Wi}.

Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåíû Si(x) êàê

Si(x) =
∏

β∈Wi

(x− β).

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ëåãêî ïðîâåðÿåìûå ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ Si(x)
(ñì. [58]):

(1) S0(x) | S1(x) | . . . | Sk(x) = xqk − x;

(2) Si+1(x) = Si(x)(S
q−1
i (x)− Sq−1

i (αi+1));

(3) Ìíîãî÷ëåí Si(x) ìîæåò èìåòü íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû òîëüêî ïðè
ñòåïåíÿõ xqj , 0 ≤ j ≤ i;

(4) Âûïîëíåíî Si(β + γ) = Si(β) + Si(γ) äëÿ ëþáûõ β, γ ∈ GF (qk).
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Óêàçàííûå ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü àääèòèâíûé àíàëîã àë-
ãîðèòìà áûñòðîãî äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ni

êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà Si(x). Èç (3) ñëåäóåò,
÷òî ni ≤ i+ 1. Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.13 Ïóñòü α ∈ GF (qk), g(x) ∈ GF (qk)[x] è deg g ≤ qi+1− 1. Äëÿ
ëþáîãî c ∈ GF (q) îáîçíà÷èì gc(x) = g(x) mod Si(x− cαi+1 − α). Òîãäà

(à) Äëÿ âñåõ β ∈ α+Wi âûïîëíåíî g(β + cαi+1) = gc(β + cαi+1);

(á) g(x) = −S1−q
i (αi+1)

∑
c∈GF (q) gc(x)

Si+1(x−α)
Si(x−cαi+1−α), à äëÿ ïîëÿ õàðàêòåðè-

ñòèêè 2: g(x) = S−1
i (αi+1)( g0(x)Si(x− αi+1 − α) + g1(x)Si(x− α) );

(â) Åñëè èçâåñòåí ìíîãî÷ëåí g(x), òî ìíîãî÷ëåíû gc(x) âû÷èñëÿþòñÿ
ñî ñëîæíîñòüþ O(niq

i+2M(k)) è ãëóáèíîé O(q(DM(k) + log ni));

(ã) Åñëè èçâåñòíû ìíîãî÷ëåíû gc(x), òî ìíîãî÷ëåí g(x) âû÷èñëÿåòñÿ
ñî ñëîæíîñòüþ O(niq

i+1M(k)) è ãëóáèíîé O(q(DM(k) + log ni));

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (à) î÷åâèäíî. Ðàâåíñòâî (á) ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè íå âûøå qi+1 − 1 ñëåäóåò èç ñîâïàäåíèÿ èõ çíà÷åíèé â qi+1 òî÷êàõ
β ∈ α+Wi+1.

Ìíîãî÷ëåí Si(x) ÿâëÿåòñÿ ni-÷ëåíîì ñòåïåíè qi ñî ñëåäóþùèì ïîñëå
ñòàðøåãî íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì ïðè xqj , ãäå j ≤ i − 1. Ìíîãî÷ëåí
âèäà Si(x− β) îòëè÷àåòñÿ îò Si(x) ïîñòîÿííûì ÷ëåíîì Si(β). Ïðèâåäåíèå
ïî ìîäóëþ òàêîãî ìíîãî÷ëåíà (èëè óìíîæåíèå íà íåãî) ìîæíî ñâåñòè ê
âû÷èòàíèÿì (ñëîæåíèÿì).

Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà g(x) ïî ìîäóëþ Si(x−β) ñîñòîèò â ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ ïðèâåäåíèÿõ ïî ìîäóëÿì Si(x−β)xj(qi−qi−1), j = q−1, . . . , 1.
Êàæäîå èç ïðèâåäåíèé òðåáóåò O(qini) óìíîæåíèé íà êîýôôèöèåíòû ìíî-
ãî÷ëåíà Si(x− β) è O(qini) ñëîæåíèé íàä GF (qk) (äëÿ ïðèâåäåíèÿ ïîäîá-
íûõ). Ýòè ñëîæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñ ãëóáèíîé O(log ni), ò.ê. ïðè êàæäîé
ñòåïåíè x îáðàçóåòñÿ O(ni) ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ. Îêîí÷àòåëüíî, îäíî ïðèâå-
äåíèå ïî ìîäóëþ Si(x − β) âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(niq

i+1M(k)) è
ãëóáèíîé O(q(DM(k) + log ni)), ÷òî äîêàçûâàåò (â).

Óìíîæåíèå gc(x) íà ìíîãî÷ëåí−S1−q
i (αi+1)Si+1(x−α), èìåþùèé ni+1+1

íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ, òðåáóåò O(qini+1) óìíîæåíèé è O(qini+1) ñëî-
æåíèé â GF (qk). Ñëîæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñ ãëóáèíîé O(log ni+1), ò.ê. ïðè
êàæäîé ñòåïåíè x èìååòñÿ O(ni+1) ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ. Ïîñëåäóþùåå äåëåíèå
íà ìíîãî÷ëåí Si(x−cαi+1−α) âûïîëíÿåòñÿ àëãîðèòìîì ïðåäûäóùåãî àáçà-
öà ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî íàõîäèòñÿ íå îñòàòîê, à ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ; òàêæå,
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çà ñ÷åò òîãî, ÷òî èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí ìîæåò èìåòü ñòåïåíü qi+1+qi−1, òðå-
áóåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå q − 1, à q ïðîìåæóòî÷íûõ îïåðàöèé ïðèâåäåíèÿ
ïî ìîäóëþ. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ-ñëàãàåìûõ â ôîðìóëå (á),
êàê óêàçàíî âûøå, îñòàåòñÿ âûïîëíèòü ñëîæåíèå q ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå qi+1 − 1, îòêóäà, ó÷èòûâàÿ ni+1 ≤ 2ni, ïîëó÷àåì (ã).

Ëåììà 3.14 Âû÷èñëåíèå âñåõ g(β), β ∈ α+Wl, ãäå g ∈ GF (qk)[x], deg g ≤
ql − 1, α ∈ GF (qk), âûïîëíÿåòñÿ ñõåìîé ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

O(l2ql+1M(k)); O(ql(DM(k) + log l)).

Ñ òàêîé æå ñëîæíîñòüþ è ãëóáèíîé âîññòàíàâëèâàåòñÿ åäèíñòâåííûé
ìíîãî÷ëåí g(x) ñòåïåíè íå âûøå ql−1, ïðèíèìàþùèé çàäàííûå çíà÷åíèÿ
íà ìíîæåñòâå α+Wl.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé. Äëÿ l = 0 óòâåðæäåíèå ëåì-
ìû î÷åâèäíî. Ïóñòü îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ l ≤ L− 1. Ðàññìîòðèì ïåðå-
õîä ê l = L.

Ñîãëàñíî ï. (à) ëåììû 3.13, âû÷èñëåíèå âñåõ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà g(x)
ñòåïåíè íå âûøå qL − 1 íà ìíîæåñòâå α + WL ðàâíîñèëüíî âû÷èñëåíèþ
çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíîâ gc(x) ñòåïåíè íå âûøå qL−1 − 1 íà ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ìíîæåñòâàõ α + cαL + WL−1, ãäå c ∈ GF (q). Èç ï. (â) ñëåäóåò, ÷òî
ìíîãî÷ëåíû gc(x) âû÷èñëÿþòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(nL−1q

L+1M(k)) è ãëóáè-
íîé O(q(DM(k) + log ni)). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, âû÷èñëåíèå çíà-
÷åíèé ìíîãî÷ëåíîâ gc íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäìíîæåñòâàõ âûïîëíÿåòñÿ
ñõåìîé ñëîæíîñòè O(qL+1M(k))

∑L−2
i=0 ni è ãëóáèíû O(q(L − 1)DM(k)) +

O(q)
∑L−2

i=0 log ni. Ñóììèðóÿ óêàçàííûå îöåíêè è çàìå÷àÿ, ÷òî èç ni ≤ i+ 1
ñëåäóåò

l−1∑
i=0

ni ≤ C2
l ;

l−1∑
i=0

log ni ≤ log l! = O(l log l),

ïîëó÷àåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî.

Çàìå÷àíèå. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n < ql − 1 íà
ìíîæåñòâå Wl ìåòîäîì ëåììû 3.14 âûïîëíÿåòñÿ ñõåìîé ñî ñëîæíîñòüþ
O(ql+1M(k) log2

q n) è ãëóáèíîé O(q logq n(DM(k)+log logq n)), ò.ê. íåò íåîá-
õîäèìîñòè âû÷èñëÿòü îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà Si(x− β), åñëè qi ≥ n.

Òåîðåìà 3.5 Ïóñòü q = O(mn). Òîãäà óìíîæåíèå m ìíîãî÷ëåíîâ ñòå-
ïåíè íå âûøå n−1 íàä GF (q) âûïîëíÿåòñÿ ñõåìîé ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

M(m,n) = O(m2q2nM(logq(mn)) log2
q n);
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DM(m,n) = O( q logq(mn)(DM(logq(mn)) + log logq(mn)) ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïåðåìíîæàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû f1(x), . . . , fm(x) ∈
GF (q)[x] ñòåïåíè íå âûøå n − 1. Âûáåðåì k = dlogq(m(n − 1) + 1)e, òàê
÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m(n− 1) ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí ïî ñâîèì
çíà÷åíèÿì â ïîëå GF (qk). Ïðèìåì, ÷òî fi(x) ∈ GF (qk)[x], è îáîçíà÷èì
f(x) = f1(x) · . . . · fm(x). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñõåìó âû÷èñëåíèé.

A. Âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ fi(x) â òî÷êàõ ïîëÿ GF (qk).

B. Âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ f(x) íà ýëåìåíòàõ ïîëÿ GF (qk) íåïîñðåä-
ñòâåííûì ïåðåìíîæåíèåì çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíîâ-ñîìíîæèòåëåé.

C. Ìíîãî÷ëåí f(x) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ ê ëåììå 3.14, øàã A ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé ñëîæíî-
ñòè O(mqk+1M(k) log2

q n) è ãëóáèíû O(q logq n(DM(k) + log logq n)). Øàã B
ñîñòîèò â âûïîëíåíèè qk m-êðàòíûõ óìíîæåíèé â GF (qk) è ðåàëèçóåòñÿ
ñî ñëîæíîñòüþ O(qkmM(k)) è ãëóáèíîé O(DM(k) logm). Øàã C, ñîãëàñ-
íî ëåììå 3.14, ìîæåò áûòü âûïîëíåí ñõåìîé ñëîæíîñòè O(k2qk+1M(k)) è
ãëóáèíû O(qk(DM(k)+log k)). Â îöåíêå ñëîæíîñòè äîìèíèðóåò ñëîæíîñòü
ðåàëèçàöèè øàãà A, à â îöåíêå ãëóáèíû � ãëóáèíà ðåàëèçàöèè øàãà C,
îòêóäà, ó÷èòûâàÿ qk < qmn, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Îöåíêè äîêàçàííîé òåîðåìû ìîãóò áûòü óòî÷íåíû ïðè ñïåöèàëüíîì âû-
áîðå áàçèñà (ñì. [46]). Íàïðèìåð, ïðè q = 2 îíè ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê
âèäó O(m2n loglog2 6(mn)) äëÿ ñëîæíîñòè è O(log(mn) log log(mn)) äëÿ ãëó-
áèíû. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, êàê è â ï. 3.4.4, ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñõåìà
ãëóáèíû O(log(mn)).
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4 Èíâåðòèðîâàíèå

Ðÿä àñèìïòîòè÷åñêè áûñòðûõ ñïîñîáîâ èíâåðòèðîâàíèÿ â ñòàíäàðòíîì áà-
çèñå êîíå÷íîãî ïîëÿ îñíîâûâàåòñÿ íà ðàñøèðåííîì àëãîðèòìå Åâêëèäà (áà-
çîâûé àëãîðèòì Åâêëèäà ïðåäíàçíà÷åí äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ ýëåìåíòîâ
íåêîòîðîãî êîëüöà). Åñëè mn(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íåêîòî-
ðîãî ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëÿ GF (qn), òî ïî çàäàííîìó íåíóëåâî-
ìó ýëåìåíòó ïîëÿ, ïðåäñòàâëåííîìó ìíîãî÷ëåíîì f(t), èñïîëüçóÿ ðàñøè-
ðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà, ìîæíî íàéòè ìíîãî÷ëåí u(t) (ñòåïåíè îáîèõ
ìíîãî÷ëåíîâ ìåíüøå n), òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ f(t)u(t) = 1 mod mn(t),
ñëåäîâàòåëüíî, u(t) ïðåäñòàâëÿåò îáðàòíûé ê f(t) ýëåìåíò. Áîëåå ïîäðîáíî
îá àëãîðèòìå Åâêëèäà ñì. [2, ï. 8.8], [5, ï. 1.2.3], [16, ðàçä. 4.5].

Äëÿ âàðèàíòà ýòîãî àëãîðèòìà, ïðèíàäëåæàùåãî Êíóòó [72] è îïòèìèçè-
ðîâàííîãî Ø�åíõàãå [81], ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñëîæíîñòè O(n log2 n log log n)
è ãëóáèíû O(n). Àëãîðèòì Ø�åíõàãå ðàáîòàåò ñ ÷èñëàìè, ïåðåëîæåíèå íà
ìíîãî÷ëåíû áûëî âûïîëíåíî Ìîíêîì [75], îäíàêî â åãî ðàáîòå èìåþòñÿ
íåòî÷íîñòè, èñ÷åðïûâàþùèé è êîððåêòíûé àíàëèç ýòèõ àëãîðèòìîâ áûë
ïðîâåäåí â ðàáîòàõ [43, 88] (ñì. òàêæå [59, ãë. 11]).

Óêàçàííûå àëãîðèòìû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîãðàììàìè èëè,
íàïðèìåð, ñõåìàìè èç àâòîìàòíûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ðåàëèçàöèè ñõåìîé èç
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü áîëåå ãðîìîçäêèå ïî-
ñòðîåíèÿ, íî äîáèòüñÿ òåõ æå ïîðÿäêó îöåíîê ñëîæíîñòè è ãëóáèíû âîç-
ìîæíî.

Èç èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ñèíòåçà ñõåì íàä GF (q), ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå
îáùèì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä àääèòèâíûõ öåïî÷åê, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü
ñõåìû ñëîæíîñòè O(nw log n) è ãëóáèíû O(log2 n), ãäå w < 1, 667 � ýêñïî-
íåíòà óìíîæåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðà

√
n×

√
n è

√
n× n. Ïîäðîáíûé àíàëèç

ýòîãî ìåòîäà ñì. â �4.1. Â �4.2 ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñõåì ñ ëîãàðèô-
ìè÷åñêîé ãëóáèíîé, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ìíîãîêðàòíûõ óìíîæå-
íèé: ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî r ∈ N ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó ñëîæíîñòè
O(rnw+1/r) è ãëóáèíû O(r log n) (â ÷àñòíîì ñëó÷àå r ∼ log n ïîëó÷àþòñÿ
îöåíêè èç ìåòîäà àääèòèâíûõ öåïî÷åê).

Äëÿ êîíêðåòíûõ ïîëåé ñî ñïåöèàëüíûìè áàçèñàìè ðàçðàáîòàíû ïðàê-
òè÷åñêè áîëåå ýôôåêòèâíûå ìåòîäû: íåêîòîðûå èç ýòèõ ìåòîäîâ èìåþò
òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ñëîæíîñòè O(n1+ε) è îäíîâðåìåííî ãëóáèíû, ìåíü-
øåé log2

2 n (íî òàêèå ñõåìû ñòðîÿòñÿ íå äëÿ âñåõ n), ñì., íàïðèìåð, ðàáî-
òû [13, 30, 6] è ïî ññûëêàì ê íèì. Â �4.3 ïîêàçàíî, êàê äëÿ íåêîòîðûõ
áàçèñîâ (â ÷àñòíîñòè, ãàóññîâûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ) ñòðîèòü ñõåìû èí-
âåðòèðîâàíèÿ ñëîæíîñòè O(ε−bn1+ε) è ãëóáèíû O(ε−1 log n), ãäå b < 2, 12.

Äàëåå, â �4.4 âûÿñíÿåòñÿ âîïðîñ î ìèíèìèçàöèè ãëóáèíû ñõåìû èíâåð-
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òèðîâàíèÿ â ïîëå ïî îñíîâàíèþ äâà. Ïîêàçàíî, ÷òî èíâåðòèðîâàíèå â ïîëå
GF (2n) ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé ãëóáèíû àñèìïòîòè÷åñêè (3 + σ) log2 n,
ãäå σ � êîíñòàíòà ãëóáèíû ìíîãîêðàòíîãî ñëîæåíèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê íàèìåíüøåå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñõåìà ñëîæåíèÿ n îä-
íîðàçðÿäíûõ ÷èñåë, èìåþùàÿ ãëóáèíó (σ + o(1)) log2 n. Ñëîæíîñòü ñõå-
ìû èíâåðòèðîâàíèÿ èç �4.4 äîñòàòî÷íî âûñîêà, ïîðÿäêà n4. Ïîõîæèé âèä,
(1+σ) log2 n, èìååò íàèëó÷øàÿ èçâåñòíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ãëóáèíû
óìíîæåíèÿ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî [63], ÷òî σ < 3, 44. Óìíîæåíèå ÷è-
ñåë â ìåòîäå [63] (îñíîâàííîì íà [78]) âûïîëíÿåòñÿ ñõåìîé ñëîæíîñòè O(n2)
è ãëóáèíû àñèìïòîòè÷åñêè 4, 44 log2 n.

×åðåç M(n) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ïîðÿäîê ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n − 1 íàä GF (q) ñ ãëóáèíîé O(log n). Èçâåñòíî, ÷òî
M(n) = O(n log n log log n) (ñì. ï. 2.3).

4.1 Ìåòîä àääèòèâíûõ öåïî÷åê

4.1.1 Àääèòèâíûå öåïî÷êè

Àääèòèâíîé öåïî÷êîé äëÿ ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ íà÷èíàþùàÿñÿ ñ 1
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a0 = 1, a1, . . . , am = n, â êîòîðîé
êàæäîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êàêèõ-òî äâóõ ïðåäûäóùèõ ÷èñåë (âîçìîæ-
íî ñîâïàäàþùèõ), ò.å. äëÿ âñåõ i ≥ 1 âûïîëíåíî ai = aj + ak, j, k < i. Ïîä
äëèíîé öåïî÷êè a0, a1, . . . , am ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî m. ×åðåç l(n) îáîçíà-
÷àåòñÿ äëèíà êðàò÷àéøåé àääèòèâíîé öåïî÷êè äëÿ n. Òåîðèÿ àääèòèâíûõ
öåïî÷åê ïîäðîáíî èçëîæåíà â [16, ï. 4.6.3], [5, ï. 4.6].

Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî êàê ïîñòðîåíèå àä-
äèòèâíîé öåïî÷êè äëÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè. Óäâîåíèÿ â àääèòèâíîé öåïî÷êå
ñîîòâåòñòâóþò âîçâåäåíèÿì â êâàäðàò, à ïðî÷èå ñëîæåíèÿ � óìíîæåíèÿì.

Àääèòèâíàÿ öåïî÷êà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè êàæäûé åå ýëåìåíò ðà-
âåí ñóììå ïðåäûäóùåãî ýëåìåíòà è êàêîãî-òî åùå, ò.å. äëÿ âñåõ i ≥ 1
âûïîëíåíî ai = ai−1 + aj, j < i. Äëèíà êðàò÷àéøåé ëèíåéíîé öåïî÷êè
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç l∗(n).

Ìåòîä Áðàóýðà [42] (ñì. òàêæå [16] èëè [5]) ïîçâîëÿåò ïî çàäàííîé ëè-
íåéíîé öåïî÷êå 1, a1, . . . , am = n ïîñòðîèòü àääèòèâíóþ öåïî÷êó äëÿ
2n − 1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1 = 21 − 1, 2a1 − 1, . . . , 2am − 1 = 2n − 1,

çàòåì â ïðîìåæóòêè ìåæäó ÷èñëàìè âñòàâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäâî-
åíèé. Òàê, ìåæäó ñîñåäíèìè ÷èñëàìè 2ai − 1 è 2ai+1 − 1, ãäå ai+1 = ai + aj,
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ïîìåùàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

2(2ai − 1), 22(2ai − 1), . . . , 2ai+1−ai(2ai − 1) = 2ai+1 − 2aj .

Ïîñêîëüêó 2ai+1−1 = (2ai+1−2aj)+(2aj−1), òî èòîãîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé àääèòèâíîé öåïî÷êîé äëèíû n + m − 1, ñîñòîÿùåé èç
n− 1 óäâîåíèé è m ñëîæåíèé.

Ìåòîä Áðàóýðà ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ñ ïðîèçâîëüíîé öåïî÷êîé äëÿ n.
Ïðè ýòîì, åñëè ai = aj + ak, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ 2ai − 1 ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü óäâîåíèé íåîáõîäèìî âåñòè îò 2aj − 1 èëè îò 2ak − 1. Êîëè÷åñòâî
ñëîæåíèé â ïîñòðîåííîé öåïî÷êå òàêæå áóäåò ñîâïàäàòü ñ äëèíîé èñõîä-
íîé öåïî÷êè äëÿ n, íî êîëè÷åñòâî óäâîåíèé ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì n−1.
Öåïî÷êè, äëÿ êîòîðûõ ìåòîäîì Áðàóýðà ñòðîèòñÿ öåïî÷êà ðîâíî ñ n − 1
óäâîåíèÿìè, íàçûâàþòñÿ öåïî÷êàìè Õàíçåíà (ëèíåéíûå öåïî÷êè ÿâëÿþòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì öåïî÷åê Õàíçåíà, ñì. [16]). Â öåïî÷êå, ïîñòðîåííîé ìåòî-
äîì Áðàóýðà ñ èñõîäíîé öåïî÷êîé Õàíçåíà, âñå íåëèíåéíûå øàãè ÿâëÿþòñÿ
óäâîåíèÿìè.

Èç ìåòîäà Áðàóýðà ñëåäóåò, ÷òî

l∗(2n − 1) ≤ n+ l∗(n)− 1.

Ýòà òåîðåìà îáîáùàåòñÿ òàêæå íà öåïî÷êè Õàíçåíà, íî ãèïîòåçà Øîëüöà�
Áðàóýðà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî âåðíî íåðàâåíñòâî l(2n − 1) ≤ n + l(n) − 1,
ïî-âèäèìîìó, äî ñèõ ïîð íå äîêàçàíà è íå îïðîâåðãíóòà. Òàêæå, âèäèìî, íå
äîêàçàíî íåðàâåíñòâî l(n) ≥ λ(n) + λ(ν(n)), ãäå λ(n) = blog2 nc, à ν(n) �
âåñ ÷èñëà n, ò.å. êîëè÷åñòâî åäèíèö â åãî äâîè÷íîé çàïèñè, õîòÿ À. Ø�åíõàãå
â 1975 ã. [82] äîêàçàë, ÷òî l(n) ≥ λ(n) + λ(ν(n))−O(1) (ñì. òàêæå [16]).

Èçâåñòíî (ýòî òîæå òåîðåìà Õàíçåíà), ÷òî äëÿ ëþáîãî c ñóùåñòâóþò
n, òàêèå, ÷òî l(n) < l∗(n) − c, íî ïðàêòè÷åñêè òðåáîâàíèå ëèíåéíîñòè íå
íàêëàäûâàåò ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé, ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ n ≤ 12508
âûïîëíÿåòñÿ l(n) = l∗(n), ò.å. äëÿ ðàçóìíûõ çíà÷åíèé n âñåãäà ñóùåñòâóåò
ëèíåéíàÿ àääèòèâíàÿ öåïî÷êà ìèíèìàëüíîé äëèíû (ñì. [16]).

Ïî÷òè äëÿ âñåõ n ìèíèìàëüíàÿ öåïî÷êà èìååò äëèíó àñèìïòîòè÷åñêè
λ(n)(1+1/λ(λ(n))). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n öåïî÷êà òàêîé äëèíû ìîæåò áûòü
ïîñòðîåíà 2k-àðíûì ìåòîäîì Áðàóýðà [42] (ñì. òàêæå [16]). Áîëåå òî÷íî,
öåïî÷êà Áðàóýðà èìååò äëèíó

λ(n)

(
1 +

1

λ(λ(n))
+O

(
log log log n

log2 log n

))
.

Òàêàÿ æå îöåíêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ìåòîäîì ßî [90]. Èíòåðåñíî, ÷òî ìå-
òîäû Áðàóýðà è ßî ôàêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè äðóã ê äðóãó â
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ñìûñëå ïðèíöèïà òðàíñïîçèöèè (ñì. [38]). Ðàçðàáîòàííûå ïîçäíåå àëãîðèò-
ìû ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ìèíèìàëüíûõ àääèòèâíûõ öåïî÷åê â òîé
èëè èíîé ñòåïåíè îñíîâàíû íà ìåòîäàõ Áðàóýðà è ßî (ñîîòâåòñòâóþùèå
îáçîðû ìîæíî íàéòè â [61, 38]).

Ïîíÿòèå ãëóáèíû äëÿ àääèòèâíîé öåïî÷êè ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íî êàê è
äëÿ ñõåì: â äåéñòâèòåëüíîñòè, àääèòèâíàÿ öåïî÷êà ìîäåëèðóåòñÿ ñõåìîé
íàä áàçèñîì èç ýëåìåíòîâ ñëîæåíèÿ è óäâîåíèÿ. Î÷åâèäíî, ìèíèìàëüíàÿ
ãëóáèíà àääèòèâíîé öåïî÷êè äëÿ n ðàâíà dlog2 ne. Öåïî÷êó òàêîé ãëóáèíû
è äëèíû λ(n) + ν(n) − 1 ìîæíî ïîñòðîèòü âàðèàíòîì áèíàðíîãî ìåòîäà.
Ïðè ýòîì äëÿ íåêîòîðûõ n íå ñóùåñòâóåò öåïî÷åê ìèíèìàëüíîé ãëóáèíû è
äëèíû, ìåíüøåé, ÷åì 2λ(n). Îäíàêî, âàðèàíò ìåòîäà ßî ïîçâîëÿåò ïîñòðî-
èòü öåïî÷êó ãëóáèíû dlog2 ne + 1 è àñèìïòîòè÷åñêè ìèíèìàëüíîé äëèíû
λ(n)

(
1 + 1/λ(λ(n)) +O(log log log n/ log2 log n)

)
. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, äëÿ

âñåõ n ≤ 228 ñóùåñòâóþò öåïî÷êè ìèíèìàëüíîé äëèíû l(n) è ãëóáèíû, íå
ïðåâîñõîäÿùåé dlog2 ne + 1. Áîëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ
âîïðîñîâ èìååòñÿ â [12].

4.1.2 Ìåòîä Áðàóýðà

Èäåÿ ïðèìåíåíèÿ àääèòèâíûõ öåïî÷åê ê çàäà÷àì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü è
èíâåðòèðîâàíèÿ âûñêàçûâàëàñü ÿâíî âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, è âî ìíîãèõ ðà-
áîòàõ èñïîëüçîâàëàñü íåÿâíî. Îíà ðåàëèçóåòñÿ â ìåòîäå Áðàóýðà, îäíàêî
ýòîò ìåòîä ïðàêòè÷åñêè íå óïîìèíàåòñÿ â âûïîëíåííûõ ïîñëå 1939 ãîäà
ðàáîòàõ. Òàê, ÷àñòî öèòèðóåìûé (íàïðèìåð, [34]) ìåòîä èíâåðòèðîâàíèÿ
Èòî�Öóéè [68] ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìåòîäà Áðàóýðà (ñì. [61, 12]).
Ìíîãèå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Èòî�Öóéè, íàïðèìåð, [89], òàêæå íàêðûâà-
þòñÿ ìåòîäîì Áðàóýðà (ñì. [12]).

Èíâåðòèðîâàíèå â ïðîèçâîëüíîì êîíå÷íîì ïîëå GF (qn) ìîæíî ñâåñòè
ê âîçâåäåíèþ â ñòåïåíü ñïåöèàëüíîãî âèäà [68] (ñì. òàêæå [5, ï. 4.6.3]).
Ñîãëàñíî òåîðåìå Ôåðìà, äëÿ âñåõ x ∈ GF (qn) ñïðàâåäëèâî xqn

= x. Îáî-
çíà÷èì Q = (qn − q)/(q − 1). Òîãäà

x−1 = xQ(xQ+1)−1.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî xQ+1 ∈ GF (q), ò.ê. (Q + 1)(q − 1) = qn − 1. Òàêèì
îáðàçîì, èíâåðòèðîâàíèå ñâåäåíî ê âîçâåäåíèþ â ñòåïåíü Q, óìíîæåíèþ xQ

íà x (îíî âûïîëíÿåòñÿ ïðîùå, ÷åì óìíîæåíèå âîîáùå, ïîñêîëüêó èçâåñòíî,
÷òî ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò ïîëþ GF (q), è äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü òîëüêî
îäíó êîìïîíåíòó ïðîèçâåäåíèÿ) è äåëåíèþ xQ íà xQ+1 ∈ GF (q). Åñëè q = 2,
òî èíâåðòèðîâàíèå ïðîñòî ñîâïàäàåò ñ âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü Q = 2n − 2.
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Ìåòîä Áðàóýðà ñâîäèò çàäà÷ó âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü Q â ïîëå GF (qn) ê
ïîñòðîåíèþ êðàò÷àéøåé àääèòèâíîé öåïî÷êè äëÿ n− 1:

1 = a0, . . . , al(n−1) = n− 1.

Çàòåì ñòðîèòñÿ öåïî÷êà äëÿ Q/q = (qn−1 − 1)/(q − 1), ñîñòîÿùàÿ èç ÷èñåë

(qai − 1)/(q − 1),

â ïðîìåæóòêè ìåæäó êîòîðûìè âñòàâëåíû îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà
qaj (àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ q = 2, ñì. ï. 4.1.1). Â ñèëó

qaj(qai − 1)/(q − 1) + (qaj − 1)/(q − 1) = (qai+aj − 1)/(q − 1),

ïîñòðîåííàÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, íå àääèòèâíàÿ) öåïî÷êà ñîñòîèò èç l(n − 1)
ñëîæåíèé è òàêîãî æå êîëè÷åñòâà óìíîæåíèé íà ñòåïåíè q � ïîñëåäíèå
îïåðàöèè ñîîòâåòñòâóþò ïðåîáðàçîâàíèÿì Ôðîáåíèóñà.

Â íîðìàëüíîì áàçèñå îïåðàöèè Ôðîáåíèóñà âûïîëíÿþòñÿ ñ íóëåâîé
ñõåìíîé ñëîæíîñòüþ, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4.1 Ïóñòü Mn � ñõåìà óìíîæåíèÿ â íîðìàëüíîì áàçèñå ïîëÿ
GF (qn). Òîãäà äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó In ñëîæíî-
ñòè è ãëóáèíû

L(In) ≤ (l(n− 1) + 1)L(Mn) + n; D(In) ≤ (d(n− 1) + 1)D(Mn) + 1,

ãäå d(n−1) � ãëóáèíà ìèíèìàëüíîé àääèòèâíîé öåïî÷êè äëÿ n−1. Òàêæå
ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

λ(n)

(
1 +

1

λ(λ(n))
+O

(
log log log n

log2 log n

))
L(Mn);

(dlog2(n− 1)e+ 2)D(Mn) + 1.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíîãî áàçèñà îïåðàöèè Ôðîáåíèóñà ìîãóò
âûïîëíÿòüñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(nw) +O(

√
nM(n)) è ãëóáèíîé O(log n) ìå-

òîäîì Áðåíòà�Êóíãà [44], ãäå w < 1, 667 � ýêñïîíåíòà ìàòðè÷íîãî óìíî-
æåíèÿ T√n,

√
n,n (áîëåå ïîäðîáíî î ìåòîäå Áðåíòà�Êóíãà ñì. äàëåå â �5.1).

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4.2 ÏóñòüMn � ñõåìà óìíîæåíèÿ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïîëÿ
GF (qn); ñëîæíîñòü è ãëóáèíà ñõåìû, ðåàëèçóþùåé ïðîèçâîëüíóþ îïåðà-
öèþ Ôðîáåíèóñà, óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì S(n) è DS(n) ñîîòâåòñòâåííî.
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Òîãäà äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó In ñëîæíîñòè è ãëó-
áèíû

L(In) ≤ (l(n− 1) + 1)(L(Mn) + S(n)) + n;

D(In) ≤ (d(n− 1) + 1)(D(Mn) +DS(n)) + 1,

ãäå d(n − 1) � ãëóáèíà ìèíèìàëüíîé àääèòèâíîé öåïî÷êè äëÿ n − 1. Â
÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

O(nw log n+
√
nM(n) log n); O(log2 n),

ãäå w � ýêñïîíåíòà óìíîæåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðà
√
n×

√
n è

√
n× n.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñõåìû èíâåðòèðîâàíèÿ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïîëÿ
GF (qn) èìååì îöåíêè ñëîæíîñòè è ãëóáèíû O(n1,667) è O(log2 n). Îöåíêè
äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ â íîðìàëüíîì áàçèñå çàâèñÿò îò ìåòîäà óìíîæåíèÿ.
Èç ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 5 ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó èíâåðòèðî-
âàíèÿ â ïðîèçâîëüíîì íîðìàëüíîì áàçèñå ñëîæíîñòè O(n1,806) è ãëóáèíû
O(log2 n). Îäíàêî, íàïðèìåð, äëÿ îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ (ñì.
íèæå) èçâåñòíàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ïî ïîðÿäêó òàêàÿ æå, êàê
äëÿ ñòàíäàðòíûõ áàçèñîâ, è äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ â òàêèõ áàçèñàõ ìåòî-
äîì àääèòèâíûõ öåïî÷åê ñòðîèòñÿ ñõåìà ñëîæíîñòè O(n log2 n log log n) è
ãëóáèíû O(log2 n), ò.å. ñ òàêèìè æå ïî ïîðÿäêó îöåíêàìè, êàê ó àëãîðèòìà
Åâêëèäà äëÿ ñòàíäàðòíûõ áàçèñîâ (íî âîïðîñ î ñõåìíîé ñëîæíîñòè ïîñëåä-
íåãî îñòàåòñÿ îòêðûòûì).

Â ðàáîòå [61] äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ â ïîëå GF (qn), q > 2, ïðèìåíÿåòñÿ
ñõåìà, íå èñïîëüçóþùàÿ äåëåíèÿ â GF (q) è èìåþùàÿ íåñêîëüêî áîëüøóþ
ñëîæíîñòü. Ýòà ñõåìà îñíîâàíà íà èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû

x−1 = x(qn−1−1)qxq−2.

Âû÷èñëåíèå xqn−1−1 âûïîëíÿåòñÿ ìåòîäîì Áðàóýðà, êàê óêàçàíî âûøå.
Áîëåå ïîäðîáíî î ïðèìåíåíèè ìåòîäà àääèòèâíûõ öåïî÷åê ê èíâåðòè-

ðîâàíèþ â êîíå÷íûõ ïîëÿõ ñì. [61, 12].

4.2 Ê ïîñòðîåíèþ ïàðàëëåëüíûõ ñõåì

Â ñõåìàõ, îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, èñïîëüçóåòñÿ O(log n) óì-
íîæåíèé è îïåðàöèé Ôðîáåíèóñà, âûïîëíÿåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíî, ÷òî ïðè-
âîäèò ê îöåíêå ãëóáèíû O(log2 n). Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ñïîñîá îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé, â êîòîðîì â êàæäîé öåïî÷êå âûïîëíÿ-
åòñÿ O(1) ìíîãîêðàòíûõ óìíîæåíèé è îïåðàöèé Ôðîáåíèóñà, ÷òî ïîçâîëÿåò
ðåàëèçîâàòü èíâåðòèðîâàíèå ñõåìîé ãëóáèíû O(log n).
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Ñòàíäàðòíûé (ïàðàëëåëüíûé) ñïîñîá âîçâåäåíèÿ â íåêîòîðóþ ñòåïåíü

P = a1q
e1 + . . .+ arq

ek, 0 < ai < q,

ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïàðàëëåëüíî ðåàëèçóþòñÿ k îïåðàöèé Ôðîáåíèóñà
xi = xqei , i = 1, . . . , k. Çàòåì âûïîëíÿåòñÿ a-êðàòíîå óìíîæåíèå, ãäå a =∑
ai:

xP = xa1
1 · . . . · xak

k .

Êàê è â ï. 4.1.2, âìåñòî èíâåðòèðîâàíèÿ â ïîëå GF (qn) ìû ðàññìàòðè-
âàåì âîçâåäåíèå â ñòåïåíü

Q = (qn − q)/(q − 1) = qn−1 + qn−2 + . . .+ q.

Ñòàíäàðòíûé ñïîñîá âîçâåäåíèÿ â òàêóþ ñòåïåíü òðåáóåò âûïîëíåíèå n−1
îïåðàöèé Ôðîáåíèóñà è n − 1-êðàòíîãî óìíîæåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ñõåìå
ñëèøêîì áîëüøîé ñëîæíîñòè, åñëè ñðàâíèâàòü ñî ñõåìîé èç òåîðåìû 4.2.
Äàëåå èçëàãàåòñÿ ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü ïîðÿäîê
ñëîæíîñòè.

Ëåììà 4.1 Ïóñòü m = d r
√
ne, r ∈ N. Ïóñòü Mn è Mm,n � ñîîòâåò-

ñòâåííî ñõåìû îáû÷íîãî è m-êðàòíîãî óìíîæåíèÿ â ñòàíäàðòíîì áàçè-
ñå ïîëÿ GF (qn); ñëîæíîñòü è ãëóáèíà ñõåìû, ðåàëèçóþùåé ïðîèçâîëüíóþ
îïåðàöèþ Ôðîáåíèóñà, óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì S(n) è DS(n) ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà äëÿ îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü Q = (qn − q)/(q − 1) â
ïîëå GF (qn) ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó I ′n ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

L(I ′n) ≤ (2r − 1)(mS(n) + L(Mm,n)) + (r − 1)L(Mn);

D(I ′n) ≤ 2(DS(n)+D(Mm,n))+D(Mn)+(r−2) max{DS(n)+D(Mm,n), D(Mn)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n− 1 = [nr, nr−1, . . . , n1]m â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ
îñíîâàíèåì m = d r

√
ne.

Äëÿ i = 1, . . . , r − 1 ïîëîæèì

Ni = 1 + qmi−1

+ q2mi−1

+ . . .+ q(m−1)mi−1

=
qmi − 1

qmi−1 − 1
,

òàê ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

N1 ·N2 · . . . ·Ni = qmi − 1.

Äàëåå, ïóñòü Pi = 0, åñëè ni = 0, è

Pi = q[nr,...,ni+1,0,...,0]m+1
(
1 + qmi−1

+ . . .+ q(ni−1)mi−1
)
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â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ çàïèñàíî r-ðàçðÿäíîå ÷èñëî).
Çàìåòèì, ÷òî âîçâåäåíèå â ëþáóþ èç ñòåïåíåé Pi, Ni âûïîëíÿåòñÿ íå

ñëîæíåå, ÷åì çà m îïåðàöèé Ôðîáåíèóñà è îäíî m-êðàòíîå óìíîæåíèå.
Ñóììèðóÿ òîæäåñòâà

N1 · . . . ·Ni−1Pi = (qmi−1 − 1)Pi = q(q[nr,...,ni,0,...,0]m − q[nr,...,ni+1,0,...,0]m)

ïî âñåì i = 1, . . . , r − 1, âûâîäèì

Q = P1 +N1(. . . (Pr−1 +Nr−1Pr) . . .).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ôîðìóëîé ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ ñõåìó äëÿ
âîçâåäåíèÿ ýëåìåíòà x ∈ GF (qn) â ñòåïåíü Q. Íà ïåðâîì óðîâíå x âîç-
âîäèòñÿ â ñòåïåíè P1 è N1; íà ñëåäóþùåì xN1 âîçâîäèòñÿ â ñòåïåíè P2 è
N2; íà òðåòüåì îäíîâðåìåííî ñ âîçâåäåíèåì xN1N2 â ñòåïåíè P3 è N3 ìîæíî
âûïîëíèòü óìíîæåíèå xP1 íà xN1P2 è ò.ä. Íà i-ì óðîâíå ïðîèçâîäèòñÿ âîçâå-
äåíèå xN1·...·Ni−1 â ñòåïåíè Pi è Ni, è âûïîëíÿåòñÿ óìíîæåíèå xN1·...·Ni−2Pi−1

íà xP1+N1(...(Pi−3+Ni−3Pi−2)...). Íà (r + 1)-ì óðîâíå âû÷èñëÿåòñÿ xQ êàê ïðî-
èçâåäåíèå âû÷èñëåííûõ íà ïðåäûäóùåì óðîâíå xP1+N1(...(Pr−2+Nr−2Pr−1)...) è
xN1·...·Nr−1Pr .

Âñåãî â äàííîé ïðîöåäóðå èñïîëüçóåòñÿ r − 1 óìíîæåíèé è 2r − 1 âîç-
âåäåíèé â ñòåïåíè Pi, Ni. Íà ïåðâûõ äâóõ óðîâíÿõ ïðîèçâîäÿòñÿ òîëüêî
âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü, íà ïîñëåäíåì � òîëüêî óìíîæåíèÿ, à íà îñòàëüíûõ
îïåðàöèè îáîèõ âèäîâ âûïîëíÿþòñÿ ïàðàëëåëüíî.

Â ðàññìîòðåííîé òîëüêî ÷òî ñõåìå èñïîëüçóåòñÿ

(r − 1)m+ n1 + . . .+ nr ≤ (2r − 1) r
√
n+O(r)

îïåðàöèé Ôðîáåíèóñà, òàêîâà æå ñóììàðíàÿ êðàòíîñòü îïåðàöèé ìíîãî-
êðàòíîãî óìíîæåíèÿ (âåëè÷èíà O(r) ñêëàäûâàåòñÿ èç ïîãðåøíîñòåé îêðóã-
ëåíèé). Ýòà îöåíêà ïîääàåòñÿ íåçíà÷èòåëüíîìó óòî÷íåíèþ.

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ÷èñëà n− 1 â ñìåøàííîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ
îñíîâàíèåì [mr−1, . . . ,m1], êîòîðîå óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n− 1 = mr−1(mr−2(. . . (m1n0 + n1) . . .) + nr−2) + nr−1,

ãäå 0 ≤ ni < mi. Ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü
àëãîðèòì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü Q, àíàëîãè÷íûé àëãîðèòìó ëåììû 4.1, èñ-
ïîëüçóþùèé

r−1∑
i=1

mi +
r−1∑
i=0

ni
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îïåðàöèé Ôðîáåíèóñà (è ìíîãîêðàòíûå óìíîæåíèÿ ñ òàêîé ñóììàðíîé êðàò-
íîñòüþ). Ïîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî îñíîâàíèå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ìîæíî
ïîäîáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî óêàçàííàÿ âåëè÷èíà íå ïðåâîñõîäèò

2r r
√
n/2 +O(r) = (2r − ln 4 +O(1/r)) r

√
n+O(r).

Â ñëó÷àå r = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî äîêàçàíî
äëÿ âñåõ r ≤ k. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé r = k + 1.

Ïîëîæèì mk = dµ r
√
ne (ïàðàìåòð µ áóäåò âûáðàí ïîçæå) è çàïèøåì

n− 1 = mkn
′ + nk,

ãäå òàêæå âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà nk < µ r
√
n è n′ ≤ µ−1 r

√
nk. Òîãäà, ïî

ïðåäïîëîæåíèþ, n′ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

mk−1(mk−2(. . . (m1n0 + n1) . . .) + nk−2) + nk−1,

ãäå
k−1∑
i=1

mi +
k−1∑
i=0

ni ≤ 2k k
√
n′/2 +O(k) ≤ 2k r

√
n

k
√

2µ
+O(k),

îòêóäà ñëåäóåò
k∑

i=1

mi +
k∑

i=0

ni ≤
(

2µ+
2k

k
√

2µ

)
r
√
n+O(r).

Ïðè óñëîâèè µ > 0 âåëè÷èíà â ñêîáêàõ äîñòèãàåò ñâîåãî íàèìåíüøåãî çíà-
÷åíèÿ 2r/ r

√
2, êîãäà µ = 1/ r

√
2.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, óòî÷-
íÿþùàÿ âûâîä ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîò [73, 57]:

Òåîðåìà 4.3 Ïóñòü r ∈ N. Òîãäà èíâåðòèðîâàíèå â ñòàíäàðòíîì áàçèñå
ïîëÿ GF (qn) ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé In ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

L(In) = O(rn1/r(nw + n1,5 log n log log n)), D(In) = O(r log n),

ãäå w � ýêñïîíåíòà ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ T√n,
√

n,n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàêàÿ ñõåìà ñòðîèòñÿ ìåòîäîì ëåììû 4.1, â êîòîðîì
îïåðàöèè Ôðîáåíèóñà ðåàëèçóþòñÿ ñõåìàìè ñëîæíîñòè O(nw +

√
nM(n))

è ãëóáèíû O(log n), à m-êðàòíûå óìíîæåíèÿ � ñõåìàìè èç ñëåäñòâèÿ 3.4
ñëîæíîñòè O(manb), ãäå a + b ≤ 2, 5, è ãëóáèíû O(log(mn)). Ïîñêîëüêó
m < n è w ≥ 1, 5, â îöåíêå ñëîæíîñòè äîìèíèðóþò îïåðàöèè Ôðîáåíèóñà.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü
ñõåìó ñëîæíîñòè O(n1,667) è ãëóáèíû O(log n).
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4.2.1 Î ìåòîäàõ Ëèòîó�Äàâèäà è ôîí öóð Ãàòåíà

Èíâåðòèðîâàíèå â ïîëå GF (2n) ïî ìåòîäó Ëèòîó�Äàâèäà [73], îñíîâàí-
íîå íà ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ýëåìåíòîâ ïîëÿ, âêëþ÷àåò âîññòàíîâëåíèå
êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n ïî åãî êîðíÿì, êîòîðûå êîäèðóþò-
ñÿ O(n2) áèòàìè, ÷òî îçíà÷àåò âû÷èñëåíèå ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé îò n ÷èñåë, ñîäåðæàùèõ O(n2) ðàçðÿäîâ êàæäîå. Â ÷àñòíîñòè,
âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ýòèõ n ÷èñåë.

Ìåòîä ôîí öóð Ãàòåíà [57], òàêæå èñïîëüçóþùèé ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå, ïðåäíàçíà÷åí äëÿ êîíå÷íûõ ïîëåé íàèáîëåå îáùåãî âèäà GF (qn).
Â ñëó÷àå q = 2 ýëåìåíòàðíûé àëãîðèòì èíâåðòèðîâàíèÿ ìîæíî íåïîñðåä-
ñòâåííî âûâåñòè èç ðåçóëüòàòà ðàáîòû [52]. Êàê è âûøå, çàïèøåì

x−1 = x2n−2 = x2 · x22 · . . . · x2n−1

.

Ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàì x2i ìíîãî÷ëåíîâ fi(t) ñâîäèòñÿ,
ñîãëàñíî [52], ê âû÷èñëåíèþ ÷èñëîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ

f1(2
L) · f2(2

L) · . . . · fn−1(2
L),

ãäå L ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî n log n. Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ ïåðåìíî-
æèòü n− 1 ÷èñåë, ñîäåðæàùèõ ïîðÿäêà n2 log n ðàçðÿäîâ.

Êàê â [73], òàê è â [52] ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàò èç [45].
Ñëîæíîñòü ñõåìû, âûïîëíÿþùåé ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé ãëóáèíîé ïåðåìíî-
æåíèå n ÷èñåë, êîäèðóþùèõñÿ n áèòàìè, â ðàáîòå [45] îöåíèâàåòñÿ êàê
O(n5 log2 n). Ìóëüòèïëèêàòèâíûé êîýôôèöèåíò â îöåíêå ãëóáèíû íå ïðè-
âîäèòñÿ, íî ýëåìåíòàðíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî îí íå ìåíüøå 15.

4.3 Èíâåðòèðîâàíèå â áàçèñàõ ñ íèçêîé òðàíçèòèâíîé

ñëîæíîñòüþ

Àñèìïòîòè÷åñêè îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ïîñòðîåííîé â �4.2 ñõåìû èíâåðòè-
ðîâàíèÿ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ñîäåðæèòñÿ â ïîäñõåìå, âûïîëíÿþùåé îïå-
ðàöèè Ôðîáåíèóñà. Îäíàêî ýòè îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ ¾áåñïëàòíî¿ (ïðè
ñõåìíîé ðåàëèçàöèè), åñëè âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ â íîðìàëüíîì áàçè-
ñå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñòàíäàðòíîãî áàçèñà, äîïóñêàþùåãî ñðàâíèòåëüíî
íåñëîæíûé ïåðåõîä ê íîðìàëüíîìó áàçèñó è îáðàòíî (ïîä ïåðåõîäîì ïîäðà-
çóìåâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ýëåìåíòà ïîëÿ), îöåíêà òåîðåìû 4.3
ìîæåò áûòü óëó÷øåíà.

Ñëåäóÿ [4], òðàíçèòèâíîé ñëîæíîñòüþ ñòàíäàðòíîãî (íîðìàëüíîãî)
áàçèñà ïîëÿ GF (qn) íàçîâåì ñóììó ñëîæíîñòåé ñõåì ïðÿìîãî è îáðàòíî-

51



ãî ïåðåõîäà ê íîðìàëüíîìó (ñòàíäàðòíîìó) áàçèñó.5 Áóäåì îáîçíà÷àòü åå
÷åðåç T (n). ×åðåç DT (n) îáîçíà÷èì ñóììó ãëóáèí ñîîòâåòñòâóþùèõ ñõåì.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâû î÷åâèäíûå îöåíêè

S(n) ≤ T (n); DS(n) ≤ DT (n).

Òåîðåìà 4.4 Ïóñòü R ∈ N, R = o(log n/ log log n). Ïóñòü ñõåìû T ′ è
T ′′ ðåàëèçóþò ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìîé è îáðàòíûé ïåðåõîäû ìåæäó íîð-
ìàëüíûì è ñòàíäàðòíûì áàçèñàìè ïîëÿ GF (qn). Òîãäà äëÿ èíâåðòèðîâà-
íèÿ â ëþáîì èç óêàçàííûõ áàçèñîâ ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó In ñëîæíî-
ñòè è ãëóáèíû

L(In) = O(Rbn1+2/R) +O(R R
√
n)(L(T ′) + L(T ′′));

D(In) = O(R(log n+D(T ′) +D(T ′′))),

ãäå b = (4/3) log2 3, åñëè q ÷åòíî, è b = 1, åñëè q íå÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ñõåìó èç ëåììû 4.1 ñî ñëåäóþùóåé ñòðàòå-
ãèåé: îïåðàöèè Ôðîáåíèóñà ðåàëèçóåì â íîðìàëüíîì áàçèñå, à óìíîæåíèÿ �
â ñòàíäàðòíîì, âûïîëíÿÿ ïåðåõîäû ìåæäó áàçèñàìè ïðè íåîáõîäèìîñòè.

Ñõåìó m-êðàòíîãî óìíîæåíèÿ Mm,n ïîñòðîèì ìåòîäîì ñëåäñòâèÿ 3.4.
Äëÿ íåå ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

L(Mm,n) = O
(
lajm1+ 1

r(3− 1

2j + 2,5

l2j )n1+ 1

l4j
(
2−j log(mn) log log(mn) + l2

))
;

D(Mm,n) = O
(
(l + j) logm+ r(1 + l/2j) log n

)
,

ãäå l, j, r � íàòóðàëüíûå ïàðàìåòðû, à a ∈ {8, 81}.
Ïóñòü m = O( R

√
n). Îïðåäåëèì ïàðàìåòðû r = O(1), l = O( 3

√
R), j ∼

(1/3) log2R òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

1 +
1

l4j
+

1

R

(
1 +

1

r

(
3− 1

2j
+

2, 5

l2j

))
≤ 1 +

1, 5

R
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè óñëîâèè R = o(log n/ log log n) òàêæå âûïîëíåíî

2jl2, log(mn) log log(mn) = o(n0,5/R),

èìååì

L(Mm,n) = O(a(1/3) log2 Rn1+2/R); D(Mm,n) = O(log n).

5Óòî÷íèì, ÷òî çäåñü íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îáà áàçèñà ïîðîæäàëèñü îäíèì è òåì æå ýëåìåíòîì.
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòè îöåíêè â ëåììó 4.1, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî óòâåðæäåíèå
òåîðåìû.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî â áàçèñàõ ñ ïî÷òè ëèíåéíîé òðàí-
çèòèâíîé ñëîæíîñòüþ èíâåðòèðîâàíèå òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ñ ïî÷òè ëèíåé-
íîé ñëîæíîñòüþ. Ïðè ýòîì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåõîäû ìåæäó áàçè-
ñàìè âûïîëíÿþòñÿ ñ ãëóáèíîé O(log n), òî ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñõåìà
èíâåðòèðîâàíèÿ ãëóáèíû O(log n).

4.3.1 Îïòèìàëüíûå íîðìàëüíûå áàçèñû

Îïòèìàëüíûå íîðìàëüíûå áàçèñû âïåðâûå áûëè îïèñàíû â [76]. Íàïîìíèì,
÷òî îïòèìàëüíûì íàçûâàåòñÿ áàçèñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé ñëîæíîñòè
2n− 1 (ñì. ï. 2.3). Ðàçëè÷àþò òðè òèïà îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ
(ÎÍÁ), à òåîðåìà Ãàî�Ëåíñòðû (ñì. â [69, ãë. 5]) óòâåðæäàåò, ÷òî äðóãèõ
ÎÍÁ íå ñóùåñòâóåò.

ÎÍÁ I òèïà ñóùåñòâóþò â ïîëÿõ GF (qn), êîãäà ÷èñëî n+1 � ïðîñòîå,
à q � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ n + 1. Â êà÷åñòâå ãåíåðàòîðà ÎÍÁ
ìîæåò áûòü âûáðàí êàêîé-ëèáî èç ïðèìèòèâíûõ êîðíåé ñòåïåíè n + 1 èç
åäèíèöû â ýòîì ïîëå.

ÎÍÁ II è III òèïà âîçíèêàþò, êîãäà q = 2m è (m,n) = 1, ÷èñëî 2n+1 �
ïðîñòîå, è ëèáî 2 ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ 2n+1 (II òèï),
ëèáî n � íå÷åòíî, à ïðèìèòèâíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ 2n + 1 ÿâëÿåòñÿ −2
(III òèï). Â êà÷åñòâå ãåíåðàòîðà âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò α = ζ + ζ−1, ãäå ζ �
ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè 2n+ 1 èç åäèíèöû â ïîëå GF (q2n).

Óìíîæåíèå â ÎÍÁ ðåàëèçóåòñÿ ìåòîäîì Ìåññè�Îìóðà ñî ñëîæíîñòüþ
O(n2). Îäíàêî, êàê ñëåäóåò èç ðàáîòû [4], äëÿ âûïîëíåíèÿ óìíîæåíèÿ â
ÎÍÁ åùå áîëüøåå çíà÷åíèå èìååò òî, ÷òî îíè îáëàäàþò ìàëîé òðàíçè-
òèâíîé ñëîæíîñòüþ. Áîëåå òî÷íî, äëÿ áàçèñîâ I òèïà T (n) = O(n), à äëÿ
áàçèñîâ II è III òèïîâ T (n) = O(n log n).

ÎÍÁ I òèïà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòîâ ñîâïàäàåò ñ áàçè-
ñîì {α, α2, . . . , αn}, è äëÿ ïåðåõîäà ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó (èëè îáðàòíî)
îñòàåòñÿ âûðàçèòü αn (èëè 1) èç ñîîòíîøåíèÿ αn + . . .+ α+ 1 = 0. Â ýòîì
ñëó÷àå T (n) = O(n) è DT (n) = O(log n).

ÎÍÁ II èëè III òèïà ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ýëåìåíòîâ {a1, . . . , an}, ãäå
ai = ζ i + ζ−i. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå akam = ak+m + ak−m, èç êîòîðîãî
ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì i áàçèñíûå ïîäìíîæåñòâà {a1, . . . , ai} è {α, . . . , αi}
âûðàæàþòñÿ äðóã ÷åðåç äðóãà (îáîçíà÷èì ñëîæíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî
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ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ÷åðåç Li). Ïóñòü 2k ≤ n < 2k+1, òîãäà

x =
n∑

i=1

xiai = a2k

n−2k∑
i=1

x2k+iai +
2k∑
i=1

(x2k+1−i + xi)ai,

ãäå xj ≡ 0 ïðè j > n. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî a2k = α2k , ìîæíî âûâåñòè ðåêóð-
ðåíòíîå íåðàâåíñòâî Ln ≤ L2k + Ln−2k + n − 2k, îòêóäà Ln = O(n log n) è,
ñëåäîâàòåëüíî, T (n) = O(n log n) (à DT (n) = O(log n)) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøå-
íèÿm(α) = 0, ïîçâîëÿþùåãî âûðàæàòü αn èëè 1 ÷åðåç îñòàëüíûå áàçèñíûå
ýëåìåíòû, ãäå m � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ α. Áîëåå ïîäðîáíîå èçëî-
æåíèå ñì. â [4], [5, ãë. 5].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ â ýòèõ áàçèñàõ ñïðàâåäëèâà
îöåíêà O(n log n log log n), à ïðàêòè÷åñêè ïðèåìëåìûå ñõåìû ìîæíî ñòðî-
èòü ìåòîäîì Êàðàöóáû. Â îòíîøåíèè èíâåðòèðîâàíèÿ, êàê ñëåäóåò èç òåî-
ðåìû 4.4, ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 4.1 Äëÿ ëþáîãî ε > 0, ε = Ω(log log n/ log n), ñóùåñòâó-
åò ñõåìà èíâåðòèðîâàíèÿ â ÎÍÁ ïîëÿ GF (qn) ñëîæíîñòè O(ε−bn1+ε) è
ãëóáèíû O(ε−1 log n).

4.3.2 Ãàóññîâû íîðìàëüíûå áàçèñû

Îïòèìàëüíûå íîðìàëüíûå áàçèñû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãàóññîâûõ
íîðìàëüíûõ áàçèñîâ (ÃÍÁ)6, êîòîðûå âïåðâûå áûëè ðàññìîòðåíû â [35]7.

ÃÍÁ k-ãî òèïà ñóùåñòâóåò â ïîëå GF (qn), åñëè ÷èñëî kn+1 � ïðîñòîå,
è ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì

α = ζ + ζγ + . . .+ ζγk−1

,

ãäå ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè kn+ 1 â ïîëå GF (qkn), à γ � ïðèìè-
òèâíûé êîðåíü ñòåïåíè k â ïîëå âû÷åòîâ Zkn+1, êîòîðûé âìåñòå ñ q ïîðîæ-
äàåò âñþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó Zkn+1 \ {0}.

Èçâåñòíî, ÷òî ñëîæíîñòü ÃÍÁ k-ãî òèïà íå ïðåâîñõîäèò k(n+1)−1 (ñì.,
íàïðèìåð, [5, ï. 5.3]), à â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü åùå
ëó÷øèå îöåíêè (ñì. [69, ãë. 3]).

6ÃÍÁ ïîëó÷èëè íàçâàíèå îò ñâîèõ ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ, èçâåñòíûõ êàê ãàóññîâû ïåðèîäû, êîòî-
ðûå ðàññìàòðèâàë Ãàóññ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ïîñòðîåíèè ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ïðè ïîìîùè
öèðêóëÿ è ëèíåéêè.

7Â ðàáîòå [35] ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè 2 � îáîáùåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ïîëåé ïîÿâèëîñü íåñêîëüêî ïîçæå.
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Äëÿ óñêîðåíèÿ ðåàëèçàöèè îïåðàöèé â ÃÍÁ, êàê ïîêàçàíî â [56], ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü ïåðåõîä ê ñòàíäàðòíîìó (èëè ïî÷òè ñòàíäàðòíîìó) áàçè-
ñó â ïîëå GF (qkn), ðàñøèðåíèè ïîëÿ GF (qn). Äåéñòâèòåëüíî, ýëåìåíòû
ÃÍÁ ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ áàçèñà {ζ, ζ2, . . . , ζkn} ïî-
ëÿ GF (qkn) (ñì. [5]). Äëÿ ïåðåõîäà ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó {1, ζ, . . . , ζkn−1}
îñòàåòñÿ âûðàçèòü ζkn èç óñëîâèÿ 1+ζ+. . .+ζkn = 0, ÷òî ìîæíî âûïîëíèòü
ñî ñëîæíîñòüþ O(kn) è ãëóáèíîé log(kn) +O(1) (ïîäðîáíåå ñì. â [5]).8

Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèå â ÃÍÁ âûïîëíÿåòñÿ ñõåìîé ñëîæíîñòèO(kn·
log(kn) log log(kn)). Äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ ñïðàâåäëèâî ñëåäñòâèå èç òåîðå-
ìû 4.4 (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïîíÿòèå òðàíçèòèâíîé ñëîæíîñòè ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ íà ïåðåõîä ê áàçèñó â ðàñøèðåíèè èñõîäíîãî ïîëÿ):

Óòâåðæäåíèå 4.2 Ïóñòü k = o(log n) è ε > 0, ε = Ω(log log n/ log n).
Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó èíâåðòèðîâàíèÿ â ÃÍÁ k-ãî òèïà ïîëÿ
GF (qn) ñëîæíîñòè O(ε−bn1+ε) è ãëóáèíû O(ε−1 log n).

Â [53] ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå êîíñòðóêöèè ãàóññîâûõ íîðìàëüíûõ áà-
çèñîâ, êîòîðîå èìååò ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå (ñì. [61]). Òàêèå áàçèñû òàêæå
äîïóñêàþò ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé ïåðåõîä ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó â íåêîòî-
ðîì ðàñøèðåíèè ïîëÿ, íî óäîâëåòâîðèòåëüíûõ òåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê äëÿ
ñõåì ïåðåõîäà â îáùåì ñëó÷àå, êàæåòñÿ, ïîêà íå ïîëó÷åíî.

4.4 Ãëóáèíà èíâåðòèðîâàíèÿ â ïîëå GF (2n)

Â äàííîì ïàðàãðàôå áóäåò ðàññìîòðåí âîïðîñ î ìèíèìèçàöèè ìóëüòèïëè-
êàòèâíîé ïîñòîÿííîé ïðè ãëàâíîì ÷ëåíå â îöåíêå ãëóáèíû ñõåìû èíâåð-
òèðîâàíèÿ � ïðè ýòîì àíàëèç áóäåò îãðàíè÷åí ïîëÿìè ñ îñíîâàíèåì äâà.
Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ â ïîëå GF (2n) ìîæíî ïîñòðîèòü
ñõåìó ãëóáèíû (6, 44 + o(1)) log2 n.

Ðàññìîòðèì ìåòîä èç �3.2, ìîäèôèöèðîâàííûé äëÿ âîçâåäåíèÿ â ñòå-
ïåíü. Ïóñòü çàäàí ýëåìåíò x â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè, òðåáóåòñÿ âû-
÷èñëèòü xE, ãäå E = 2e1 + 2e2 + . . . + 2em. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî E < 2n − 1
(ò.ê. ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî Ôåðìà x2n

= x) è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷òî m < n.
1. Âû÷èñëèì ñòåïåíè x2e1 , . . . , x2em . Ïóñòü ýëåìåíòó x2ei ñîîòâåòñòâóåò

ìíîãî÷ëåí fi(t) â ïðåäñòàâëåíèè ïîëÿ. Ïóñòü äàëåå f(t) = f1(t) · . . . · fm(t).
Ïîëîæèì L = m(n− 1) + 1, âûáåðåì ïîëå GF (2k), ñîäåðæàùåå íå ìåíåå L
ýëåìåíòîâ; â íåì âûáåðåì íàáîð ýëåìåíòîâ α1, . . . , αL.

8Â äåéñòâèòåëüíîñòè, äëÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé íå îáÿçàòåëüíî èçáàâëÿòüñÿ îò ζkn � â òàêîì ñëó÷àå
îïåðàöèè ñëåäóåò ïðîèçâîäèòü ñ ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè kn áåç ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ (â ÷àñòíîñòè, òî æå
âåðíî äëÿ ÎÍÁ).
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2. Âû÷èñëèì âñåâîçìîæíûå fi(αj) ∈ GF (2k), ãäå i = 1, . . . ,m, j =
1, . . . , L.

3. Äëÿ âñåõ j âû÷èñëèì ïðîèçâåäåíèÿ f1(αj) · . . . · fm(αj) = f(αj). Äëÿ
ýòîãî â ïîëå GF (2k) âûáåðåì ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò α. Åñëè fi(αj) 6= 0 äëÿ
âñåõ i, òîãäà

3.1. Âû÷èñëèì äèñêðåòíûå ëîãàðèôìû, logα fi(αj).
3.2. Âû÷èñëèì

∑m
i=1 logα fi(αj) mod (2k − 1) = logα f(αj).

3.3. Âû÷èñëèì f(αj) = αlogα f(αj).
4. Ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì f(αj), j = 1, . . . , L, âîññòàíàâëèâàåòñÿ ìíî-

ãî÷ëåí f(t) ñòåïåíè íå âûøå L− 1.
5. Ýëåìåíòó xE ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷ëåí f(t) mod mn(t).

Òåîðåìà 4.5 Ïóñòü m � âåñ ÷èñëà E. Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó
Em,n, ðåàëèçóþùóþ îïåðàöèþ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü E â ïîëå GF (2n), ñî
ñëîæíîñòüþ è ãëóáèíîé (ïðè ε > 0)

L(En,m) ≤ (1 + o(1))
log2(mn) + C0(ε)

log2(m
2n)

·m2n2 + C1(ε)m
2+εn1+ε;

D(En,m) ≤ (2 + ε) log2 n+ 4, 44 log2m+O(log2 log n) + C2(ε),

ãäå Ci � íåêîòîðûå îãðàíè÷åííûå íà ëþáîì îòðåçêå èíòåðâàëà (0, 1] ôóíê-
öèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì k = log2(mn) + C0(ε), ãäå âèä ôóíêöèè C0
áóäåò îïðåäåëåí ïîçæå.

Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1 çàìåòèì, ÷òî øàãè 1, 2, 4, 5 ÿâ-
ëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé, âû-
ïîëíÿåìûõ íà øàãàõ 1�2, èìååò ðàçìåðíîñòü mLk × n, à ïðåîáðàçîâà-
íèé, âûïîëíÿåìûõ íà øàãàõ 4�5 � ðàçìåðíîñòü n × Lk. Ñîãëàñíî ëåì-
ìå 2.2 óêàçàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåàëèçóþòñÿ ñõåìàìè ñëîæíîñòè è ãëó-
áèíû (1 + o(1))mLkn/ log2(mLk), log2 n + O(1) è (1 + o(1))nLk/ log2 n,
log2(Lk) +O(1) ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì øàã 3, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â âûïîëíåíèè L îïåðàöèé m-
êðàòíîãî óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (2k). Àëãîðèòì ìíîãîêðàòíîãî óìíîæåíèÿ,
îïèñàííûé øàãàìè 3.1�3.3, êîððåêòíî âû÷èñëÿåò ïðîèçâåäåíèå íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ ïðîâåðêà, åñòü ëè íóëåâîé
ýëåìåíò ñðåäè ñîìíîæèòåëåé, è îáíóëåíèå ðåçóëüòàòà â òàêîì ñëó÷àå. Ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ êîððåêòèðóþùàÿ ñõåìà èìååò ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü O(mk)
è àñèìïòîòè÷åñêè ìèíèìàëüíóþ ãëóáèíó log2(mk) +O(1).

Äèñêðåòíîå ëîãàðèôìèðîâàíèå (øàã 3.1) áóäåò ïîäðîáíî ðàññìîòðåíî â
�4.4.1, ãäå áóäåò ïîêàçàíî êàê âûáðàòü ôóíêöèþ C0(ε) (è ñîîòâåòñòâåííî
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k = log2 L+C0(ε)) òàê, ÷òî ñóùåñòâóåò ñõåìà äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâà-
íèÿ â ïîëå GF (2k) ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

C1(ε)O(Lε); ε log2 L+ C3(ε) +O(log logL).

Íà øàãå 3.2 âûïîëíÿåòñÿ m-êðàòíîå ñëîæåíèå k-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ïî
ìîäóëþ 2k − 1. Ìåòîä ìíîãîêðàòíîãî ñëîæåíèÿ, ðàçðàáîòàííûé Ã. Ê. Ñòî-
ëÿðîâûì [28], Þ. Ï. Îôìàíîì [14] è íåñêîëüêèìè çàðóáåæíûìè àâòîðàìè
(ñì. [78]) â íà÷àëå 60-õ ãã., îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ñõåì, íàçûâàåìûõ
êîìïðåññîðàìè. Ñõåìà-êîìïðåññîð ñëóæèò äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ íåñêîëüêèõ
ñëàãàåìûõ ê ìåíüøåìó èõ ÷èñëó ñ ñîõðàíåíèåì ñóììû, è ïðè ýòîì îáëàäàåò
êîíñòàíòíîé, íå çàâèñÿùåé îò ÷èñëà ðàçðÿäîâ, ãëóáèíîé.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì òàêîé ñõåìû ÿâëÿåòñÿ (3,2)-êîìïðåññîð. Åñëè
äàíû òðè k-ðàçðÿäíûõ ÷èñëà: a = [ak−1, . . . , a0], b = [bk−1, . . . , b0], c =
[ck−1, . . . , c0] (ñòàðøèíñòâî ðàçðÿäîâ âîçðàñòàåò ñïðàâà íàëåâî), òî ñóììó
ai + bi + ci ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 2ui + vi, ãäå

vi = ai ⊕ bi ⊕ ci, ui = ai · bi ⊕ bi · ci ⊕ ai · ci.

Òàê êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ ñîêðàùàåòñÿ ñ òðåõ äî äâóõ: a + b + c = u + v,
ãäå u = [uk−1, . . . , u0, 0], v = [vk−1, . . . , v0]. Ïàðà ðàçðÿäîâ (ui, vi) âû÷èñëÿ-
åòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ 5 è ãëóáèíîé 3, ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü êîìïðåññîðà
ðàâíà 5k, à ãëóáèíà � 3.

Èç êîìïðåññîðîâ ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó, êîòîðàÿ ñ ãëóáèíîé O(logm)
ïðåîáðàçóåò m ÷èñåë íà âõîäàõ â O(1) ÷èñåë íà âûõîäàõ ñ ñîõðàíåíèåì
ñóììû. Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷åííûå ÷èñëà ìîãóò áûòü ñëîæåíû ïîñðåäñòâîì
îáû÷íûõ ñóììàòîðîâ.

Åñëè (êàê â íàøåì ñëó÷àå) k-ðàçðÿäíûå ÷èñëà ñêëàäûâàþòñÿ ïî ìîäóëþ
2k − 1, òî ïîëó÷àåìûå â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ñòàðøèå ðàçðÿäû ñëåäóåò
ïåðåìåùàòü íà ìåñòî ìëàäøèõ. Íàïðèìåð, ìîäóëÿðíûé (3,2)-êîìïðåññîð
äîëæåí âîçâðàùàòü ÷èñëà u′ = [uk−2, . . . , u0, uk−1] è v = [vk−1, . . . , v0], ãäå
ui, vi îïðåäåëÿþòñÿ êàê âûøå.

Âåðîÿòíî, íàèëó÷øàÿ èçâåñòíàÿ îöåíêà ãëóáèíû ñõåìû êîìïðåññîðîâ,
ñâîäÿùåé m-êðàòíîå ñëîæåíèå ê ñëîæåíèþ äâóõ ÷èñåë, 3, 44 log2m+O(1),
ïîëó÷åíà â ðàáîòå [63] ìåòîäîì èç ðàáîòû [78]. Ñëîæíîñòü òàêîé ñõåìû
O(mk). Êîíñòàíòû ïîä çíàêîì ¾O¿ â ýòèõ îöåíêàõ äîñòàòî÷íî âåëèêè �
ïðàêòè÷åñêè, ìîæíî ñòðîèòü ñõåìû ãëóáèíû 3, 71 log2m è ñëîæíîñòè 5mk
èç (3,2)-êîìïðåññîðîâ.

Îáûêíîâåííûé k-ðàçðÿäíûé ñóììàòîð ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé ëè-
íåéíîé ñëîæíîñòè è ãëóáèíû log2 k + O(

√
log k) ìåòîäîì Â. Ì. Õðàï÷åí-

êî [31]. Îäíàêî íà ïðàêòè÷åñêîì èíòåðâàëå çíà÷åíèé k ëó÷øå ðàáîòàþò
äðóãèå ìåòîäû, íàïðèìåð, òðîè÷íûé ìåòîä Ì. È. Ãðèí÷óêà (ñì. â [10]).
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Ñëîæåíèå äâóõ k-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ 2k − 1 ìîæíî ñâåñòè ê
îáû÷íîìó ñëîæåíèþ 2k-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a, b ≤ 2k−1,
òî a+ b mod (2k − 1) = c+ d, ãäå a+ b = c2k + d è c+ d ≤ 2k − 1. Ðåçóëüòàò
a+ b mod (2k − 1) ñîäåðæèòñÿ â ðàçðÿäàõ ñ k-ãî ïî (2k − 1)-é (íóìåðàöèÿ
ñ 0) ñóììû ÷èñåë (2k + 1)a è (2k + 1)b.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó m-êðàòíîãî k-ðàçðÿäíîãî ñóì-
ìàòîðà ïî ìîäóëþ 2k − 1 ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

O(mk); 3, 44 log2m+O(log k).

Äëÿ ýêñïîíåíöèðîâàíèÿ, âûïîëíÿåìîãî íà øàãå 3.3, ëåììà 3.5 ïîçâîëÿ-
åò ïîñòðîèòü ñõåìó ñëîæíîñòè O(kM(k)) è ãëóáèíû O(log2 k).

Îêîí÷àòåëüíî, ñóììèðóÿ îöåíêè ïî âñåì øàãàì, ïîëó÷àåì äëÿ ñëîæíî-
ñòè ñõåìû îöåíêó

L(Em,n) ≤ (1 + o(1))
log2(mn) + C0(ε)

log2(m
2n)

·m2n2 + C1(ε)m
2+εn1+ε,

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, âûïîëíÿå-
ìîãî íà øàãå 1�2, à òàêæå, ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ε, ïîäñõåìîé äèñ-
êðåòíûõ ëîãàðèôìîâ. Äëÿ ãëóáèíû èìååì îöåíêó

D(En,m) ≤ log2 n+ log2(Lk) + ε log2 L+ C3(ε) + 3, 44 log2m+O(log2 k) =

= (2 + ε) log2 n+ 4, 44 log2m+ C2(ε) +O(log2 log n).

Òåîðåìà 4.6 Èíâåðòèðîâàíèå è äåëåíèå â ïîëå GF (2n) ðåàëèçóþòñÿ ñõå-
ìàìè ñëîæíîñòè (2/3 + o(1))n4 è ãëóáèíû (6, 44 + o(1)) log2 n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíâåðòèðîâàíèå â ïîëåGF (2n) ñîâïàäàåò ñ âîçâåäåíèåì
â ñòåïåíü 2n − 2 âåñà n− 1. Ñõåìà èíâåðòèðîâàíèÿ ñòðîèòñÿ ìåòîäîì òåî-
ðåìû 4.5, ãäå ε âûáèðàåòñÿ â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè îêðóãëåíèÿ êîíñòàíòû
èç ðàáîòû [63] äî 3, 44.

Ïðè âû÷èñëåíèè y/x óìíîæåíèå íà y ìîæíî èíòåãðèðîâàòü â ñõåìó,
ðåàëèçóþùóþ x−1: äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì èç íà÷àëà ïàðàãðàôà
ñ ïàðàìåòðîì m = n, ãäå âìåñòî îäíîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ fi(t) ïîäñòàâëÿåòñÿ
ìíîãî÷ëåí g(t), ïðåäñòàâëÿþùèé ýëåìåíò y. Îöåíêè òåîðåìû 4.5 îñòàþòñÿ
â ñèëå è ïðè òàêîé ìîäèôèêàöèè.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 4.5 è ñëåäñòâèå 4.6 äîêàçûâàëèñü äëÿ ñòàíäàðòíî-
ãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîãî ïîëÿ, îäíàêî èõ îöåíêè ñïðàâåäëèâû â ëþáîì
áàçèñå, ò.ê. ïåðåõîä ìåæäó áàçèñàìè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì,
êîìïîçèöèÿ ñ êîòîðûì íå èçìåíÿåò ðàçìåðíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé, âûïîëíÿ-
åìûõ íà íà÷àëüíîì è çàêëþ÷èòåëüíîì øàãàõ ðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìîâ.
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Îòìåòèì, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîñòîÿííàÿ â àñèìïòîòèêå ãëóáèíû
ïîñòðîåííûõ ñõåì èíâåðòèðîâàíèÿ è äåëåíèÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè èìååò âèä
3 + σ, ãäå σ < 3, 44 � êîíñòàíòà ìíîãîêðàòíîãî ñëîæåíèÿ.

4.4.1 Äèñêðåòíîå ëîãàðèôìèðîâàíèå

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ (íåñêîëüêî áîëåå ïîäðîáíî, ÷åì òðå-
áóåòñÿ äëÿ îáîñíîâàíèÿ ðåçóëüòàòà òåîðåìû 4.5) ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñõåìû
äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà â ïîëå GF (2k), êîòîðûé ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ðå-
àëèçàöèåé àëãîðèòìà Ñèëüâåðà�Ïîëèãà�Õåëëìàíà (ñì., íàïðèìåð, [17]) â
âèäå ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèé. Ïóñòü α � îñíîâàíèå
ëîãàðèôìà. Âõîäîì ñõåìû ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò β, îòëè÷íûé îò íóëÿ. Ðåçóëü-
òàò âû÷èñëåíèé åñòü äâîè÷íîå ÷èñëî b < 2k − 1, òàêîå, ÷òî β = αb.

Ïóñòü q · r = 2k − 1, (q, r) = 1. Íà ïîäãðóïïå Zr êîðíåé r-é ñòåïå-
íè èç åäèíèöû ïîëÿ GF (2k) ìîæåò áûòü êîððåêòíî îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ
ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïî îñíîâàíèþ ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà ïîäãðóïïû, êî-
òîðûì ÿâëÿåòñÿ αq. Çàìåòèì, ÷òî

βq = (αb)q = (αq)b mod r,

èíà÷å ãîâîðÿ, logαq βq = b mod r, ãäå b = logα β.
Òåïåðü ïóñòü èçâåñòíî íåêîòîðîå ðàçëîæåíèå 2k−1 íà âçàèìíî ïðîñòûå

ñîìíîæèòåëè
2k − 1 = r1 · r2 · . . . · rs.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå qi = (2k − 1)/ri, ãäå i = 1, . . . , s. Ñïðàâåäëèâî

βqi = (αqi)b mod ri.

Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíèâàÿ βqi ñî âñåâîçìîæíûìè ñòåïåíÿìè ýëåìåíòà αqi

(äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ri òàêèõ ñðàâíåíèé), ìîæíî îïðåäåëèòü îñòàòîê
bi = b mod ri. Ïî íàáîðó îñòàòêîâ bi, i = 1 . . . s, ÷èñëî b âîññòàíàâëèâàåòñÿ
îäíîçíà÷íî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñõåìó âû÷èñëåíèé.

ÀËÃÎÐÈÒÌ DL.

1. Âû÷èñëèì âñå βi = βqi, i = 1, . . . , s.

2. Äëÿ âñåõ i ñðåäè j = 0, . . . , ri − 1 ïîêîýôôèöèåíòíûì ñðàâíåíèåì
ýëåìåíòîâ βi è αjqi (ïîñëåäíèå âû÷èñëåíû ïðåäâàðèòåëüíî) íàéäåì
bi, óäîâëåòâîðÿþùåå βi = αbiqi.
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3. ×èñëî b = logα β âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîèì îñòàòêàì bi = b mod ri.

Ëåììà 4.2 Îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ íàáîðà βq1, . . . , βqs, β ∈ GF (2k), ðåàëè-
çóåòñÿ ñõåìîé ñëîæíîñòè O(skM(k)) è ãëóáèíû O(log2 k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà âû÷èñëÿþòñÿ âñå ñòåïåíè âèäà β2l, l = 0, . . . , k−
1 (äàëåå â ï. 5.5.4 ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ îïåðàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ ñî ñëîæíî-
ñòüþ O(kM(k)) è ãëóáèíîé O(log k)), à çàòåì âûïîëíÿåòñÿ s ìíîãîêðàòíûõ
óìíîæåíèé êðàòíîñòè íå âûøå k−1 (îäíî ìíîãîêðàòíîå óìíîæåíèå ðåàëè-
çóåòñÿ ñõåìîé ñëîæíîñòè O(kM(k)) è ãëóáèíû O(log2 k), åñëè èñïîëüçîâàòü
ñòàíäàðòíûé ìåòîä).

Óêàçàííûå îöåíêè ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå íà îñíîâå òåîðèè àääèòèâ-
íûõ öåïî÷åê (ñì., íàïðèìåð, [16]). Êðîìå òîãî, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåðèàëà
ãëàâû 3, ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó ãëóáèíû O(log k).

Ðàññìîòðèì øàã 3, ñîñòîÿùèé â ïðèìåíåíèè êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàò-
êàõ.

Ëåììà 4.3 Îïåðàöèÿ âîññòàíîâëåíèÿ ÷èñëà b, 0 ≤ b < 2k − 1 ïî çàäàí-
íûì îñòàòêàì bi = b mod ri, i = 1, . . . , s ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé ñëîæíîñòè
O(k2) è ãëóáèíû O(log k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ (ñì., íàïðè-
ìåð, [2, 16, 24])

b = b1 · c1 + b2 · c2 + . . .+ bs · cs mod 2k − 1,

ci = νir1 · . . . · ri−1 · ri+1 · . . . · rs =
νi(2

k − 1)

ri
,

ãäå íîðìèðóþùèé êîýôôèöèåíò νi ∈ [1, ri−1] ïîäáèðàåòñÿ, èñõîäÿ èç óñëî-
âèÿ ci = 1 mod ri. Ïî ïîñòðîåíèþ, ÷èñëà ci ñîñòîÿò íå áîëåå ÷åì èç k äâî-
è÷íûõ ðàçðÿäîâ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ (áëèçêèé ê [36]). Ïóñòü bi =
(bi,j−1, bi,j−2, . . . , bi,0) â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè, j = dlog2 rie, òîãäà

bi · ci = bi,0 · ci + 2bi,1 · ci + . . .+ 2j−1bi,j−1 · ci.

Âû÷èñëåíèå ñëàãàåìûõ â ïðèâåäåííîé ôîðìóëå îñóùåñòâëÿåòñÿ ¾áåñïëàò-
íî¿ � òàêæå ¾áåñïëàòíî¿ âûïîëíÿåòñÿ ïðèâåäåíèå èõ ïî ìîäóëþ 2k − 1
(ñòàðøèå ðàçðÿäû ïîäñòàâëÿþòñÿ íà ìåñòî ìëàäøèõ). Ïîñòóïèì òàê ñ êàæ-
äûì èç ïðîèçâåäåíèé bi · ci, i = 1, . . . , s. Êîëè÷åñòâî âíîâü îáðàçîâàííûõ
ñëàãàåìûõ îöåíèâàåòñÿ êàê

s∑
i=1

dlog2 rie < s+
s∑

i=1

log2 ri = s+ log2(2
k − 1) < k + s.
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Çàäà÷à ñâåäåíà ê ñóììèðîâàíèþ íå áîëåå ÷åì k + s ýêçåìïëÿðîâ k-
ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ 2k − 1, äëÿ ñëîæíîñòè è ãëóáèíû êîòîðîãî ñ
ó÷åòîì î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà s < k ñïðàâåäëèâû îöåíêè O(k2) è O(log k)
ñîîòâåòñòâåííî (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.5).

Â ðàáîòå [64] ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñõåìû ñëîæíîñòè O(k1+ε)
è ãëóáèíû O(ε−1 log k), ãäå ε > 0 (âàðèàíò ýòîãî ìåòîäà, ïðèìåíÿåìûé ê
óìíîæåíèþ ìíîãî÷ëåíîâ, îïèñàí â �3.3). Ïî âñåé âèäèìîñòè, ìåòîä [64] íå
ïðåâîñõîäèò ñòàíäàðòíûé ìåòîä ëåììû 4.3 â ÷àñòè ãëóáèíû.

Â ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìå äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ñàìûì òðó-
äîåìêèì îêàçûâàåòñÿ áëîê, ñîîòâåòñòâóþùèé øàãó 2. Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 4.4 Äèñêðåòíîå ëîãàðèôìèðîâàíèå â ïîäãðóïïå Zr ïîëÿ GF (2k)
ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé Λk,r ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

L(Λk,r) < r

(
2 +

k

log2 r
· log2 r + 6

log2 r − log2 log2 r

)
;

D(Λk,r) ≤ dlog2 ke+ dlog2 re+ 1.

Ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ãðóïïû Zr îáîçíà÷èì ÷åðåç αr. Ïóñòü òðåáóåòñÿ
âû÷èñëèòü c = logαr

βr, ãäå βr ∈ Zr. Ñõåìà ñòðîèòñÿ èç ñëåäóþùèõ äâóõ
ïîäñõåì. Ïåðâàÿ ïîäñõåìà ñðàâíèâàåò βr ñî âñåâîçìîæíûìè ýëåìåíòàìè αl

r,
l = 0, . . . , r − 1, ñîñòàâëÿþùèìè âñþ ãðóïïó Zr (ôàêòè÷åñêè ðåàëèçóåòñÿ
íàáîð êîìïàðàòîðîâ). Âòîðàÿ ïîäñõåìà èìååò âõîäàìè âûõîäû êîìïàðàòî-
ðîâ ïåðâîé ïîäñõåìû è âûäàåò íîìåð l êîìïàðàòîðà, â êîòîðîì ïðîèçîøëî
ñðàâíåíèå � òàêàÿ ñõåìà íàçûâàåòñÿ øèôðàòîðîì.

Êîìïàðàòîð k-ðàçðÿäíîãî ýëåìåíòà βr c ôèêñèðîâàííûì ýëåìåíòîì ïî-
ëÿ GF (2k) åñòü íåêîòîðàÿ îáîáùåííàÿ êîíúþíêöèÿ ðàçðÿäîâ βr (ïîä êîì-
ïàðàòîðîì çäåñü ïîíèìàåòñÿ ñõåìà, îïðåäåëÿþùàÿ ñîâïàäåíèå èëè íåñîâ-
ïàäåíèå äâóõ íàáîðîâ).

Ðàçîáüåì íàáîð èç k ïåðåìåííûõ (êîòîðûìè êîäèðóåòñÿ βr) íà ïîäíàáî-
ðû, ñîäåðæàùèå íå áîëåå s ïåðåìåííûõ. Äëÿ êàæäîãî ïîäíàáîðà ïîñòðîèì
ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ âñå âîçìîæíûå îáîáùåííûå êîíúþíêöèè ýòîé ãðóï-
ïû ïåðåìåííûõ (îíà íàçûâàåòñÿ äåøèôðàòîðîì). ×òîáû ïîëó÷èòü íåîáõî-
äèìûå r êîíúþíêöèé k ïåðåìåííûõ, òðåáóåòñÿ åùå íå áîëåå r(dk/se − 1)
êîíúþíêöèé, ñîåäèíÿþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèå âûõîäû äåøèôðàòîðîâ. Ñëå-
äóþùàÿ ëåììà ôàêòè÷åñêè ñîäåðæèòñÿ â [23].

Ëåììà 4.5 Ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó Ks äåøèôðàòîðà s ïåðåìåííûõ ñî
ñëîæíîñòüþ è ãëóáèíîé

L(Ks) < 2s + 3, 81 · 2
s
2 ; D(Ks) ≤ dlog2 se+ 1.

61



Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçáèâàåì ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ íà äâå ÷àñòè: îíè
ðàâíû, êîãäà s ÷åòíî, è îòëè÷àþòñÿ íà 1 â íå÷åòíîì ñëó÷àå. Ïóñòü äëÿ íèõ
ïîñòðîåíî äâà äåøèôðàòîðà. Òîãäà ñ ïîìîùüþ 2s êîíúþíêöèé îáúåäèíÿåì
âñåâîçìîæíûìè ñïîñîáàìè âûõîäû ýòèõ ïîäñõåì.

Ó÷àñòâóþùèå â ýòîé êîíñòðóêöèè äåøèôðàòîðû ìåíüøåãî ïîðÿäêà óñò-
ðîåíû òî÷íî òàê æå. Äåøèôðàòîð îäíîé ïåðåìåííîé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ëèøü
îäèí ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò îòðèöàíèÿ: L(K1) = 1, D(K1) = 1. Îöåíèì
ñëîæíîñòü ïðîñòåéøèõ äåøèôðàòîðîâ:

L(K2) = 22 + 2L(K1) = 6, L(K3) = 23 + L(K1) + L(K2) = 15,

L(K4) = 24 + 2L(K2) = 28, L(K5) = 25 + L(K2) + L(K3) = 53,

L(K6) = 26 + 2L(K3) = 94, L(K7) = 27 + L(K3) + L(K4) = 171,

L(K8) = 28 + 2L(K4) = 312.

Â ýòèõ ñëó÷àÿõ çàÿâëåííàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè âûïîëíÿåòñÿ; êîíñòàíòà
3,81 ïîëó÷àåòñÿ ïðè s = 7.

Ïðîâåðêó óòâåðæäåíèÿ ïðè s > 8 ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè. Îòìåòèì, ÷òî
ïðèâîäèìàÿ íèæå âûêëàäêà êîððåêòíà êàê äëÿ ÷åòíîãî (δ = 0), òàê è äëÿ
íå÷åòíîãî ñëó÷àÿ (δ = 0.5).

L(Ks) ≤ 2s + L(K s
2−δ) + L(K s

2+δ) <

< 2s + 2
s
2 (2δ + 2−δ) + 3, 81 · 2

s
4 (2

δ
2 + 2−

δ
2 ) <

< 2s +
3√
2
2

s
2 + 3, 81 · 1 +

√
2

4
√

2
2

s
4 < 2s + 3, 81 · 2

s
2 ,

åñëè 2
s
4 > 4, 6, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïðè s ≥ 9.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ãëóáèíà ïîñòðîåííîé ñõåìû äåøèôðàòîðà ðàâíà
dlog2 se+ 1.

Ñëåäñòâèå 4.1 Íàáîð èç r k-ðàçðÿäíûõ êîìïàðàòîðîâ ñ îáùèì âõîäîì
ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé Qk,r ñëîæíîñòè è ãëóáèíû

L(Qk,r) <
kr

log2 r
· log2 r + 6

log2 r − log2 log2 r
; D(Qk,r) ≤ dlog2 ke+ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü äîêàçàííîé ëåììîé, îöåíèì îáùóþ ñëîæ-
íîñòü ñõåìû ñðàâíåíèÿ êàê

L(Qk,r) ≤
k

s
(L(Ks) + r) ≤ k

s

(
2s + 3, 81 · 2

s
2

)
+
k

s
r.
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Ïîëîæèì s = dlog2 r − log2 log2 re, òîãäà îöåíêà ïðèìåò âèä:

L(Qk,r) <
k

log2 r − log2 log2 r

(
2r

log2 r
+ 3, 81

√
2r

log2 r
+ r

)
<

<
kr

log2 r(log2 r − log2 log2 r)

(
2 + 3, 81

√
2 log2 r

r
+ log2 r

)
<

<
kr

log2 r
· log2 r + 6

log2 r − log2 log2 r
,

òàê êàê 2 log2 r ≤ r.
Ãëóáèíà îòäåëüíîãî êîìïàðàòîðà è, ñëåäîâàòåëüíî, âñåé ñõåìû, íå ïðå-

âîñõîäèò dlog2 ke+ 2.
Ñëåäóþùàÿ ñõåìà ïî r âõîäàì (âûõîäû êîìïàðàòîðîâ), òîëüêî îäèí èç

êîòîðûõ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå 1, âû÷èñëÿåò íîìåð äàííîãî âõîäà.
Ñîïîñòàâèì âûõîäó êàæäîé ñõåìû ñðàâíåíèÿ βr è αl

r íîìåð l, òî÷íåå,
åãî äâîè÷íóþ çàïèñü. Íàçîâåì ÷àñòíîé äèçúþíêöèåé ðàçðÿäà h äèçúþíê-
öèþ âñåõ âõîäîâ ñ íîìåðàìè, h-é ðàçðÿä êîòîðûõ ðàâåí 1. Çàìåòèì, ÷òî
÷àñòíàÿ äèçúþíêöèÿ âûõîäîâ êîìïàðàòîðîâ ïðîèçâîëüíîãî ðàçðÿäà h âû-
÷èñëÿåò h-é ðàçðÿä ÷èñëà c = logαr

βr. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëó÷àÿ íà âõîäå
ýëåìåíò βr, òîëüêî îäèí êîìïàðàòîð ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, à èìåííî òîò,
êîòîðûé îòìå÷åí íîìåðîì c. Åñëè h-é ðàçðÿä c ðàâåí 1, òî âûõîä ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî êîìïàðàòîðà ó÷àñòâóåò â ÷àñòíîé äèçúþíêöèè ðàçðÿäà h, îíà,
ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíà 1. Èíà÷å, åñëè h-é ðàçðÿä c ðàâåí 0, âûõîä êîìïàðà-
òîðà íå ïîäàåòñÿ íà âõîä äàííîé äèçúþíêöèè, êîòîðàÿ ïîýòîìó ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå 0. Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå âñåãî íàáîðà ÷àñòíûõ äèçúþíêöèé
äàåò äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå dlog2 re-ðàçðÿäíîãî ÷èñëà c. Èíà÷å ãîâîðÿ,
âûõîäû øèôðàòîðà ðåàëèçóþò ÷àñòíûå äèçúþíêöèè âñåõ ðàçðÿäîâ, âïëîòü
äî dlog2 re-ãî.

Ëåììà 4.6 Øèôðàòîð ñ r âõîäàìè ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé Vr ñëîæíîñòè è
ãëóáèíû

L(Vr) ≤ 2r − 2dlog2 re − 2; D(Vr) = dlog2 re − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå äîêàæåì óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå r = 2s, ò.å. èí-
äóêòèâíî ïîñòðîèì ñõåìó V2s, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè ñëîæíîñòè
è ãëóáèíû

L(V2s) ≤ 2s+1 − 2s− 2; D(V2s) = s− 1.
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Ïðè s = 1 âõîäû ñõåìû êîäèðóþòñÿ îäíèì áèòîì; åäèíñòâåííàÿ äèçú-
þíêöèÿ ñîâïàäàåò â äàííîì ñëó÷àå ñî âõîäîì, îòìå÷åííûì åäèíèöåé, ò. å.
L(V21) = 0, D(V21) = 0.

Ðàññìîòðèì ïåðåõîä îò s ê s + 1. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ñòàðøåãî
(s+ 1)-ãî ðàçðÿäà êîäà (0 èëè 1) âñå âõîäû ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû,
êàæäàÿ ñîäåðæèò ïî 2s âõîäîâ. Äëÿ êàæäîé èç ãðóïï ðåàëèçóåì ñèñòåìó s
÷àñòíûõ äèçúþíêöèé ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ. Ñîåäèíèâ ñîîòâåòñòâóþùèå âû-
õîäû ýòèõ ïîäñõåì ýëåìåíòàìè äèçúþíêöèé ïîëó÷èì âñå ïðàâèëüíûå ÷àñò-
íûå äèçúþíêöèè äëÿ ïîëíîãî íàáîðà 2s+1 âõîäîâ, çà èñêëþ÷åíèåì äèçú-
þíêöèè (s+ 1)-ãî ðàçðÿäà.

×àñòíàÿ äèçúþíêöèÿ ñòàðøåãî ðàçðÿäà îáúåäèíÿåò âñå âõîäû îäíîé
èç ïîäãðóïï. Äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû ïðåä-
øåñòâóþùèõ ïîñòðîåíèé. Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòíàÿ äèçúþíêöèÿ s-ãî ðàçðÿäà
äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà âõîäîâ óæå ïîëó÷åíà; îíà âû÷èñëÿåò äèçúþíêöèþ
ïîëîâèíû èç âõîäîâ ðàññìàòðèâàåìîé ïîäãðóïïû. Çàìåòèì äàëåå, ÷òî äèçú-
þíêöèÿ ïîëîâèíû èç îñòàâøèõñÿ âõîäîâ êàê ÷àñòíàÿ äèçúþíêöèÿ (s−1)-ãî
ðàçðÿäà ãðóïïû âõîäîâ ñ äâóìÿ ôèêñèðîâàííûìè ñòàðøèìè ðàçðÿäàìè 1
è 0, òàêæå óæå âû÷èñëåíà (âåäü ñõåìû äëÿ ÷àñòíûõ äèçúþíêöèé ìåíüøèõ
ïîðÿäêîâ ñòðîèëèñü ïî òîìó æå èíäóêòèâíîìó ïðèíöèïó), è òàê äàëåå.

Èòàê, øèôðàòîð ñ 2s+1 âõîäàìè ïîëó÷àåòñÿ èç äâóõ øèôðàòîðîâ ñ 2s

âõîäàìè, êðîìå òîãî s ýëåìåíòîâ òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíî äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ÷àñòíîé äèçúþíêöèè ñòàðøåãî ðàçðÿäà è ïî îäíîìó � äëÿ îñòàëüíûõ
÷àñòíûõ äèçúþíêöèé. Îòñþäà ïî èíäóêöèè èìååì

L(V2s+1) ≤ 2L(V2s) + 2s ≤ 2(2s+1 − 2s− 2) + 2s = 2s+2 − 2(s+ 1)− 2.

Òàêæå ïî èíäóêöèè ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ãëóáèíà ïîñòðîåííîé ñõåìû ðàâ-
íà s. Ãëóáèíà ÷àñòíîé äèçúþíêöèè (s + 1)-ãî ðàçðÿäà ðàâíà s ïî ïîñòðîå-
íèþ. Ãëóáèíà âûõîäîâ ÷àñòíûõ äèçúþíêöèé äðóãèõ ðàçðÿäîâ íà 1 áîëüøå
ãëóáèíû øèôðàòîðà ñ 2s âõîäàìè, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî èõ ãëóáèíà òàêæå s.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé 2s+1 ≥ r = 2s+r′, ãäå r′ > 0. Äîêàçàòåëüñòâî
ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî r.

Ñõåìà áóäåò óñòðîåíà òàê æå, êàê è â ÷àñòíîì ñëó÷àå. Ìíîæåñòâî âõîäîâ
ðàçîáüåì íà äâà: 2s âõîäîâ ñ íóëåâûì ñòàðøèì ðàçðÿäîì è r′ � ñ åäèíè÷-
íûì. Âû÷èñëèì ÷àñòíûå äèçúþíêöèè íà ýòèõ ïîäìíîæåñòâàõ (âòîðîå èç
íèõ êîäèðóåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, dlog2 r

′e ìëàäøèìè ðàçðÿäàìè èñõîäíîãî
êîäà).

Äàëåå, dlog2 r
′e ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîëó-

÷èòü äèçúþíêöèè ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ. Åùå ñòîëüêî æå � äëÿ âû÷èñëåíèÿ
äèçúþíêöèè (s+ 1)-ãî ðàçðÿäà. Ýòî ïðèâîäèò ê ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøå-
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íèþ

L(Vr) ≤ L(V2s) + L(Vr′) + 2dlog2 r
′e ≤

≤ (2s+1 − 2s− 2) + (2r′ − 2dlog2 r
′e − 2) + 2dlog2 r

′e = 2r − 2(s+ 1)− 2.

Ãëóáèíà ñõåìû ðàâíà s = dlog2 re − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.4. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíè-
åì îöåíîê èç ñëåäñòâèÿ 4.1 è ëåììû 4.6:

L(Λk,r) ≤ L(Qk,r) + L(Vr) <
kr

log2 r
· log2 r + 6

log2 r − log2 log2 r
+ 2r;

D(Λk,r) ≤ D(Qk,r) +D(Vr) ≤ (dlog2 ke+ 2) + (dlog2 re − 1).

Èç àëãîðèòìà DL è ëåìì 4.2�4.4 âûòåêàåò

Òåîðåìà 4.7 Ïóñòü 2k − 1 = r1 · r2 · . . . · rs, ãäå ñîìíîæèòåëè ri ïîïàð-
íî âçàèìíî ïðîñòû, ρ = maxi log2 ri. Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó Λk

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â ïîëå GF (2k), òàêóþ, ÷òî ïðè k → ∞
âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè:

L(Λk) ≤
s∑

i=1

(2+(1+o(1))k/ log ri)ri +O(skM(k)); D(Λk) ≤ ρ+O(log2 k).

4.4.2 Âûáîð âñïîìîãàòåëüíîãî ïîëÿ

Â ìåòîäå òåîðåìû 4.7 ýôôåêòèâíîñòü ëîãàðèôìèðîâàíèÿ çàâèñèò îò ãëàä-
êîñòè ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà 2k − 1 â ïðîèçâåäåíèå âçàèìíî ïðîñòûõ ñîìíî-
æèòåëåé. (Ðàçëîæåíèå � ãëàäêîå, åñëè âñå åãî ñîìíîæèòåëè ìàëû. Òàêæå
ãëàäêèì íàçûâàþò ÷èñëî, äîïóñêàþùåå ãëàäêîå ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòå-
ëè (ñì., íàïðèìåð, [18]).) Ñõåìà òåì ïðîùå, ÷åì ìåíüøå ìàêñèìàëüíûé èç
ñîìíîæèòåëåé.

Äëÿ èíòåðïîëÿöèè òðåáóåòñÿ ïîëå, ñîäåðæàùåå íå ìåíåå L ýëåìåíòîâ.
Ïðàêòè÷åñêè, ñðåäè íåñêîëüêèõ ïîëåé ñî ñòåïåíÿìè k ≥ dlog2 Le íåîáõîäè-
ìî âûáðàòü ïîëå ñ âîçìîæíî áîëåå ãëàäêèì ïîðÿäêîì ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïû.

Íàïðèìåð, ïîëå GF (29) ìåíåå ãëàäêîå, ÷åì GF (210), òàê êàê 29 − 1 =
7 · 73, à 210 − 1 = 3 · 11 · 31. Íî åùå áîëåå ãëàäêèì ÿâëÿåòñÿ ïîëå GF (212),
ïîñêîëüêó 212 − 1 = 5 · 7 · 9 · 13.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü ýôôåêòèâíîñòü îïåðàöèè ëîãàðèôìèðîâàíèÿ,
ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñïîñîáîâ âûáîðà ãëàäêîãî ïîëÿ ïðè ïðîèçâîëüíîì
çíà÷åíèè L.
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Â ïåðâîì èç íèõ âûáèðàåòñÿ íàèìåíüøåå ÷åòíîå èç ïîäõîäÿùèõ çíà-
÷åíèé k, k = 2l ≥ dlog2 pe, è èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå 22l − 1 íà âñåãäà
âçàèìíî ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè 2l − 1 è 2l + 1. Çàìåòèì, ÷òî îäíî èç ýòèõ
÷èñåë äåëèòñÿ íà 3, îòêóäà èìååì

22l − 1 =

{
3d · 2l−1

3d · (2l + 1), l � ÷åòíî;
3d · 2l+1

3d · (2l − 1), l � íå÷åòíî,

ãäå 3d � ìàêñèìàëüíàÿ èç ñòåïåíåé òðîéêè, íà êîòîðóþ äåëèòñÿ 22l − 1.
Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 4.7, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îöåíêè äëÿ ñõåìû âû÷èñëå-
íèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà â ïîëå GF (22l): ñëîæíîñòü ïî ïîðÿäêó (8 +
o(1))2l . (16 + o(1))

√
L, ãëóáèíà � l + o(l) . (1/2) log2 L.

Áîëåå ýôôåêòèâíàÿ ñõåìà ïîëó÷àåòñÿ ïðè âûáîðå ïîëÿ GF (2k), ãäå k =
6l ≥ dlog2 Le (âûáèðàåòñÿ íàèìåíüøåå èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé k). Âçàèìíî
ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè 23l − 1 è 23l + 1 äîïóñêàþò äàëüíåéøåå ðàçëîæåíèå:
23l ± 1 = (2l ± 1)(22l ∓ 2l + 1). Òàê êàê 22l ± 2l + 1 = 3 mod (2l ∓ 1),
òî 3 � ýòî åäèíñòâåííûé îáùèé äåëèòåëü, êîòîðûé ìîãóò èìåòü ìíîæèòåëè
â óêàçàííîì ðàçëîæåíèè.

26l − 1 =

{
3d+1 · 2l−1

3d · (2l + 1) · 22l+2l+1
3 · (22l − 2l + 1), l � ÷åòíî;

3d+1 · 2l+1
3d · (2l − 1) · 22l−2l+1

3 · (22l + 2l + 1), l � íå÷åòíî.

Ñëîæíîñòü ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â ïîëå GF (26l) îöåíèâàåòñÿ êàê (20/3 +
o(1))22l . (80/3 + o(1)) 3

√
L, ãëóáèíà � 2l + o(l) . (1/3) log2 L. Äëÿ L > 28

(÷òî îòðàæàåò ïðèìåð ïîëÿ GF (212)) îöåíêè, ïîëó÷åííûå âòîðûì ñïîñî-
áîì, ëó÷øå, ÷åì â ïåðâîì ñëó÷àå.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èäåè èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ âè-
äà xk − 1 íà íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû íàä Z ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ ñõå-
ìû ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ñëîæíîñòè C(ε)O(Lε) è ãëóáèíû (ε + o(1)) log2 L,
ãäå ε > 0.

Ðàññìîòðèì ïîëå GF (2kvl), ãäå kv = p1 ·p2 · . . . ·pv, {pi} � âîçðàñòàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 4.8 Ïóñòü l ∈ N. Òîãäà ÷èñëî 2kvl−1 ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèç-
âåäåíèÿ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé r1, r2, . . . , rs, ïðè ýòîì

max
i
ri ≤ 2ϕ(kv)leϕ(kv)/2l

,

ãäå ϕ(k) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðåäâàðèì íåñêîëüêèìè âñïîìîãàòåëüíûìè óò-
âåðæäåíèÿìè. Ñíà÷àëà îáðàòèìñÿ ê òåîðèè êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ (ïî-
äðîáíîå åå èçëîæåíèå ñì. â [19]).

Ïóñòü d ∈ N. Ìíîãî÷ëåí Fd ∈ C[x] ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé ñòåïåíè ñî
ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 òàêîé, ÷òî åãî êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ âñå ïåðâîîá-
ðàçíûå êîðíè ñòåïåíè d èç åäèíèöû, íàçûâàåòñÿ d-ì êðóãîâûì ìíîãî÷ëå-
íîì.

Äëÿ íàñ ñóùåñòâåííû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ:
(1) Fd ∈ Z[x];
(2) degFd = ϕ(d);
(3) ìíîãî÷ëåíû {Fd} ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû;
(4) xh − 1 =

∏
d|h Fd(x).

Ëåììà 4.7 Ïóñòü x ≥ 1, òîãäà Fd(x) ≤ xϕ(d)eϕ(d)/x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîðíè ìíîãî÷ëåíà Fd(x) ïî ìîäóëþ ðàâíû 1, îáîçíà÷èì
èõ ÷åðåç ξi, òîãäà

Fd(x) =

ϕ(d)∏
i=1

(x− ξi) <

ϕ(d)∏
i=1

(x+ |ξi|) =

= (x+ 1)ϕ(d) = xϕ(d)
(

1 +
1

x

)ϕ(d)

≤ xϕ(d)eϕ(d)/x.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè x → ∞, òî Fd(x) = O(xϕ(d)). Íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå
îäíà ëåììà î äåëèìîñòè ÷èñåë (îíà ïðèâåäåíà â [27, çàäà÷à 12]).

Ëåììà 4.8 Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, a ∈ Z, òîãäà

ÍÎÄ
(
a− 1,

ap − 1

a− 1

)
= ÍÎÄ

(
(a− 1)2,

ap − 1

a− 1

)
= ÍÎÄ(a− 1, p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äâàæäû ðàçäåëèì ìíîãî÷ëåí xp−1 + . . . + 1 = xp−1
x−1 íà

x− 1 ñ îñòàòêîì:

xp−1 + xp−2 + . . .+ 1 =

= (x− 1)2
(
xp−3 + 3xp−4 + . . .+

(p− 1)(p− 2)

2

)
+ (x− 1)

p(p− 1)

2
+ p.

Ïîäñòàâèì a âìåñòî x. Ïîñëåäóþùàÿ ïðîâåðêà îòíîøåíèé äåëèìîñòè íå
ïðåäñòàâëÿåò òðóäà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.8. Ìíîãî÷ëåí xkv −1 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðî-
èçâåäåíèå êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ (ñâîéñòâî (4))

xkv − 1 =
∏
d|kv

Fd(x).

Êîëè÷åñòâî ñîìíîæèòåëåé â ýòîì ïðîèçâåäåíèè ðàâíî 2v � îíî ñîîòâåò-
ñòâóåò êîëè÷åñòâó äåëèòåëåé ÷èñëà kv.

Åñëè âìåñòî ïåðåìåííîé x ïîäñòàâèòü ÷èñëî 2l, òî ïîëó÷èòñÿ ðàçëîæå-
íèå

2kvl − 1 =
∏
d|kv

Fd(2
l) (∗)

÷èñëà 2kvl−1 íà ìíîæèòåëè, íå ïðåâîñõîäÿùèå 2ϕ(kv)leϕ(kv)/2l, ÷òî ñëåäóåò èç
ëåììû 4.7, òàê êàê ϕ(kv) � ìàêñèìàëüíàÿ èç ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ Fd. Èñ-
ñëåäóåì äàëåå âîçìîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ äàííîãî ðàçëîæåíèÿ â ïðîèç-
âåäåíèå âçàèìíî ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 2ϕ(kv)leϕ(kv)/2l.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà xkv − 1 â ïðîèçâåäåíèå
äâóõ ñîìíîæèòåëåé (äëÿ êðàòêîñòè ââåäåì îáîçíà÷åíèå yi = xkv/pi):

xkv − 1 = ypi

i − 1 = (yi − 1)(ypi−1
i + . . .+ 1). (i)

Èç ñâîéñòâà (4) êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñëåäóåò, ÷òî

yi − 1 =
∏

d|kv, pi-d

Fd(x), ypi−1
i + . . .+ 1 =

∏
d|kv, pi|d

Fd(x),

ïîýòîìó ëþáîé ìíîãî÷ëåí Fd(x), d | kv, öåëèêîì äåëèò êàêîé-ëèáî èç äâóõ
ñîìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè êàæäîé èç ôîðìóë (i).

Ïîêàæåì, ÷òî îáùèìè äåëèòåëÿìè çíà÷åíèé äâóõ êðóãîâûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ (ïðè ïîäñòàíîâêå 2l) ìîãóò áûòü òîëüêî ïðîñòûå ÷èñëà pi, i = 2, . . . , v.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó Fd1
(2l) è Fd2

(2l), ãäå d1, d2 | kv, ïóñòü
ïðè ýòîì d1 < d2. Òîãäà îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî pi, ÷òî pi | d2
è pi - d1. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå (i). Ìíîãî÷ëåí Fd1

(x) äåëèò ïåðâûé èç
ñîìíîæèòåëåé, à Fd2

(x) � âòîðîé. Èç ëåììû 4.8 ñëåäóåò, ÷òî

ÍÎÄ( (yi − 1) |x=2l, (ypi−1
i + . . .+ 1) |x=2l ) ∈ {1, pi}.

Ñëåäîâàòåëüíî,
ÍÎÄ(Fd1

(2l), Fd2
(2l)) ∈ {1, pi}.

Âûäåëèâ â îòäåëüíûå ñîìíîæèòåëè pci

i , i = 2, . . . , v, ãäå ci � êðàò-
íîñòü pi â ïðîèçâåäåíèè, ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå íà âçàèìíî ïðîñòûå ìíî-
æèòåëè. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî âíîâü îáðàçîâàííûå ìíîæèòåëè pci

i óäî-
âëåòâîðÿþò îöåíêå 2ϕ(kv)leϕ(kv)/2l.
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Åñëè pi äåëèò òîëüêî îäèí èç ñîìíîæèòåëåé èñõîäíîãî ðàçëîæåíèÿ (∗),
òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà pi äåëèò äâà ñîìíîæèòåëÿ
ðàçëîæåíèÿ (∗) Fd1

(2l) è Fd2
(2l), d1 6= d2. Èç ëåììû 4.8 ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîì

ðàçëîæåíèè (j), ãäå j 6= i, ìíîãî÷ëåíû Fd1
(x) è Fd2

(x) äåëÿò îäèí è òîò æå
ñîìíîæèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè (èíà÷å pi íå ìîæåò áûòü îáùèì äåëèòåëåì).
Ïîêàæåì, ÷òî â ðàçëîæåíèè (i) îíè äåëÿò ðàçëè÷íûå ñîìíîæèòåëè.

Çàìåòèì, ÷òî d, ïðîèçâîëüíûé äåëèòåëü kv, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ,
åñëè ïðî ëþáîå ÷èñëî ps, s = 1, . . . , v, èçâåñòíî, äåëèò îíî d èëè íåò. Ïîýòî-
ìó è ìíîãî÷ëåí Fd(x) åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñâîåé ïðè-
íàäëåæíîñòè ê îäíîìó èç ñîìíîæèòåëåé â êàæäîì ðàçëîæåíèè (s).

Èç ýòîãî çàìå÷àíèÿ âûòåêàåò, ÷òî åñëè áû â ðàçëîæåíèè (i) (êàê è âî
âñåõ îñòàëüíûõ) ìíîãî÷ëåíû Fd1

(x) è Fd2
(x) äåëèëè îäèí è òîò æå ñîìíî-

æèòåëü, òî îíè áû ñîâïàäàëè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû óñëîâèþ d1 6= d2.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàçëîæåíèè (i) îíè äåëÿò ðàçëè÷íûå ñîìíîæèòåëè.

Èç ïðèâåäåííîãî ðàññóæäåíèÿ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî pi íå ìîæåò äåëèòü
áîëåå äâóõ ñîìíîæèòåëåé èç íàáîðà Fd(2

l), d | kv. Ïðè ýòîì, êàê ñëåäóåò
èç ëåììû 4.8, åñëè pi äåëèò ðîâíî äâà ñîìíîæèòåëÿ â ðàçëîæåíèè (∗), òî
îäèí èç ñîìíîæèòåëåé (à èìåííî òîò, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷ëåíó,
äåëÿùåìó yi − 1 â ðàçëîæåíèè (i)) äåëèòñÿ íà pci−1

i . Ñëåäîâàòåëüíî, âûäå-
ëåííûé ìíîæèòåëü pci

i ìîæåò, ñàìîå áîëüøåå, â pi ðàç ïðåâîñõîäèòü ëþáîé
èç ñîìíîæèòåëåé Fd(2

l) èñõîäíîãî ðàçëîæåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî:
d | kv è pi - d. Ïðè ýòîì ϕ(d) ≤ ϕ(kv)/(pi − 1). Èñïîëüçóÿ ëåììó 4.7, èìååì

pci

i ≤ pi · max
d|kv, pi-d

Fd(2
l) ≤ pi2

ϕ(kv)l/(pi−1)eϕ(kv)/(2l(pi−1)).

Ïîêàæåì, ÷òî

pi2
ϕ(kv)l/(pi−1)eϕ(kv)/(2l(pi−1)) < 2ϕ(kv)leϕ(kv)/2l

,

ãäå 1 < i ≤ v, l ≥ 1. Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé i = v = 2, l = 1 (ò. å. pi =
3, kv = 6). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïàðàìåòðîâ â íåðàâåíñòâî, îíî ïðèíèìàåò
âèä 6

√
e < 4e, ÷òî âåðíî. Íåðàâåíñòâî òåì áîëåå îñòàåòñÿ âåðíûì ïðè

óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðîâ v è (èëè) l. Åñëè i > 2, òîãäà âûïîëíåíî pi <
2ϕ(ki)/2, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì ïî èíäóêöèè. Ïðè
i = 3 íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî â ñèëó 5 < 24. Åñëè âåðíî, ÷òî pi−1 < 2ϕ(ki−1)/2,
òî

pi < 2pi−1 < ppi−1
i−1 < 2ϕ(ki−1)(pi−1)/2 = 2ϕ(ki)/2.

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì pi < 2pi−1 (ïîñòóëàò Áåðòðà-
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íà). Èç äîêàçàííîãî ïðîìåæóòî÷íîãî íåðàâåíñòâà âûâîäèì

pi2
ϕ(kv)l/(pi−1)eϕ(kv)/(2l(pi−1)) < 2ϕ(ki)/2+ϕ(kv)l/(pi−1)eϕ(kv)/2l

<

< 2ϕ(kv)l(1/2+1/(pi−1))eϕ(kv)/2l

< 2ϕ(kv)leϕ(kv)/2l

.

Òåì ñàìûì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ñîìíîæèòåëåé â ïîñòðîåííîì ðàçëîæåíèè íå

ïðåâîñõîäèò 2v + v− 1, ãäå 2v � êîëè÷åñòâî ñîìíîæèòåëåé â èñõîäíîì ðàç-
ëîæåíèè (∗), ïëþñ äîïîëíèòåëüíî âûäåëÿåòñÿ íå áîëåå v−1 ñîìíîæèòåëåé.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ïðèìåð v = 3, k3 = 30.

x30 − 1 = F1F2F3F5F6F10F15F30;

F1(x) = x− 1, F2(x) = x+ 1, F3(x) = x2 + x+ 1,

F5(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1, F6(x) = x2 − x+ 1,

F10(x) = x4 − x3 + x2 − x+ 1, F15(x) = x8 − x7 + x5 − x4 + x3 − x+ 1,

F30(x) = x8 + x7 − x5 − x4 − x3 + x+ 1.

Ïóñòü l = 1. Ïðè ïîäñòàíîâêå x = 2 ïîëó÷àåòñÿ ðàçëîæåíèå íà ìíîæè-
òåëè äëÿ ÷èñëà 230 − 1 (ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé ñîõðàíåí)

230 − 1 = 1 · 3 · 7 · 31 · 3 · 11 · 151 · 331.

Âûäåëèì â îòäåëüíûå ìíîæèòåëè âõîæäåíèÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïåðâûõ
íå÷åòíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë: 3 (âñòðå÷àåòñÿ äâà ðàçà, F2(2) = F6(2) = 3) è 5
(íåò). Îêîí÷àòåëüíî, ÷òî ãàðàíòèðóåòñÿ òåîðåìîé, èìååì óäîâëåòâîðÿþùåå
âñåì òðåáîâàíèÿì ðàçëîæåíèå

230 − 1 = 7 · 9 · 11 · 31 · 151 · 331,

êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì 230−1 íà
ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò òåîðåìû 4.8, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ïîëå GF (230l)
ëîãàðèôìèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(28l), ÷òî ïðè 230l > L ≥
230(l−1) ñîîòâåòñòâóåò îöåíêå O(L4/15). Îäíàêî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ êîíñòàí-
òà â ýòîì ñëó÷àå ñëèøêîì âåëèêà.

Äàëåå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ôàêòîì:

c1
log(v + 1)

<
ϕ(kv)

kv
=

v∏
i=1

pi − 1

pi
<

c2
log v

→0, ïðè v →∞.
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî c1 > e−5/2, à c2 < ln 2 = 0.693 . . . Áîëåå òî÷íûå îöåíêè
ïðèâåäåíû â ðàáîòå [80]9.

Òåîðåìà 4.9 Ïóñòü v ∈ N, L ≥ 2kv. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëå õàðàêòå-
ðèñòèêè 2, ñîäåðæàùåå íå ìåíåå L ýëåìåíòîâ, â êîòîðîì ñëîæíîñòü
ëîãàðèôìèðîâàíèÿ (ïðè L→∞) íå ïðåâîñõîäèò

log2(v + 1)2ϕ(kv)+v+4eϕ(kv)L−1/kv
Lϕ(kv)/kv +O(2v log3 L),

à ãëóáèíà íå ïðåâîñõîäèò

(ϕ(kv)/kv) log2 L+ 2ϕ(kv) +O(log2 logL).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ çàäàííîãî L ðàññìîòðèì ïîëå GF (2kvl), ãäå l óäî-
âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ 2kv(l−1) < L ≤ 2kvl. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.8, ÷èñëî
2kvl−1 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå âçàèìíî ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé, íå
ïðåâîñõîäÿùèõ 2ϕ(kv)leϕ(kv)/2l.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 4.7 îöåíèì ãëóáèíó ñõåìû ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â
ïîëå GF (2kvl) êàê

log2(2
le1/2l

)ϕ(kv) +O(log2(kvl)) <

< ϕ(kv)(l + 1) +O(log2 logL) < ϕ(kv)(2 + (log2 L)/kv) +O(log2 logL) <

< (ϕ(kv)/kv) log2 L+ 2ϕ(kv) +O(log2 logL).

Òà æå òåîðåìà 4.7 ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïîðÿäîê ñëîæíîñòè ñõåìû êàê

(2v + v)(2 + kv/ log2 rmax)rmax +O(2vkvlM(kvl)) ≤
≤ (2v + v)(2 + kv/ϕ(kv))2

ϕ(kv)leϕ(kv)/2l

+O(2v log3 L),

ãäå rmax � ìàêñèìàëüíûé èç ñîìíîæèòåëåé â èñïîëüçóåìîì ðàçëîæåíèè
÷èñëà 2kvl − 1, êîòîðûé îöåíèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè òåîðåìû 4.8.

Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

(2v + v)(2 + kv/ϕ(kv)) < 2v+4 log2(v + 1),

êîòîðîå ïðîâåðÿåòñÿ ïðè v = 1, . . . , 4 íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé, à ïðè
v ≥ 5 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé kv/ϕ(kv) < e5/2 log2(v + 1), òîãäà

(2v + v)(2 + kv/ϕ(kv)) < log2(v + 1)2v

[(
1 +

v

2v

)(
e5/2 +

2

log2(v + 1)

)]
.

9Ñîãëàñíî òåîðåìå Ìåðòåíñà ýòî âûðàæåíèå èìååò àñèìïòîòèêó eγ

ln v , ãäå γ � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà
(ñì. òàêæå [80]).
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Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíê-
öèåé îò v, è èç òîãî, ÷òî ïðè v = 5 åãî çíà÷åíèå ìåíüøå 16, ñëåäóåò çàÿâ-
ëåííîå íåðàâåíñòâî.

Äàëåå,
2ϕ(kv)l = 2ϕ(kv)(2kv(l−1))ϕ(kv)/kv < 2ϕ(kv)Lϕ(kv)/kv .

Íàêîíåö, òàê êàê 2l ≥ L−1/kv , èìååì

eϕ(kv)/2l ≤ eϕ(kv)L−1/kv
.

Êîìáèíèðóÿ âñå óêàçàííûå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.10 Ïóñòü ε > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2,
ñîäåðæàùåå íå ìåíåå L ýëåìåíòîâ, â êîòîðîì äèñêðåòíîå ëîãàðèôìè-
ðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ (ïðè L → ∞), íå ïðåâîñõîäÿùåé
C1(ε)L

ε, è ãëóáèíîé ε log2 L+C3(ε) +O(log logL), ãäå C1, C3 � íåêîòîðûå
îãðàíè÷åííûå íà ëþáîì îòðåçêå èíòåðâàëà (0, 1] ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì v, òàêîå, ÷òî ϕ(kv)
kv

≤ ε (íàïðèìåð, ïîäîéäåò
v = d20.7/εe) è ïðèìåíèì òåîðåìó 4.9.
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5 Ïåðåõîä ìåæäó íîðìàëüíûìè è ñòàíäàðò-

íûìè áàçèñàìè

Îñíîâíîé ìîòèâèðîâêîé ïåðåõîäà îò íîðìàëüíîãî ê ïîëèíîìèàëüíîìó áà-
çèñó ÿâëÿåòñÿ óñêîðåíèå îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, à îáðàòíî � îïåðàöèè âîç-
âåäåíèÿ â ñòåïåíü (ñì. [5]). Â îáùåì ñëó÷àå òàêîé ïåðåõîä ìîæåò áûòü âû-
ïîëíåí ìåòîäîì Î. Á. Ëóïàíîâà äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ñî ñëîæíîñòüþ
O(n2/ logq n) [23]. Â ðàáîòå [4] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îïòèìàëüíûõ íîðìàëü-
íûõ áàçèñîâ ñïðàâåäëèâà îöåíêà O(n log n). Îöåíêà ñëîæíîñòè ïåðåõîäà
ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ â ïðîèçâîëüíîì íîð-
ìàëüíîì áàçèñå.

Èäåÿ îá èñïîëüçîâàíèè ïåðåõîäà ìåæäó äâóìÿ òèïàìè áàçèñîâ äëÿ óñêî-
ðåíèÿ íåêîòîðûõ îïåðàöèé, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå áûëà ÿâíî âûñêàçàíà â
ðàáîòàõ [70, 4].

Â ðàáîòå [70] ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåõîä îò íîðìàëüíîãî áàçèñà ê ñòàíäàðò-
íîìó ìîæíî âûïîëíèòü ñî ñëîæíîñòüþ O(n1,815). Òàì æå ïîñòðîåí âåðîÿò-
íîñòíûé àëãîðèòì îáðàòíîãî ïåðåõîäà ñ òàêîé æå îöåíêîé ñëîæíîñòè.

Â �5.1 áóäåò îïèñàí áàçîâûé ìåòîä Áðåíòà�Êóíãà [44]. Ñ åãî ïîìîùüþ
â �5.2 è�5.3 áóäóò ïîñòðîåíû ñõåìû ïåðåõîäà ñîîòâåòñòâåííî ê íîðìàëü-
íîìó è ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó ñëîæíîñòè O(n1,834) è ãëóáèíû O(log n). Â
�5.4 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêó ñëîæíîñòè ýòèõ ñõåì ìîæíî óòî÷íèòü äî
O(n1,806). Äëÿ ñõåìû ïåðåõîäà ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó ýòà îöåíêà ôàêòè÷å-
ñêè óñòàíîâëåíà â [70] (ñì. ï. 5.5.1). Â �5.5 áóäóò ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå
ïðèëîæåíèÿ.

5.1 Ìåòîä Áðåíòà�Êóíãà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ xqk , ãäå x ∈ GF (qn), â ñòàíäàðòíîì áàçèñå
ïîëÿ. Îöåíêà ñëîæíîñòè O(n2/ logq n) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ìåòîäîì Ëóïà-
íîâà [23] (ò.ê. îïåðàöèÿ Ôðîáåíèóñà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì).
Â 1978 ã. â ðàáîòå [44] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä, èìåþùèé ìåíüøèé ïîðÿäîê
ñëîæíîñòè (cì. òàêæå [5]). Îïèøåì åãî ïðèìåíèòåëüíî ê äàííîé çàäà÷å.
Ïóñòü x = f(t) â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè, deg f < n,

f qk

(t) mod mn(t) = f(tq
k

) mod mn(t) =

= f(tq
k

mod mn(t)) mod mn(t) = f(ξ(t)) mod mn(t),

ãäå ξ(t) = tq
k

mod mn(t). Ïóñòü n ≤ rp. Çàïèøåì,

f(t) = f0(t) + f1(t)t
r + . . .+ fp−1(t)t

(p−1)r, (5.1)
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ãäå deg fi < r. Ïóñòü fi(t) = fi,0 + fi,1t+ . . .+ fi,r−1t
r−1.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 1.

0. Ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû

ξ(t), ξ2(t), . . . , ξr−1(t); ξr(t), ξ2r(t), . . . , ξ(p−1)r(t)

(âñå � ïî ìîäóëþ mn(t)) âû÷èñëåíû çàðàíåå.

1. Âû÷èñëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû

fi(ξ(t)) = fi,0 + fi,1ξ(t) + . . .+ fi,r−1ξ
r−1(t).

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíî
f0(ξ(t))
f1(ξ(t))
· · ·

fp−1(ξ(t))


p×n

=


f0(t)
f1(t)
· · ·

fp−1(t)


p×r

·


1
ξ(t)
· · ·

ξr−1(t)


r×n

, (5.2)

ãäå â ñòðî÷êàõ ìàòðèö âûïèñàíû êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìíîãî÷ëåíîâ, à ñíèçó ïîäïèñàíû ðàçìåðíîñòè. Ñëîæíîñòü øàãà îöå-
íèâàåòñÿ êàê ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ p× r-ìàòðèöû íà r×n-ìàòðèöó.

2. Âû÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ fi(ξ(t)) · ξir(t). Ñëîæíîñòü øàãà îöåíèâà-
åòñÿ êàê O(pM(n)).

3. Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî øàãà (ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 2n− 2) ñêëàäû-
âàþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî ñî ñëîæíîñòüþ íå áîëåå ÷åì 2np.

4. Îêîí÷àòåëüíî, ðåçóëüòàò ïðèâîäèòñÿ ïî ìîäóëþmn(t) ñî ñëîæíîñòüþ
O(M(n)) (ñì. ï. 2.3).

ÎÖÅÍÊÀ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ.
Âûáåðåì r, p ∼

√
n. Ñëîæíîñòü øàãîâ 2�4 îöåíèâàåòñÿ êàê O(pM(n)) =

O(n1,5 log n log log n). Ñëîæíîñòü øàãà 1 åñòü O(nw), ãäå w < 1, 667 � ýêñ-
ïîíåíòà ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ T√n,

√
n,n (ò.å. óìíîæåíèÿ ìàòðèöû ðàçìåðà√

n ×
√
n íà ìàòðèöó ðàçìåðà

√
n × n). Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ìîæåò

áûòü ðåàëèçîâàí ñõåìîé ñëîæíîñòè O(n1,667) è ãëóáèíû O(log n).
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5.2 Ïåðåõîä ê íîðìàëüíîìó áàçèñó

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ýëåìåíòà x ∈ GF (qn) èç
ñòàíäàðòíîãî áàçèñà A = {1, t, t2, . . . , tn−1} â íîðìàëüíûé áàçèñ B = {α0 =
t, α1 = tq, α2 = tq

2

, . . . , αn−1 = tq
n−1}. Ïóñòü n ≤ ms.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 2.

0. Ñ÷èòàåì, ÷òî èçâåñòíû ÷àñòè÷íûå áàçèñíûå ðàçëîæåíèÿ (îòíîñèòåëü-
íî ïåðâûõ m ýëåìåíòîâ áàçèñà B) äëÿ 1, t, t2, . . . , tn−1, ò.å.

ti = ti,0α0 + ti,1α1 + . . .+ ti,m−1αm−1 + βi,

ãäå βi ∈< αm, . . . , αn−1 >.

1. Ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà 1 âû÷èñëÿþòñÿ

xqm

, xq2m

, . . . , xqm(s−1)

â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ñî ñëîæíîñòüþ O(snw + s
√
nM(n)).

2. Âû÷èñëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ xqmi ïîäñòàíîâêîé èçâåñò-
íûõ ðàçëîæåíèé äëÿ 1, t, t2, . . . , tn−1. Ñïðàâåäëèâî

x
xqm

· · ·
xqm(s−1)


B

s×m

=


x
xqm

· · ·
xqm(s−1)


A

s×n

·


1
t
· · ·
tn−1


B

n×m

,

ãäå â ñòðî÷êàõ ìàòðèö âûïèñàíû êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèÿõ ïî
áàçèñàì, óêàçàííûì â âåðõíèõ èíäåêñàõ ìàòðèö (äëÿ íîðìàëüíîãî
áàçèñà B èìååòñÿ â âèäó ÷àñòè÷íîå ðàçëîæåíèå).

×àñòè÷íîå ðàçëîæåíèå xqmi îïðåäåëÿåò m êîîðäèíàò èç ïîëíîãî ðàç-
ëîæåíèÿ x = x0α0 + . . .+ xn−1αn−1 â áàçèñå B, à èìåííî

xqmi

= xn−miα0 + xn−mi+1α1 + . . .+ xn−m(i−1)−1αm−1 + . . .

Çäåñü äëÿ j /∈ [0, n−1] ïîëàãàåì xj ≡ xj mod n. Ò.ê. âñå xqmi âû÷èñëåíû,
òî ïîëó÷åíî ïîëíîå ðàçëîæåíèå x â íîðìàëüíîì áàçèñå. Ñëîæíîñòü
øàãà îöåíèâàåòñÿ êàê ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ s×n-ìàòðèöû íà n×m-
ìàòðèöó.
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ÎÖÅÍÊÀ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ.
Ñëîæíîñòü øàãà 2 îöåíèì êàê ñëîæíîñòü s óìíîæåíèé ìàòðèöû ðàç-

ìåðà s × m íà m × m-ìàòðèöó. Èçâåñòíî [50], ÷òî ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå
Tmh,m,m, ãäå h ≤ 0, 294, âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(m2+ε) ïðè ëþáîì
ε > 0. Ïîëîæèì s ∼ n1−w/2,m ∼ nw/2. Ïðè w = 1, 667 âûïîëíåíî óñëîâèå
s = o(m0,294), ïîýòîìó ñëîæíîñòü îáîèõ øàãîâ è àëãîðèòìà â öåëîì îöåíè-
âàåòñÿ êàê O(n1+w/2) ∼ O(n1,834). Â îòíîøåíèè ãëóáèíû ñïðàâåäëèâî òî æå
çàìå÷àíèå, ÷òî è äëÿ àëãîðèòìà 1.

5.3 Ïåðåõîä ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïåðåõîäà îò íîðìàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòà ïîëÿ
x = x0α0 + . . .+xn−1αn−1 ê ñòàíäàðòíîìó. Ïóñòü n ≤ ms. Ìîæíî çàïèñàòü,

x = γ0 + γqm

1 + . . .+ γqm(s−1)

s−1 ,

ãäå γi = xmiα0 + . . .+ xmi+m−1αm−1. Åñëè j ≥ n, ïîëàãàåì xj ≡ 0.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 3.

0. Ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ α0, α1, . . . , αm−1 èçâåñòíû ïðåäñòàâëåíèÿ â ñòàí-
äàðòíîì áàçèñå.

1. Ïî çàäàííûì ïðåäñòàâëåíèÿì äëÿ ïåðâûõ m ýëåìåíòîâ íîðìàëüíîãî
áàçèñà âû÷èñëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ γi,

γ0
γ1
· · ·
γs−1


A

s×n

=


γ0
γ1
· · ·
γs−1


B

s×m

·


α0
α1
· · ·
αm−1


A

m×n

â ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèÿõ. Ñëîæíîñòü øàãà îöåíèâàåòñÿ êàê ñëîæ-
íîñòü óìíîæåíèÿ s×m-ìàòðèöû íà m× n-ìàòðèöó.

2. Âû÷èñëÿþòñÿ γqmi

i àëãîðèòìîì 1 ñî ñëîæíîñòüþ O(snw +s
√
nM(n)) è

ñêëàäûâàþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî ñî ñëîæíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé ns.

Îöåíèâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ â òî÷íîñòè êàê â àëãîðèòìå 2. Òàêèì îáðà-
çîì, ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåõîä ìåæäó áàçèñàìè ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ñõåìîé íàä
GF (q) ñî ñëîæíîñòüþ O(n1,834) è ãëóáèíîé O(log n).
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5.4 Óòî÷íåíèå îöåíêè ñëîæíîñòè

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò ðàññìîòðåí ìîäèôèöèðîâàííûé ñïîñîá ðåàëèçàöèè
øàãà 1 â àëãîðèòìå 2 è øàãà 2 â àëãîðèòìå 3, êîòîðûé ïîçâîëèò äëÿ îáîèõ
àëãîðèòìîâ ïîëó÷èòü îöåíêó ñëîæíîñòè O(n1,806). Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáó-
åòñÿ ðàñïðîñòðàíèòü ìåòîä Áðåíòà�Êóíãà èç �5.1 íà ðåøåíèå ñëåäóþùåé
çàäà÷è.

Ïóñòü çàäàíû ýëåìåíòû x1, x2, . . . , xl ∈ GF (qn) ñâîèìè ïðåäñòàâëåíèÿ-
ìè â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïîëÿ è íàòóðàëüíûå ïàðàìåòðû s è m. Òðåáóåòñÿ
âû÷èñëèòü âñå xqjm

i , j = 1, . . . , s, òàêæå â ñòàíäàðòíîì áàçèñå. Èíà÷å ãîâîðÿ,
ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîâðåìåííàÿ ðåàëèçàöèÿ s ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòåïåíåé
îïåðàöèè Ôðîáåíèóñà x→ xqm íà l ýëåìåíòàõ ïîëÿ.

×åðåç wτ áóäåì äàëåå îáîçíà÷àòü ýêñïîíåíòó ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ
Tn,n,nτ .

Ëåììà 5.1 Ïóñòü ýëåìåíòû x1, . . . , xl ∈ GF (qn) çàäàíû â ñòàíäàðòíîì
áàçèñå, ãäå l ∼ nλ, λ ∈ [0, 1]. Ïóñòü òàêæå δ > 0 è s ∼ nσ, σ ∈ [0, 1].

Îáîçíà÷èì τ = 2(1 + σ)/(1 + λ). Òîãäà âû÷èñëåíèå âñåõ xqjm

i , i = 1, . . . , l,
j = 1, . . . , s, ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî ñõåìîé íàä GF (q) ñëîæíîñòè

O
(
n(1+λ)wτ/2 + nσ+(1+λ)/2M(n)

)
è ãëóáèíû O(log n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ξj(t) = tq
jm

mod mn(t). Ïóñòü ýëåìåíòó xi

ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷ëåí gi(t). Ïðåäñòàâèì gi(t) â âèäå (5.1) (ñì. �5.1).
Ìàòðè÷íîå òîæäåñòâî (5.2) (ñì. àëãîðèòì 1), ñîîòâåòñòâóþùåå âû÷èñëåíèþ
xqjm

i , ò.å. êîìïîçèöèè ìíîãî÷ëåíîâ gi(ξj), çàïèøåì ñîêðàùåííîXi,j = Yi ·Cj.
Òîãäà âûïîëíåíîX1,1 · · · X1,s

· · · · · · · · ·
Xl,1 · · · Xl,s


lp×sn

=

Y1
· · ·
Yl


lp×r

·
[
C1 · · · Cs

]
r×sn

,

ãäå n ≤ rp.
Âñå xqjm

i âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ls ýêçåìïëÿðîâ àëãîðèòìà 1, ó êî-
òîðûõ øàã 1 âûïîëíÿåòñÿ ñîâìåñòíî � ïîñðåäñòâîì óìíîæåíèÿ lp × r-
ìàòðèöû íà r × sn-ìàòðèöó, êàê çàïèñàíî âûøå. Äëÿ øàãîâ 2�4, ñ÷èòàÿ
÷òî îíè âûïîëíÿþòñÿ íåçàâèñèìî, èìååì îöåíêó ñëîæíîñòè O(lspM(n)).

Åñëè l ≤ n, òî ïàðàìåòðû p è r ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî
lp ∼ r ∼

√
ln. Ïóñòü l ∼ nλ è s ∼ nσ, ãäå λ, σ ∈ [0, 1]. Òîãäà p ∼ n(1−λ)/2,
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r ∼ n(1+λ)/2, è ñëîæíîñòü ñîâìåùåííîãî øàãà 1 îöåíèâàåòñÿ êàê ñëîæíîñòü
óìíîæåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðà n(1+λ)/2 × n(1+λ)/2 è n(1+λ)/2 × n1+σ. Îáîçíà-
÷èâ τ = 2(1 + σ)/(1 + λ), ïîëó÷àåì äëÿ ýòîãî øàãà îöåíêó ñëîæíîñòè
O(n(1+λ)wτ/2).

Çàìåòèì, ÷òî âòîðîé ÷ëåí â îöåíêå ñëîæíîñòè àëãîðèòìà ëåììû 5.1 ñ
òî÷íîñòüþ äî ëîãàðèôìè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ èìååò ïîðÿäîê n1+σ+(1+λ)/2 =
n(1+λ)(1+τ)/2 ≤ n(1+λ)wτ/2 â ñèëó î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà wτ ≥ τ + 1. Òà-
êèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ ìàòðè÷íîãî
óìíîæåíèÿ íà ïåðâîì øàãå.

Â ðàáîòå [67] ïîêàçàíî, ÷òî wτ íå ïðåâîñõîäèò ìèíèìóìà ïî θ ∈ [0, 1], h ∈
N âåëè÷èíû

(2+τ) log(h+2)+θ log θ+(1+τ)(1−θ) log((1+τ)(1−θ))+(1+τθ) log(1+τθ)−(2+τ) log(2+τ)

(1−θ) log h
. (5.3)

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ìîòèâèðóåòñÿ òåì, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ
ìàòðèö ðàçìåðà

√
n ×

√
n è

√
n × n1+σ, âûòåêàþùàÿ èç (5.3), õóæå, ÷åì

àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðà n(1+σ)/2 × n(1+σ)/2 è
n(1+σ)/2 × n.

Ëåììà 5.2 Ïóñòü ýëåìåíò x ∈ GF (qn) çàäàí â ñòàíäàðòíîì áàçèñå è
δ > 0. Äàëåå, ïóñòü s ∼ nσ, ãäå σ ∈ [0, 1]. Îáîçíà÷èì τ = 2/(1 + σ). Òîãäà
âû÷èñëåíèå âñåõ xqjm

, j = 0, . . . , s−1, ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ñõåìîé íàä
GF (q) ñëîæíîñòè O(nδ+wτ/τ) è ãëóáèíû O(δ−1 log n).

Èäåþ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ïîÿñíèì íà ïðîñòîì ïðèìåðå. Ïóñòü s =

r2. Òîãäà âû÷èñëåíèå x, xqm

, . . . , xq(r2−1)m ìîæíî âûïîëíèòü â äâà ýòàïà.
Ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ íàáîð x, xqrm

, xq2rm

. . . , xq(r−1)rm, à íà âòîðîì øàãå ê
íåìó ïðèìåíÿþòñÿ îïåðàöèè Ôðîáåíèóñà ñî ñòåïåíÿìè qm, q2m, . . . , q(r−1)m.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k ∈ N è s ≤ s1 ·. . .·sk, ãäå âñå si ∼ k

√
s. Îáîçíà÷èì

ui = s1·. . .·si,mi = msi+1·. . .·sk, ïîëàãàåìmk = m. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé
ïîðÿäîê âû÷èñëåíèé.

Íà ïåðâîì øàãå âû÷èñëÿþòñÿ âñå xqjm1 , j = 0, . . . , s1 − 1.
Ïóñòü 2 ≤ i ≤ k. Ïîñëå (i − 1)-ãî øàãà âû÷èñëåí íàáîð xqjmi−1 , j =

0, . . . , ui−1 − 1. Íà i-ì øàãå âû÷èñëÿåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé
Ôðîáåíèóñà ñî ñòåïåíÿìè qjmi, j = 1, . . . , si − 1, ê ýòîìó íàáîðó. Ïîëó÷àåì
âñå xqjmi , j = 0, . . . , ui − 1.

Â ÷àñòíîñòè, ïîñëå k-ãî øàãà èçâåñòíû âñå xqjm, j = 0, . . . , s− 1.
Ïóñòü êàæäûé øàã âûïîëíÿåòñÿ àëãîðèòìîì ëåììû 5.1. Êàê ñëåäóåò èç

ýòîé ëåììû, ñëîæíîñòü i-ãî øàãà îïðåäåëÿåòñÿ óìíîæåíèåì n(k+(i−1)σ)/2k×
n(k+(i−1)σ)/2k-ìàòðèöû íà n(k+(i−1)σ)/2k × n1+σ/k-ìàòðèöó.
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Ñëîæíîñòü ýòîé îïåðàöèè ìîæíî îöåíèòü êàê ñëîæíîñòü n
(k−i+1)σ
k(1+σ) +σ

k óìíî-
æåíèé ìàòðèö ñ íàáîðîì ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ n(k+(i−1)σ)/2k, n(k+(i−1)σ)/2k è
nτ(k+(i−1)σ)/2k (ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 2.4). Äëÿ ýêñïîíåíòû ìàòðè÷íîãî óìíî-
æåíèÿ èìååì îöåíêó

wτ

(
1

2
+

(i− 1)σ

2k

)
+

(k − i+ 1)σ

k(1 + σ)
+
σ

k
=

=
wτ

2
+

σ

2k

(
(i− 1)wτ + (k − i+ 1)τ

)
+
σ

k
=

=
wτ

τ
− σ

2k
(k − i+ 1)(wτ − τ) +

σ

k
≤ wτ

τ
+

σ

2k
− (k − i)σ

2k
,

ãäå ïîñëåäíèé ïåðåõîä ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà wτ ≥ τ + 1.
Ñóììàðíàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé ïî âñåì øàãàì îöåíèâàåòñÿ èç ôîð-

ìóëû äëÿ ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì n−σ/2k êàê

O
(
nwτ/τ+O(1/k)/(1− n−σ/2k)

)
.

Îêîí÷àòåëüíî, óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç âûáîðà k ∼ c/δ, ãäå c �
ïîäõîäÿùàÿ êîíñòàíòà.

Ëåììà 5.3 Ïóñòü ýëåìåíòû x0, . . . , xs−1 ∈ GF (qn) çàäàíû â ñòàíäàðò-
íîì áàçèñå, δ > 0 è s ∼ nσ, ãäå σ ∈ [0, 1]. Îáîçíà÷èì τ = 2/(1 + σ).

Òîãäà ñóììà
∑
xqjm

j ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñõåìîé íàä GF (q) ñëîæíî-

ñòè O(nδ+wτ/τ) è ãëóáèíû O(δ−1 log n).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäâàðèì ðàññìîòðåíèåì ïðèìåðà, â êîòîðîì s = r2,
à ñóììà

x0 + xqm

1 + . . .+ xq(r2−1)m

r2−1

âû÷èñëÿåòñÿ â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà îïåðàöèè Ôðîáåíèóñà x → xqim, i =
0, . . . , r − 1 âûïîëíÿþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ íàáîðàõ {xj | j = i mod r},
è âû÷èñëÿþòñÿ ñóììû

x1,j = xjr + xqm

jr+1 + . . .+ xq(r−1)m

jr+r−1, j = 0, . . . , r − 1.

Îêîí÷àòåëüíî, èñêîìàÿ ñóììà ïîëó÷àåòñÿ êàê

x1,0 + xqrm

1,1 + . . .+ xq(r−1)rm

1,r−1 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì k ∈ N è si ∼ k
√
s òàê, ÷òî s ≤ s1 · . . . · sk.

Îáîçíà÷èì mi = ms1 · . . . · si è ni = si+1 · . . . · sk, ãäå nk = 1 è m0 = m.
Ïîëîæèì x0,j = xj, åñëè j < s, è x0,j = 0 èíà÷å. Çàïèøåì,

s−1∑
j=0

xqjm

j =

n0−1∑
j=0

xqjm

0,j =

n1−1∑
j=0

xqjm1

1,j = . . . =

ni−1∑
j=0

xqjmi

i,j = . . . =

nk−1−1∑
j=0

xqjmk−1

k−1,j ,

ãäå
xi,j = xi−1,jsi

+ xqmi−1

i−1,jsi+1 + . . .+ xq(si−1)mi−1

i−1,jsi+si−1.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì, â êîòîðîì íà êàæäîì i-ì øàãå, 1 ≤ i ≤ k, âû÷èñ-
ëÿþòñÿ âñå xi,j, j = 0, . . . , ni−1. Ðåçóëüòàò ïîñëåäíåãî øàãà, xk,0, ñîâïàäàåò
ñ èñêîìîé ñóììîé.

Íà i-ì øàãå âûïîëíÿþòñÿ si îïåðàöèé Ôðîáåíèóñà x→ xqlmi−1 íà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ íàáîðàõ xi−1,jsi+l, j = 0, . . . , ni − 1, ãäå l = 0, . . . , si − 1.

Êîëè÷åñòâî ñëîæåíèé íà âñåõ øàãàõ � â òî÷íîñòè s−1, ÷òî äàåò âêëàä
O(sn) â ñëîæíîñòü àëãîðèòìà.

Ñëîæíîñòü i-ãî øàãà ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà ëåììû 5.1 îïðåäå-
ëÿåòñÿ nσ/k óìíîæåíèÿìè ìàòðèö ðàçìåðà n(k+(k−i)σ)/2k × n(k+(k−i)σ)/2k è
n(k+(k−i)σ)/2k × n.

Çàêëþ÷èòåëüíîå ðàññóæäåíèå ïîâòîðÿåò çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà ëå-
ììû 5.2 (ñëîæíîñòü i-ãî øàãà çäåñü îöåíèâàåòñÿ òàê æå, êàê è ñëîæíîñòü
(k − i+ 1)-ãî øàãà â ëåììå 5.2).

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïîðÿäîê ãëóáèíû íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì, òî
â ëåììàõ 5.2, 5.3 ìîæíî âûáðàòü k = dlog2 se è âñå si = 2. Îöåíêà äëÿ
ñëîæíîñòè ïðèìåò âèä O(nwτ/τ + n1/τM(n)), à äëÿ ãëóáèíû � O(σ log2 n).

Òåîðåìà 5.1 Ïåðåõîä ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè íîðìàëüíûì è ñòàí-
äàðòíûì áàçèñàìè ïîëÿ GF (qn) ìîæåò áûòü âûïîëíåí ñõåìîé íàä GF (q)
ñëîæíîñòè O(n1,806) è ãëóáèíû O(log n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç ëåìì 5.2 è 5.3, ïîðÿäîê ñëîæíîñòè àë-
ãîðèòìîâ 2 è 3 îïðåäåëÿåòñÿ óìíîæåíèåì ìàòðèö ðàçìåðà nσ × n1−σ è
n1−σ × n (íà øàãàõ 2 è 1 ñîîòâåòñòâåííî), è óìíîæåíèåì ìàòðèö ðàçìå-
ðà n(1+σ−O(δ))/2 × n(1+σ−O(δ))/2 è n(1+σ−O(δ))/2 × n1+O(δ) (íà øàãàõ 1 è 2), ãäå
σ ∈ [0, 1].

Ïîëîæèì σ = 0, 195. Ò.ê. σ < 0, 294(1 − σ), òî ïåðâîå óìíîæåíèå âû-
ïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(n2−σ+ε). Òàêæå âûïîëíåíî wτ/τ < 1, 806, ÷òî
ñëåäóåò èç îöåíêè (5.3) ïðè âûáîðå θ = 0, 02 è h = 8. Âûáèðàÿ ε è δ äîñòà-
òî÷íî ìàëûìè, èìååì äëÿ îáîèõ óìíîæåíèé îöåíêó O(n1,806).
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Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè îöåíêà ñëîæíîñòè äîêà-
çàííîé òåîðåìû èìååò âèä O(nν), ãäå

ν > min
σ∈[0, 1]

max{ω(σ, 1− σ, 1), ω((1 + σ)/2, (1 + σ)/2, 1)},

ãäå ω(α, β, γ) � ýêñïîíåíòà ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ Tnα,nβ ,nγ .
Ñëåäñòâèåì äîêàçàííîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ

Óòâåðæäåíèå 5.1 Äëÿ óìíîæåíèÿ è èíâåðòèðîâàíèÿ â íîðìàëüíîì áà-
çèñå ïîëÿ GF (qn) ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìû ñëîæíîñòè O(n1,806) è ãëó-
áèíû O(log n).

Îòìåòèì, ÷òî êîíñòàíòû ïîä çíàêîì ¾O¿ â ýòèõ îöåíêàõ î÷åíü âåëè-
êè � âî-ïåðâûõ, èç-çà áîëüøîãî (ïîðÿäêà òûñÿ÷è) ÷èñëà èòåðàöèé, è âî-
âòîðûõ, èç-çà áîëüøèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ êîíñòàíò â îöåíêàõ äëÿ ìàò-
ðè÷íûõ óìíîæåíèé.

5.5 Äîïîëíåíèå

5.5.1 Î ìåòîäå Êàëòîôåíà�Øàóïà

Àëãîðèòì 3 ïåðåõîäà ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó èçëîæåí â ðàáîòå [70] ñ òîé
ðàçíèöåé, ÷òî øàã 2 ðåàëèçóåòñÿ â ñõåìå Ãîðíåðà ñ m ïîñëåäîâàòåëüíî âû-
ïîëíÿåìûìè îïåðàöèÿìè Ôðîáåíèóñà. Îöåíêà ñëîæíîñòè ïîëó÷àåòñÿ òàêîé
æå, ÷òî è â �5.3, îäíàêî îöåíêà ãëóáèíû èìååò âèä O(m log n) è ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîìèàëüíîé îòíîñèòåëüíî n.

Àâòîðàìè [70] òàêæå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà, èìåþùåãî ñëî-
æíîñòüO(n1,815) (ðåçóëüòàò [67] ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü ýòó îöåíêó äîO(n1,806)).
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà òàêîé ñëîæíîñòè äëÿ â
îïðåäåëåííîì ñìûñëå äâîéñòâåííîé îïåðàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà
òðàíñïîçèöèè (ñì. ï. 2.4) è íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì. Êîíñòðóêòèâíîå
äîêàçàòåëüñòâî ñîäåðæèòñÿ â �5.4.10

5.5.2 Î âû÷èñëåíèÿõ â ïðîèçâîëüíîì ñòàíäàðòíîì áàçèñå

Ïåðåõîä ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ñòàíäàðòíûìè áàçèñàìè ïîëÿ GF (qn) âû-
ïîëíÿåòñÿ ìåòîäîì Áðåíòà�Êóíãà íå ñëîæíåå, ÷åì çà O(n1,667) îïåðàöèé.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ∈ GF (qn) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì f(β) â

10Â èçâåñòíûõ àâòîðó ðàáîòàõ ïîñëå 1998 ã., ïîñâÿùåííûõ ðåàëèçàöèè îïåðàöèé â êîíå÷íûõ ïîëÿõ,
ýòîò ðåçóëüòàò èç [70] íå óïîìèíàåòñÿ, ÷òî îò÷àñòè îáúÿñíÿåòñÿ îòñóòñòâèåì àíàëîãè÷íîãî àëãîðèòìà
äëÿ ïåðåõîäà ê íîðìàëüíîìó áàçèñó.
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ñòàíäàðòíîì áàçèñå Aβ ñ ãåíåðàòîðîì β. Äàëåå, ïóñòü β ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì ξ(α) â ñòàíäàðòíîì áàçèñå Aα ñ ãåíåðàòîðîì α � êîðíåì
íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà mn(t). Â òàêîì ñëó÷àå x = f(ξ(α)), ò.å. â áà-
çèñå Aα ýëåìåíò x ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì f(ξ(t)) mod mn(t). Ýòîò
ìíîãî÷ëåí ìîæíî âû÷èñëèòü àëãîðèòìîì 1.

Â ÷àñòíîñòè, ñî ñëîæíîñòüþ O(n1,667) è ãëóáèíîé O(log n) ìîæíî ïåðåé-
òè îò ïðîèçâîëüíîãî ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó, ãåíåðàòîð
êîòîðîãî òàêæå ïîðîæäàåò íîðìàëüíûé áàçèñ ïîëÿ � è îáðàòíî. Òàêèì îá-
ðàçîì, èç òåîðåìû 5.1 àâòîìàòè÷åñêè âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5.2 Ïåðåõîä ìåæäó äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè íîðìàëüíûìè èëè
ñòàíäàðòíûìè áàçèñàìè ïîëÿ GF (qn) ìîæåò áûòü âûïîëíåí ñõåìîé íàä
GF (q) ñëîæíîñòè O(nν) è ãëóáèíû O(log n), ãäå ν � èç çàìå÷àíèÿ ê òåî-
ðåìå 5.1.

Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû îòìåòèì, ÷òî ïåðåõîä ìåæäó äâóìÿ íîðìàëü-
íûìè áàçèñàìè ìîæíî âûïîëíÿòü áûñòðåå, ñî ñëîæíîñòüþ ïîðÿäêà M(n).
Ïóñòü ýëåìåíò x = x′0β0 + . . . + x′n−1βn−1 çàäàí â íîðìàëüíîì áàçèñå Bβ ñ
ãåíåðàòîðîì β, è òðåáóåòñÿ íàéòè ïðåäñòàâëåíèå x = x0α0 + . . .+ xn−1αn−1
â íîðìàëüíîì áàçèñå Bα ñ ãåíåðàòîðîì α. Ïóñòü β = b0α0 + . . .+ bn−1αn−1.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

x0
x1
· · ·
xn−1


Bα

=


b0 bn−1 · · · b1
b1 b0 · · · b2
· · · · · · · · · · · ·
bn−1 bn−2 · · · b0


n×n

·


x′0
x′1
· · ·
x′n−1


Bβ

.

Ìàòðèöà ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ öèðêóëÿíòíîé, ò.å. âñå åå ñòðîêè ïîëó÷àþò-
ñÿ èç ïåðâîé ñòðîêè ïîñëåäîâàòåëüíûìè öèêëè÷åñêèìè ñäâèãàìè. Óìíîæå-
íèå íà òàêóþ ìàòðèöó, êàê èçâåñòíî, ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ ìíîãî÷ëåíîâ
(ñì., íàïðèìåð, [5]). À èìåííî, âñå xi ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëå-
íà

(bn−1 + bn−2y + . . .+ b0y
n−1)(x′n−1 + x′n−2y + . . .+ x′0y

n−1) mod yn − 1,

êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(M(n)) è ãëóáèíîé O(log n).11

11Òàêîå óìíîæåíèå íà ñàìîì äåëå åñòü öèêëè÷åñêàÿ ñâåðòêà, êîòîðàÿ ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ
àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ Øòðàññåíà è Ø�åíõàãå (ñì., íàïðèìåð, [59, ãë. 8]).
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5.5.3 Îá óìíîæåíèè â íîðìàëüíûõ áàçèñàõ

Â ýòîì ïóíêòå áóäåò ðàññìîòðåíà åùå îäíà ïàðà àëãîðèòìîâ ïåðåõîäà ìåæ-
äó íîðìàëüíûìè è ñòàíäàðòíûìè áàçèñàìè, ñâÿçàííàÿ ñî ñòàíäàðòíûì ìå-
òîäîì óìíîæåíèÿ â íîðìàëüíûõ áàçèñàõ. Ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ
äëÿ ýòèõ àëãîðèòìîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ëó÷øóþ îöåíêó ñëîæíîñòè, ÷åì äëÿ
ðàññìîòðåííûõ â îñíîâíîì òåêñòå.

Óìíîæåíèå â íîðìàëüíîì áàçèñå B âûïîëíÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì àëãî-
ðèòìîì Ìåññè�Îìóðà (ñì., íàïðèìåð, [69, 4]) ñî ñëîæíîñòüþ O(CBn), ãäå
CB � ñëîæíîñòü áàçèñà (ñì. ï. 2.3). Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ âû-
òåêàåò, ÷òî ñëîæíîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíò áàçèñà B íå ïðå-
âîñõîäèò 2CB − n ïðè ãëóáèíå dlog2 ne+ 1.

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.1, îöåíêè ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ â íîðìàëü-
íîì áàçèñå ñòàíäàðòíûì àëãîðèòìîì è àëãîðèòìîì ñ èñïîëüçîâàíèåì ïå-
ðåõîäà ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè O(CB/n

0,806). Äàëåå
áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ áàçèñîâ íèçêîé ñëîæíîñòè ýòî îòíîøåíèå èìååò
áîëüøèé ïîðÿäîê ïðè óñëîâèè, ÷òî q íå î÷åíü âåëèêî.

Ëåììà 5.4 Ïåðåõîä ê íîðìàëüíîìó áàçèñó B â ïîëå GF (qn) ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàí ñõåìîé ñî ñëîæíîñòüþ O(

√
nCB) +O(n1,667) è ãëóáèíîé

O(min{
√
n, q logq n} log n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýëåìåíò ïîëÿ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïðåäñòàâëåí
ìíîãî÷ëåíîì f(t) ñòåïåíè íå âûøå n − 1. Ïóñòü n ≤ rp, ãäå p, r ∼

√
n.

Çàïèøåì,
f(t) = f0(t

r) + tf1(t
r) + . . .+ tr−1fr−1(t

r),

ãäå deg fi < p.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 4.

0. Ñ÷èòàåì, ÷òî íîðìàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ tir, i = 0, . . . , p − 1,
âû÷èñëåíû ïðåäâàðèòåëüíî.

1. Íîðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòîâ fi(t
r) ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì

r×p-ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ fi íà p×n-ìàòðèöó ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ tir â íîðìàëüíîì áàçèñå.

2. Äàëåå, ïóñòü q0qs < r ≤ (q0 + 1)qs, ãäå 0 < q0 < q è s ≥ 0. Äëÿ âñåõ
i = (q0 − 1)qs, . . . , r − qs − 1 âû÷èñëèì ýëåìåíòû gi = tq

s

fi+qs(tr) +
fi(t

r) â íîðìàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè (çàìåòèì, ÷òî tqs

= αs, ïîýòîìó
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ñëîæíîñòü îäíîé òàêîé îïåðàöèè íå ïðåâîñõîäèò 2CB) è ïîëîæèì
gi = fi(t

r) äëÿ i < (q0 − 1)qs è i ≥ r − qs. Âûïîëíÿåòñÿ

f(t) = g0 + tg1 + . . .+ tr1−1gr1−1, (5.4)

ãäå r1 = q0q
s. Ïîâòîðÿåì óêàçàííóþ ïðîöåäóðó äëÿ ôîðìóëû (5.4)

è ò.ä. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà òðåáóåòñÿ âñåãî
q0+(q−1)blogq(r−1)c ∼ min{

√
n, q logq

√
n} òàêèõ øàãîâ, íà êîòîðûõ

âûïîëíÿåòñÿ â ñîâîêóïíîñòè r−1 îïåðàöèé, ñîñòîÿùèõ èç óìíîæåíèÿ
íà ýëåìåíò íîðìàëüíîãî áàçèñà è ñëîæåíèÿ.

Ëåììà 5.5 Ïåðåõîä ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó â ïîëå GF (qn) ìîæíî âû-
ïîëíèòü ñõåìîé ñëîæíîñòè O(n1,667) +O(n1,5 log q log n log log n) è ãëóáè-
íû O(

√
n log q log n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n ≤ rp è p, r ∼
√
n. Ýëåìåíò ïîëÿ â íîðìàëüíîì

áàçèñå ïðåäñòàâèì â âèäå

γ0 + γq
1 + γq2

2 + . . .+ γqr−1

r−1 ,

ãäå âñå γi ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ αjr,
j = 0, . . . , p− 1.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 5.

0. Ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè ñòàíäàðòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ αjr, j =
0, . . . , p− 1.

1. Ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòîâ γi ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì r×
p-ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ γi â ÷àñòè÷íîì áàçèñå èç ýëåìåíòîâ αjr íà
p× n-ìàòðèöó ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ αjr â ñòàíäàðòíîì áàçèñå.

2. Âîñïîëüçóåìñÿ âàðèàíòîì ñõåìû Ãîðíåðà. Ïîëîæèì gr−1 = γr−1. Äà-
ëåå âû÷èñëÿåì gr−2 = γr−2 + gq

r−1 è ò.ä. ïî ôîðìóëàì gi = γi + gq
i+1.

Âñåãî äëÿ çàâåðøåíèÿ âû÷èñëåíèé íóæíî âûïîëíèòü ïîñëåäîâàòåëü-
íî r − 1 äåéñòâèé, ñîñòîÿùèõ èç âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü q è ñëîæåíèÿ
ñî ñëîæíîñòüþ O(M(n) log q) êàæäîå (ò.ê. âîçâåäåíèå â ñòåïåíü q âû-
ïîëíÿåòñÿ â àääèòèâíîé öåïî÷êå äëèíû O(log q)).

Îáúåäèíÿÿ äâå äîêàçàííûõ ëåììû, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 5.3 Ïåðåõîä îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ê íîðìàëüíîìó áàçèñó B
â ïîëå GF (qn) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ñõåìîé ñëîæíîñòè O(

√
nCB) +

O(n1,667), à îáðàòíûé ïåðåõîä ìîæíî âûïîëíèòü ñõåìîé ñëîæíîñòè

O(n1,667) +O(n1,5 log q log n log log n),

ãäå CB � ñëîæíîñòü áàçèñà B.

Îêîí÷àòåëüíî, åñëè log q = O(n0,167), òî ðàññìàòðèâàåìîå îòíîøåíèå
îöåíîê ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ äëÿ àëãîðèòìà Ìåññè�Îìóðà è àëãîðèòìà ñ
ïåðåõîäîì ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó ïðèíèìàåò âèä O(CB/n

0,667), êîãäà CB =
O(n1,167), è O(

√
n) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ïðè CB & n1,306 ïðèîðèòåò èìååò

èñõîäíàÿ îöåíêà O(CB/n
0,806)).

5.5.4 Î ðåàëèçàöèè âñåõ àâòîìîðôèçìîâ Ôðîáåíèóñà

Òî, ÷òî âûïîëíåíèå íåêîòîðûõ îïåðàöèé â íîðìàëüíîì áàçèñå ìîæåò áûòü
óñêîðåíî çà ñ÷åò ïåðåõîäà ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó (è çàòåì, îáðàòíî), êà-
æåòñÿ ïðàâäîïîäîáíûì â ñâåòå óæå äîêàçàííîãî. Ðàññìîòðèì îïåðàöèþ âû-
÷èñëåíèÿ âñåõ xqi, i = 0, . . . , n−1, êîòîðàÿ â íîðìàëüíîì áàçèñå íå òðåáóåò
ñõåìíûõ çàòðàò, è ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ïðè åå ðåàëèçàöèè â ñòàíäàðòíîì
áàçèñå ìîæíî èçâëå÷ü âûãîäó îò ïåðåõîäà ê íîðìàëüíîìó áàçèñó.

Îöåíêó O(M(n2) log n) = O(n2 log2 n log log n) ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòî-
äîì ðàáîòû [62] (ñì. òàêæå [59, ãë. 14]).12 Â îñíîâå ìåòîäà [62] ëåæèò ñïî-
ñîá áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n − 1 â n òî÷êàõ,
êîòîðûì îïðåäåëÿåòñÿ ãëóáèíà ìåòîäà O(log2 n) â îáùåì ñëó÷àå.

Îäíàêî, â èçâåñòíîé ñòåïåíè áîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì ìîæíî ïîëó÷èòü
äàæå íåñêîëüêî ëó÷øóþ îöåíêó ñëîæíîñòè, à èìåííî, O(nM(n)) = O(n2 ·
log n log log n) ïðè ãëóáèíå O(log n).

Äåéñòâèòåëüíî, ëþáûì ìåòîäîì ñëîæíîñòè O(n2) íàéäåì ðàçëîæåíèå
x = x0α0 + . . .+ xn−1αn−1 â íåêîòîðîì íîðìàëüíîì áàçèñå B. Ïî ñâîéñòâó
íîðìàëüíîãî áàçèñà íàáîðû êîîðäèíàò ýëåìåíòîâ xqi ñîâïàäàþò ñ òî÷íî-
ñòüþ äî öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà. Ïîýòîìó äëÿ çàâåðøåíèÿ âû÷èñëåíèé îñòà-
åòñÿ ïåðåéòè îáðàòíî ê ñòàíäàðòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ, ò.å. âû÷èñëèòü ïðî-
èçâåäåíèå öèðêóëÿíòíîé ìàòðèöû

X =


x
xq

· · ·
xqn−1


B

n×n

=


x0 x1 · · · xn−1
xn−1 x0 · · · xn−2
· · · · · · · · · · · ·
x1 x2 · · · x0


12Íà ñàìîì äåëå, â ðàáîòå [62] ðàññìîòðåíà áîëåå îáùàÿ îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ xqi

mod f , ãäå
ìíîãî÷ëåí f òàêæå ÿâëÿåòñÿ âõîäîì àëãîðèòìà.
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íà ìàòðèöó ïåðåõîäà C ðàçìåðà n× n.
Êîìïîíåíòû âåêòîðà-ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû X íà ïðîèçâîëüíûé ñòîë-

áåö [c0, c1, . . . , cn−1]
T ìàòðèöû C âû÷èñëÿþòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(M(n)) è

ãëóáèíîé O(log n) (ñì. ï. 5.5.2), îòêóäà è ñëåäóþò çàÿâëåííûå îöåíêè.13

5.5.5 Î ïðîâåðêå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íîðìàëüíîé ñèñòåìû

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ çàäà÷à ïðîâåðèòü, ïîðîæäàåò ëè âûáðàí-
íûé ýëåìåíò β íîðìàëüíûé áàçèñ â ïîëå GF (qn), èíà÷å ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ
ëè íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà {β, βq, . . . , βqn−1} ëèíåéíî íåçàâèñèìîé íàä GF (q).
Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî β çàäàí â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè ïîëÿ.

Â ðàáîòå [60] ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïðîâåðêè, äëÿ êîòîðîãî, ñ ó÷åòîì
çàìå÷àíèÿ èç [62], ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñëîæíîñòè O(M 2(n) log n) = O(n2 ·
log3 n log2 log n). Ãëóáèíà èìååò ïîðÿäîê O(log2 n), îäíàêî â ìåòîäå [60] èñ-
ïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì Åâêëèäà, ïîýòîìó åãî çàòðóäíèòåëüíî ðåàëèçîâàòü
â âèäå ñõåìû. Â ðàáîòå [70] ïðåäëîæåí âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì äëÿ òîé
æå çàäà÷è ñî ñëîæíîñòüþ (ñ ó÷åòîì [67]) O(n1,806). Ïîêàæåì, ÷òî ïðîâåð-
êó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íîðìàëüíîé ñèñòåìû ìîæíî âûïîëíèòü ñõåìîé
ñëîæíîñòè O(n1,806) è ãëóáèíû O(log n).

Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî íåêîòîðûé ýëåìåíò α ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì íîð-
ìàëüíîãî áàçèñà Bα â ïîëå GF (qn). Ñî ñëîæíîñòüþ O(n1,806) è ãëóáè-
íîé O(log n) ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå β = b0α0 + . . . + bn−1αn−1
â ýòîì áàçèñå. Íåòðóäíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [69, ãë. 3]), ÷òî ñèñòåìà
{β, βq, . . . , βqn−1} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàòèìà
öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà 

b0 bn−1 · · · b1
b1 b0 · · · b2
· · · · · · · · · · · ·
bn−1 bn−2 · · · b0


n×n

.

Îáðàòèìîñòü òàêîé ìàòðèöû, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî ìíî-
ãî÷ëåí

b(y) = bn−1 + bn−2y + . . .+ b0y
n−1

îáðàòèì ïî ìîäóëþ yn − 1 (î ñâîéñòâàõ öèðêóëÿíòíûõ ìàòðèö áîëåå ïî-
äðîáíî ñì. â [40, ãë. 2]). Äëÿ îáðàòèìîñòè ìíîãî÷ëåíà ïî ìîäóëþ äðóãîãî
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíè áûëè âçàèìíî ïðîñòû.

13Ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîãî ðàññóæäåíèÿ îöåíêó ñëîæíîñòè ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó
O(n2 log n log log n/ log log logq n), èìåþùåìó ñìûñë ïðè q = o(n).

86



×òîáû óñòàíîâèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ìíîãî÷ëåíû, îäèí èç êîòîðûõ, yn − 1,
ôèêñèðîâàí, âçàèìíî ïðîñòûìè, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âàðèàíòîì ìåòîäà
Áðåíòà�Êóíãà. Ïóñòü èçâåñòíî ðàçëîæåíèå

yn − 1 = ϕe1
1 (y) · . . . · ϕek

k (y)

íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè. Îáîçíà÷èì degϕi = di. Î÷åâèäíî,
∑
di ≤ n.

Ïóñòü n ≤ rp. Çàïèøåì,

b(y) = f0(y) + f1(y)y
r + . . .+ fp−1(y)y

(p−1)r,

ãäå deg fi < r.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 6.

0. Ñ÷èòàåì, ÷òî âñå îñòàòêè ψi,j(y) = yir mod ϕj(y) çàðàíåå âû÷èñëåíû.

1. Îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè r− 1
íà ìíîãî÷ëåíû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ϕj(y) ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíûì r × d-îïåðàòîðîì (ãäå d ≤ n). Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå
âñåõ îñòàòêîâ ρi,j(y) = fi(y) mod ϕj(y) ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ p× r-
ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ fi, íà r × d-
ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà.

2. Âû÷èñëÿþòñÿ âñå ïðîèçâåäåíèÿ ρi,j(y)ψi,j(y). Ñëîæíîñòü øàãà ìîæíî
îöåíèòü êàê O(pM(n)), ò.ê. âû÷èñëåíèå k ïðîèçâåäåíèé ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè di ïî ïîðÿäêó íå ñëîæíåå, ÷åì óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòå-
ïåíè n− 1 (íà ýòîì øàãå âûïîëíÿåòñÿ p òàêèõ îïåðàöèé).

3. Ïîñêîëüêó

b(y) mod ϕj(y) =

p−1∑
i=0

ρi,j(y)ψi,j(y) mod ϕj(y),

òî äëÿ çàâåðøåíèÿ âû÷èñëåíèé îñòàåòñÿ ïðè êàæäîì j ñëîæèòü ïî-
ëó÷åííûå íà ïðåäûäóùåì øàãå ïðîèçâåäåíèÿ ρi,j(y)ψi,j(y) è ïðèâåñòè
ðåçóëüòàò ïî ìîäóëþ ϕj(y). Ñëîæíîñòü ýòîãî øàãà òàêæå íå ïðåâîñ-
õîäèò O(pM(n)).

Åñëè âñå îñòàòêè, íàéäåííûå óêàçàííûì àëãîðèòìîì, îòëè÷íû îò íóëÿ,
òî β ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì íîðìàëüíîãî áàçèñà, è íå ÿâëÿåòñÿ â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Âûáèðàÿ p, r ∼

√
n è ó÷èòûâàÿ, ÷òî d ≤ n, èìååì îöåíêó ñëîæíîñòè
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O(n1,667) è ãëóáèíû O(log n) äëÿ àëãîðèòìà 6,14 è O(n1,806), O(log n) �
äëÿ ñëîæíîñòè è ãëóáèíû àëãîðèòìà ïðîâåðêè ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè â
öåëîì.

Äëÿ ñëó÷àÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè îòìåòèì, ÷òî â ïðåäëîæåííîì ìå-
òîäå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îäèí íîðìàëüíûé áàçèñ â ïîëå GF (qn) óæå áûë
ïîñòðîåí. Äëÿ íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíîãî áàçèñà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
êàêèì-íèáóäü âåðîÿòíîñòíûì àëãîðèòìîì, íàïðèìåð, [60, 70].

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêî-
âîäèòåëþ Ñ.Á. Ãàøêîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, à òàêæå êîëëåêòèâàì êàôåä-
ðû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñ-
êîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà è îòäå-
ëà òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èìåíè
Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ çà âñåñòîðîííèå ïîìîùü è ïîääåðæêó.

14Ïðè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè è îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèÿ íà ãëóáèíó, äëÿ íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ äâóõ
ìíîãî÷ëåíîâ, êîíå÷íî, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì Åâêëèäà, èìåþùèì îöåíêó ñëîæíîñòè
O(n log2 n log log n) è ãëóáèíû O(log2 n), è íå òðåáóþùèì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà yn − 1 íà ìíîæè-
òåëè.

88



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Àëåêñååâ Â. Á., Ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìàòðèö. // Êèáåðíåòè÷åñêèé
ñáîðíèê. Âûï. 25. � Ì.: Ìèð, 1988. � C. 189�236.

[2] Àõî À., Õîïêðîôò Äæ., Óëüìàí Äæ. Ïðîåêòèðîâàíèå è àíàëèç âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ. � Ì.: Ìèð, 1979.

[3] Áåðëåêåìï Ý. Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ. � Ì.: Ìèð, 1971.

[4] Áîëîòîâ À. À., Ãàøêîâ Ñ. Á. Î áûñòðîì óìíîæåíèè â íîðìàëüíûõ áà-
çèñàõ êîíå÷íûõ ïîëåé. // Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. � 2001. � Âûï. 13,
�3. � Ñ. 3�31.

[5] Áîëîòîâ À. À., Ãàøêîâ Ñ. Á., Ôðîëîâ À. Á., ×àñîâñêèõ À. À. Ýëå-
ìåíòàðíîå ââåäåíèå â ýëëèïòè÷åñêóþ êðèïòîãðàôèþ: àëãåáðàè÷åñêèå
è àëãîðèòìè÷åñêèå îñíîâû. � Ì.: ÊîìÊíèãà, 2006.

[6] Áóðöåâ À. À., Ãàøêîâ È. Á., Ãàøêîâ Ñ. Á. Î ñëîæíîñòè áóëåâûõ ñõåì
äëÿ àðèôìåòèêè â íåêîòîðûõ áàøíÿõ êîíå÷íûõ ïîëåé // Âåñòíèê
ÌÃÓ. Ñåðèÿ 1. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. � 2006. � �5. � Ñ. 10�16.

[7] Ãàøêîâ Ñ. Á. Çàìå÷àíèÿ î áûñòðîì óìíîæåíèè ìíîãî÷ëåíîâ, ïðå-
îáðàçîâàíèè Ôóðüå è Õàðòëè.// Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. � 2000. �
Âûï. 12, �3. � C. 124�153.

[8] Ãàøêîâ Ñ. Á. Çàìå÷àíèå î ìèíèìèçàöèè ãëóáèíû áóëåâûõ ñõåì. //
Âåñòíèê ÌÃÓ. Ñåðèÿ 1. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. � 2007. � �2.

[9] Ãàøêîâ Ñ. Á., Ãàøêîâ È. Á. Î ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ
è ãðàäèåíòîâ. // Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. � 2005. � Âûï. 17, �3. �
Ñ. 45�67.

[10] Ãàøêîâ Ñ. Á., Ãðèí÷óê Ì. È., Ñåðãååâ È. Ñ. Î ïîñòðîåíèè ñõåì ñóììà-
òîðîâ ìàëîé ãëóáèíû. // Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé.
Ñåðèÿ 1. � 2007. � Òîì 14, �1. � Ñ. 27�44.

[11] Ãàøêîâ Ñ. Á., Êî÷åðãèí Â. Â. Îá àääèòèâíûõ öåïî÷êàõ âåêòîðîâ, âåí-
òèëüíûõ ñõåìàõ è ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíåé. // Ìåòîäû äèñ-
êðåòíîãî àíàëèçà â òåîðèè ãðàôîâ è ñëîæíîñòè. � 1992. � Òîì 52. �
Ñ. 22�40.

89



[12] Ãàøêîâ Ñ. Á., Ñåðãååâ È. Ñ. Î ïðèìåíåíèè ìåòîäà àääèòèâíûõ öåïî÷åê
ê èíâåðòèðîâàíèþ â êîíå÷íûõ ïîëÿõ. // Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. �
2006. � Âûï. 18, �4. � Ñ. 56�72.

[13] Ãàøêîâ Ñ. Á., Õîõëîâ Ð. À. Î ãëóáèíå ëîãè÷åñêèõ ñõåì äëÿ îïåðàöèé â
ïîëÿõ GF (2n). // ×åáûøåâñêèé ñáîðíèê. � 2003. � Ò. 4, âûï. 4(8). �
Ñ. 59�71.

[14] Êàðàöóáà À. À., Îôìàí Þ. Ï. Óìíîæåíèå ìíîãîçíà÷íûõ ÷èñåë íà
àâòîìàòàõ. // Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1962. � Ò. 145(2). � Ñ. 293�294.

[15] Êàñèì-Çàäå Î. Ì. Îá îäíîé ìåðå ñëîæíîñòè ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ. // Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. Âûï. 38. � Ì.: Íàóêà, 1981. �
Ñ. 117�179.

[16] Êíóò Ä. Èñêóññòâî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ò. 2. Ïîëó÷èñëåííûå àëãîðèò-
ìû. � Ì.: Âèëüÿìñ, 2004.

[17] Êîáëèö Í. Êóðñ òåîðèè ÷èñåë è êðèïòîãðàôèè. � Ì.: ÒÂÏ, 2001.

[18] Êîíîâàëüöåâ È. Â. Îá îäíîì àëãîðèòìå ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
â êîíå÷íûõ ïîëÿõ. // Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. Âûï. 19. � Ì.: Íàóêà,
1967. � Ñ. 269�274.

[19] Ëèäë Ð., Íèäåððàéòåð Õ. Êîíå÷íûå ïîëÿ. � Ì.: Ìèð, 1988.

[20] Ëîæêèí Ñ. À. Î ñâÿçè ìåæäó ãëóáèíîé è ñëîæíîñòüþ ýêâèâàëåíòíûõ
ôîðìóë è î ãëóáèíå ìîíîòîííûõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè. // Ïðîáëå-
ìû êèáåðíåòèêè. Âûï. 38. � Ì.: Íàóêà, 1981. � Ñ. 269�271.

[21] Ëóïàíîâ Î. Á. Î âåíòèëüíûõ è êîíòàêòíî-âåíòèëüíûõ ñõåìàõ. // Äî-
êëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1956. � Ò. 111(6). � Ñ. 1171�1174.

[22] Ëóïàíîâ Î. Á. Î ñèíòåçå íåêîòîðûõ êëàññîâ óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì. //
Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. Âûï. 10. � Ì.: Ôèçìàòëèò, 1963. � Ñ. 63�97.

[23] Ëóïàíîâ Î. Á. Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ñëîæíîñòè óïðàâëÿþùèõ ñè-
ñòåì. � Ì.: Èçä-âî ÌÃÓ, 1984.

[24] Íîäåí Ï., Êèòòå Ê. Àëãåáðàè÷åñêàÿ àëãîðèòìèêà. � Ì.: Ìèð, 1999.

[25] Îôìàí Þ. Ï. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü äèñêðåòíûõ ôóíêöèé. //
Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1962. � Ò. 145(1). � Ñ. 48�51.

90



[26] Ïàí Â. ß. Î ñõåìàõ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèé ìàòðèö è îáðàòíîé ìàò-
ðèöû. // Óñïåõè ìàò. íàóê. � 1972. � 27, �5. � Ñ. 249�250.

[27] Ñåðïèíñêèé Â. 250 çàäà÷ ïî ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ÷èñåë. � Ì.: Ïðî-
ñâåùåíèå, 1968.

[28] Ñòîëÿðîâ Ã. Ê. Ñïîñîá ïàðàëëåëüíîãî óìíîæåíèÿ â öèôðîâûõ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ìàøèíàõ è óñòðîéñòâî äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ñïîñîáà. Àâò.
ñâèä-âî êë. 42 ò 14, �126668, 1960.

[29] Òîîì À. Ë. Î ñëîæíîñòè ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ðåà-
ëèçóþùåé óìíîæåíèå öåëûõ ÷èñåë. // Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1963. �
Ò. 150(3). � Ñ. 496�498.

[30] Õîõëîâ Ð. À. Ðåàëèçàöèÿ ëîãè÷åñêèìè ñõåìàìè îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è
èíâåðòèðîâàíèÿ â êîíå÷íûõ ïîëÿõ õàðàêòåðèñòèêè äâà. � Êàíä. äèññ.,
ÌÃÓ, 2005.

[31] Õðàï÷åíêî Â. Ì. Îá àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêå âðåìåíè ñëîæåíèÿ ïà-
ðàëëåëüíîãî ñóììàòîðà. // Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. Âûï. 19. � Ì.:
Íàóêà, 1967. � Ñ. 107�120.

[32] Õðàï÷åíêî Â. Ì. Ðàçëè÷èå è ñõîäñòâî ìåæäó çàäåðæêîé è ãëóáèíîé. //
Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. Âûï. 35. � Ì.: Íàóêà, 1979. � Ñ. 141�168.

[33] ßáëîíñêèé Ñ. Â. Ââåäåíèå â äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó. � Ì.: Âûñøàÿ
øêîëà, 2002.

[34] Agnew G. B., Beth T., Mullin R. C., Vanstone S. A. Arithmetic operations
in GF (2m). // J. of Crypt. � 1993. � V. 6. � P. 3�13.

[35] Ash D., Blake I., Vanstone S. Low complexity normal bases. // Discrete
Applied Math. � 1989. � V. 25. � P. 191�210.

[36] Beame P., Cook S., Hoover H. Log depth circuits for division and related
problems. // SIAM J. Comput. � 1986. � V. 15, �4. � P. 994�1003.
[Ðóññêèé ïåðåâîä: Áèì Ï., Êóê Ñ., Ãóâåð Ã. Ñõåìû ëîãàðèôìè÷åñêîé
ãëóáèíû äëÿ äåëåíèÿ è ñâÿçàííûõ ñ íèì ïðîáëåì. // Êèáåðíåòè÷åñêèé
ñáîðíèê. Âûï. 28. Ì.: Ìèð, 1991. Ñ. 134�150.]

[37] Bernstein D. J. Multidigit multiplication for mathematicians. � 2001. �
http://cr.yp.to/papers.html#m3.

91



[38] Bernstein D. J. Pippenger's exponentiation algorithm. � 2002. �
http://cr.yp.to/papers.html#pippenger.

[39] Bernstein D. J. The transposition principle. � http://cr.yp.to/transposi-
tion.html.

[40] Bini D., Pan V. Polynomial and matrix computations. Vol. 1. � Boston:
Birkh�auser, 1994.

[41] Bluestein L. A linear �ltering approach to the computation of the discrete
Fourier transform. // IEEE Northeast El. Res. Eng. Meet. � 1968. �
V. 10. � P. 218�219.

[42] Brauer A. On addition chains. // Bull. AMS. � 1939. � V. 45. � P. 736�
739.

[43] Brent R., Gustavson F., Yun D. Fast solution of Toeplitz systems of
equations and computation of Pad�e approximants. // J. Algorithms. �
1980. � V. 1. � P. 259�295.

[44] Brent R., Kung H. Fast algorithms for manipulating formal power series. //
J. ACM. � 1978. � V. 25, �4. � P. 581�595.

[45] B�urgisser P., Clausen M., Shokrollahi M. A. Algebraic complexity theory. �
Berlin�Heidelberg: Springer-Verlag, 1997.

[46] Cantor D. On arithmetical algorithms over �nite �elds. // J. Comb.
Theory. � 1989. � V. A50. � P. 285�300.

[47] Cantor D., Kaltofen E. On fast multiplication of polynomials over arbitrary
algebras. // Acta Inf. � 1991. � V. 28, �7. � P. 693�701.

[48] Cook S. On the minimum computation time of functions. � Ph. D. Thesis,
Harvard Univ., 1966.

[49] Cooley J., Tukew J. An algorithm for the machine calculation of complex
Fourier series. // Math. Comp. � 1965. � V. 19. � P. 297�301.

[50] Coppersmith D. Rectangular matrix multiplication revisited. // J.
Complexity. � 1997. � V. 13. � P. 42�49.

[51] Coppersmith D., Winograd S. Matrix multiplication via arithmetic
progressions. // J. Symb. Comput. � 1990. � V. 9. � P. 251�280.

92



[52] Eberly W. Very fast parallel polynomial arithmetic. // SIAM J. Comput. �
1989. � V. 18, �5. � P. 955�976.

[53] Feisel S., von zur Gathen J., Shokrollahi M. A. Normal bases via general
Gauss periods. // Math. Comput. � 1999. � V. 68, �225. � P. 271�290.

[54] Fiduccia C. M. On the algebraic complexity of matrix multiplication. �
Ph. D. thesis, Brown Univ., 1973.

[55] F�urer M. Faster integer multiplication. � 2007. �
http://www.cse.psu.edu/~furer/Papers/mult.pdf.

[56] Gao S., von zur Gathen J., Panario D. Gauss periods and fast
exponentiation in �nite �elds. // Proc. Latin'95 (Valparaiso, Chile).
Lecture Notes in Comp. Sci. � 1995. � V. 911. � P. 311�322.

[57] von zur Gathen J. Inversion in �nite �elds using logarithmic depth. // J.
Symb. Comput. � 1990. � V. 9. � P. 175�183.

[58] von zur Gathen J., Gerhard J. Arithmetic and factorization of polynomials
over F2. // Proc. ISSAC'96 (Z�urich, 1996). � P. 1�9.

[59] von zur Gathen J., Gerhard J. Modern computer algebra. � Cambridge
University Press, 1999.

[60] von zur Gathen J., Giesbrecht M. Constructing normal bases in �nite
�elds. // Symb. Comp. � 1990. � V. 10. � P. 547�570.

[61] von zur Gathen J., N�ocker M. Exponentiation in �nite �elds: theory and
practice. // Applied Algebra, AAECC-12, Lecture Notes in Comp. Sci. �
1997. � V. 1255. � P. 88�113.

[62] von zur Gathen J., Shoup V. Computing Frobenius maps and factoring
polynomials. // Comput. Complexity. � 1992. � V. 2. � P. 187�224.

[63] Grove E. Proofs with potential. � Ph.D. thesis, U.C. Berkeley, 1993.

[64] Hastad J., Leighton T. Division in O(log n) depth using O(n1+ε)
processors. � 1986. � http://www.nada.kth.se/~yohanh/paraldivision.ps.

[65] Hoover H., Klawe M., Pippenger N. Bounding fan-out in logical
networks. // J. ACM. � 1984. � V. 31, �1. � P. 13�18.

93



[66] Hopcroft J. E., Kerr L. R. On minimizing the number of multiplications
necessary for matrix multiplication. // SIAM J. Appl. Math. � 1971. �
V. 20, �1. � P. 30�36.

[67] Huang X., Pan V. Fast rectangular matrix multiplication and
applications. // J. Complexity. � 1998. � V. 14. � P. 257�299.

[68] Itoh T., Tsujii S. A fast algorithm for computing multiplicative inverses
in GF (2n) using normal basis. // Inform. and Comp. � 1988. � V. 78. �
P. 171�177.

[69] Jungnickel D. Finite �elds: structure and arithmetics. � Mannheim:
Wissenschaftsverlag, 1995.

[70] Kaltofen E., Shoup V. Subquadratic-time factoring of polynomials over
�nite �elds. // Math. Comput. � 1998. � V. 67, �223. � P. 1179�1197.

[71] Kaltofen E., Singer M. Size e�cient parallel algebraic circuits for partial
derivatives. // IV ICCAPR Conf. (Singapore, 1991). � P. 133�145.

[72] Knuth D. The analysis of algorithms. // Proc. Intern. Congress of Math.
(Nice, France). � 1970. � V. 3. � P. 269�274.

[73] Litow B., Davida G. O(log n) parallel time �nite �eld inversion. // Proc.
Aegean Workshop on Computing. Lecture Notes in Comp. Sci. � 1988. �
V. 319. � P. 74�80.

[74] Massey J. L., Omura J. K., Apparatus for �nite �elds computation. // US
patent application. � 1986. � �4587627.

[75] Moenk R. Fast algorithm of GCD's. // Proc. 5th Ann. ACM Symp. on
Theory of Computing. � 1973. � P. 142�151.

[76] Mullin R., Onyszchuk I., Vanstone S., Wilson R. Optimal normal bases in
GF (pn). // Discrete Applied Math. � 1988/89. � V. 22. � P. 149�161.

[77] Pan V. Y. Complexity of parallel matrix computations. // Theor. Comp.
Sci. � 1987. � V. 54. � P. 65�85.

[78] Paterson M., Zwick U. Shallow circuits and concise formulae for multiple
addition and multiplication. // Comput. Complexity. � 1993. � V. 3. �
P. 262�291.

94



[79] Reif J., Tate S. Optimal size integer division circuits. // SIAM J.
Comput. � 1990. � V. 19, �5. � P. 912�925.

[80] Rosser J., Schoenfeld L. Approximate formulas for some functions of prime
numbers. // Ill. J. Math. � 1962. � V. 6 � P. 64�94.

[81] Sch�onhage A. Schnelle berechnung von kettenbruchentwicklungen. // Acta
Inf. � 1971. � V. 1. � P. 139�144.

[82] Sch�onhage A. A lower bound for the length of addition chains. // Theor.
Comp. Sci. � 1975. � V. 1. � P. 1�12.

[83] Sch�onhage A. Schnelle multiplikation von polynomen �uber k�orpern der
charakteristik 2. // Acta Inf. � 1977. � V. 7. � P. 395�398.

[84] Sch�onhage A., Strassen V. Schnelle multiplikation großer zahlen. //
Computing. � 1971. � V. 7. � P. 271�282. [Ðóññêèé ïåðåâîä:Ø�åíõàãå À.,
Øòðàññåí Â. Áûñòðîå óìíîæåíèå áîëüøèõ ÷èñåë. // Êèáåðíåòè÷åñêèé
ñáîðíèê. Âûï. 10. Ì.: Ìèð, 1973. Ñ. 87�98.]

[85] Strassen V. Gaussian elimination is not optimal. // Numer. Math. �
1969. � B. 13, �4. � P. 354�356. [Ðóññêèé ïåðåâîä: Øòðàññåí Ô. Àëãî-
ðèòì Ãàóññà íå îïòèìàëåí. // Êèáåðíåòè÷åñêèé ñáîðíèê. Âûï. 7. Ì.:
Ìèð, 1971. Ñ. 67�70.]

[86] Strassen V. Die berechnungskomplexit�at von elementarsymmetrischen
funktionen und von interpolationskoe�zienten. // Numer. Math. �
1973. � B. 20 � P. 238�251.

[87] Strassen V. Vermeidung von divisionen. // J. reine u. angew. Math. �
1973. � V. 264. � P. 182�202.

[88] Strassen V. The computational complexity of continued fractions. // SIAM
J. Comput. � 1983. � V. 12. � P. 1�27.

[89] Takagi N., Yoshiki J., Takagi K. A fast algorithm for multiplicative
inversion in GF (2n) using normal basis. // IEEE Trans. on Comp. �
2001. � V. 50, �5. � P. 394�398.

[90] Yao A. C. On the evaluation of powers. // SIAM J. Comput. � 1976. �
V. 5. � P. 100�103.

95



Ðàáîòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè

[91] Ñåðãååâ È. Ñ. Î ðåàëèçàöèè íåêîòîðûõ îïåðàöèé êîíå÷íûõ ïîëåé õà-
ðàêòåðèñòèêè 2 ñõåìàìè ëîãàðèôìè÷åñêîé ãëóáèíû. // Ìàòåðèàëû
XVI Ìåæäóíàðîäíîé øêîëû-ñåìèíàðà ¾Ñèíòåç è ñëîæíîñòü óïðàâëÿ-
þùèõ ñèñòåì¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 26�30 èþíÿ 2006 ã.). � Ì.: Èçä-âî
ìåõ.-ìàòåì. ôàêóëüòåòà ÌÃÓ. � 2006. � ñ. 101�103.

[92] Ñåðãååâ È. Ñ. Îá èíâåðòèðîâàíèè â êîíå÷íûõ ïîëÿõ õàðàêòåðèñòèêè 2
ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé ãëóáèíîé. // Âåñòíèê ÌÃÓ. Ñåðèÿ 1. Ìàòåìàòèêà.
Ìåõàíèêà. � 2007. � �1. � Ñ. 28�33.

[93] Ñåðãååâ È. Ñ. Î ñõåìàõ ëîãàðèôìè÷åñêîé ãëóáèíû äëÿ èíâåðòèðîâà-
íèÿ â êîíå÷íûõ ïîëÿõ õàðàêòåðèñòèêè äâà. // Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðî-
ñû êèáåðíåòèêè. Âûï. 15. � Ì.: Ôèçìàòëèò, 2006. � Ñ. 35�64.

96


