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Ïîñâÿùàåòñÿ ïàìÿòè

ìîåãî øêîëüíîãî ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè,

çàìå÷àòåëüíîãî ïåäàãîãà è íàñòàâíèêà

Ìèõàèëà Áîðèñîâè÷à Àíîõèíà (1948�2019).

1 Îáùåå ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü è ðàçðàáîòàííîñòü òåìû. Çàäà÷è ñèíòåçà ñõåì, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ êðèòåðèÿì ýôôåêòèâíîñòè, ó÷èòûâàþùèì ãëóáèíó, â òåîðèè
áóëåâûõ ôóíêöèé ñòàëè ðàññìàòðèâàòüñÿ íåíàìíîãî ïîçæå, ÷åì çàäà÷è îï-
òèìèçàöèè ÷èñëà ýëåìåíòîâ ñõåì (ñëîæíîñòè). Åùå â 1956 ã. Î. Á. Ëóïà-
íîâ [41] ïîñòàâèë è ðåøèë çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà âåíòèëüíûõ ñõåì
ãëóáèíû 2 � çà íåñêîëüêî ëåò äî ïîëó÷åíèÿ ñâîèõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ îá
àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîì ñèíòåçå â ðàçëè÷íûõ ìîäåëÿõ âû÷èñëåíèé.

Òàêæå, ê 1960-ì ãîäàì âîïðîñû ñèíòåçà áûñòðûõ ñõåì äëÿ àðèôìåòèêè
ñòàëè àêòèâíî èçó÷àòüñÿ, èñõîäÿ èç ïîòðåáíîñòåé ýëåêòðîíèêè. Ñàìà òåî-
ðèÿ áûñòðûõ âû÷èñëåíèé, êàê ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, âåäåò îòñ÷åò ñ îïóáëèêî-
âàííîé ïî èíèöèàòèâå À. Í. Êîëìîãîðîâà ðàáîòû [19] î áûñòðîì óìíîæåíèè
÷èñåë, â êîòîðîé íàðÿäó ñ ðåêîðäíûì ïî ñëîæíîñòè ìåòîäîì À. À. Êàðà-
öóáû ïðåäñòàâëåí ìåòîä ïàðàëëåëüíîãî óìíîæåíèÿ Þ. Ï. Îôìàíà.

Ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðîáëåì òåîðèè ñèíòåçà ïà-
ðàëëåëüíûõ ñõåì áûë ðåøåí Î. Á. Ëóïàíîâûì: â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíà
àñèìïòîòèêà ôóíêöèè Øåííîíà ãëóáèíû ñõåì íàä ïðîèçâîëüíûì áóëåâûì
áàçèñîì, ïðè ýòîì ðåøåíà çàäà÷à îá îäíîâðåìåííîé ìèíèìèçàöèè ãëóáè-
íû è ñëîæíîñòè [44], ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíî-
ñòè ôîðìóë îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû (àëüòåðíèðîâàíèÿ) [42, 46] è ðåøåíà
àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ñõåì [47]. Âîïðîñû ñëîæíîñòè âåíòèëüíûõ ñõåì
îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû âñåñòîðîííå èçó÷åíû Ý. È. Íå÷èïîðóêîì, ñì. [57].
Èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ âîïðîñîâ áûëî ïðîäîëæåíî â Ìîñêîâñêîì
óíèâåðñèòåòå ó÷åíèêàìè Î. Á. Ëóïàíîâà. Òàê, Ñ. Á. Ãàøêîâ óñòàíîâèë âå-
ëè÷èíó ôóíêöèè Øåííîíà ãëóáèíû áóëåâûõ ôóíêöèé â ñòàíäàðòíîì áà-
çèñå ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé [5] è àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò
ïîëó÷èë äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ (âêëþ÷àÿ âàæíûé ñëó÷àé ôóíêöèé k-çíà÷íîé
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ëîãèêè) [7]. Ñ. À. Ëîæêèíûì ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ôóíêöèè Øåííîíà
ãëóáèíû äëÿ ïîëíûõ áàçèñîâ ñ íóëåâûìè âåñàìè ýëåìåíòîâ [34] è ñåðèÿ
àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê âûñîêîé òî÷íîñòè â ðàçëè÷íûõ ìîäåëÿõ ïàðàë-
ëåëüíûõ âû÷èñëåíèé [35, 36, 37, 38, 40, 39], â ÷àñòíîñòè, íàèáîëåå òî÷íûå
îöåíêè ôóíêöèè Øåííîíà ãëóáèíû ñõåì äëÿ ðÿäà áàçèñîâ, âêëþ÷àÿ ñòàí-
äàðòíûé è ìîíîòîííûé. À. Å. Àíäðååâ (ó÷åíèê Â. Á. Êóäðÿâöåâà), ðàñøè-
ðÿÿ ðåçóëüòàò Íå÷èïîðóêà, óñòàíîâèë àñèìïòîòèêó ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè
êëàññîâ íåäîîïðåäåëåííûõ ìàòðèö âåíòèëüíûìè ñõåìàìè ãëóáèíû 2 [3].
À. Á. Óãîëüíèêîâ ïîëó÷èë îïèñàíèå ïîðÿäêîâ ôóíêöèè Øåííîíà ãëóáèíû
äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ñèñòåì áóëåâûõ ôóíêöèé [76]. Î. Ì. Êàñèì-Çàäå óñòà-
íîâèë çíà÷åíèå ôóíêöèè Øåííîíà ãëóáèíû ïðîèçâîëüíîãî áåñêîíå÷íîãî
ïîëíîãî áóëåâà áàçèñà ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé [22, 23]. Åãî
ó÷åíèê À. Â. Êî÷åðãèí ïîëó÷èë àñèìïòîòèêó ôóíêöèè Øåííîíà ãëóáèíû
äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî áàçèñà k-çíà÷íîé ëîãèêè [29].

Ñ 1980-õ ãã. àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöå-
íîê ñëîæíîñòè èíäèâèäóàëüíûõ ôóíêöèé ïðè îãðàíè÷åíèè íà ãëóáèíó âû-
÷èñëåíèÿ. ×èñëî ðàáîò â ýòîé îáëàñòè èçìåðÿåòñÿ ñîòíÿìè. Äåëî â òîì,
÷òî îãðàíè÷åíèå íà ãëóáèíó ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü â òðàäèöèîííûõ ìîäå-
ëÿõ âû÷èñëåíèé (ñõåìû, ôîðìóëû íàä ïîëíûìè áàçèñàìè) ñâåðõïîëèíîìè-
àëüíûå è äàæå ýêñïîíåíöèàëüíûå íèæíèå îöåíêè. Ïåðâûé ðåçóëüòàò òàêî-
ãî ðîäà áûë ïîëó÷åí åùå îäíèì ó÷åíèêîì Ëóïàíîâà Ã. À. Òêà÷åâûì [73].
Äàëåå, â ðàáîòàõ Ì. Ô�åðñòà, Äæ. Ñàêñà, Ì. Ñèïñåðà [131], Ý. ßî [213] è
É. Õîñòàäà [140] áûëè çàëîæåíû îñíîâû òåîðèè. Ôóíäàìåíòàëüíûé âêëàä
â òåîðèþ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè ñõåì îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû âíåñëè
ðàáîòû À. À. Ðàçáîðîâà, òàêæå ïðåäñòàâèòåëÿ øêîëû Ìîñêîâñêîãî óíèâåð-
ñèòåòà (ñõåìû â áàçèñå {∨,∧,⊕} [63], ñõåìû èç ïîðîãîâûõ ýëåìåíòîâ [189],
àðèôìåòè÷åñêèå ñõåìû [135]).

Ðàçâèòèå ìåòîäîâ ñèíòåçà ïàðàëëåëüíûõ ñõåì äëÿ êîíêðåòíûõ ôóíêöèé
èëè êëàññîâ ôóíêöèé, à òàêæå èññëåäîâàíèå ïðåäåëîâ âîçìîæíîñòåé ýòèõ
ìåòîäîâ ñòèìóëèðóåòñÿ ïðèëîæåíèÿìè, ïðåæäå âñåãî, ìèêðîýëåêòðîíèêîé.
Øèðîêî èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû â îáëàñòè ñèíòåçà ïàðàëëåëüíûõ ñõåì ïðè-
íàäëåæàò åùå îäíîìó ìàòåìàòèêó èç øêîëû Ëóïàíîâà Â. Ì. Õðàï÷åí-
êî: êîíñòðóêöèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ìèíèìàëüíîãî ïî ãëóáèíå ñóììàòîðà [79],
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ýôôåêòèâíûå ïàðàëëåëüíûå ñõåìû äëÿ îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ è ñèììåò-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé [83], ìåòîä ïàðàëëåëüíîãî ïåðåñòðîåíèÿ áóëåâûõ ôîð-
ìóë [94, 84]. Ê ÷èñëó âàæíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ â óêàçàííîé îáëàñòè ñëåäó-
åò îòíåñòè ìåòîä ñèíòåçà ïàðàëëåëüíûõ ïðåôèêñíûõ ñõåì Ð. Ëàäíåðà è
Ì. Ôèøåðà [156], ïàðàëëåëüíûå ñõåìû ñîðòèðîâêè Ì. Àéòàè, ß. Êîìëîøà
è Ý. Ñåìåðåäè [96], ïàðàëëåëüíûå ñõåìû äëÿ äåëåíèÿ, âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü
è äðóãèõ öåëî÷èñëåííûõ îïåðàöèé Ï. Áèìà, Ñ. Êóêà è Äæ. Ãóâåðà [100].
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áûñòðûõ ìåòîäîâ óìíîæåíèÿ â ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ñòðóêòóðàõ ñåãîäíÿ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ èäåàëüíî ðàñïàðàëëåëèâàåìûå
àëãîðèòìû áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ), èäåÿ êîòîðîãî âîñõî-
äèò ê ðàáîòàì È. Ãóäà [133], Äæ. Êóëè è Äæ. Òüþêè [118].

Çà ïðîøåäøèå ïîëâåêà ñóùåñòâåííî èçìåíèëñÿ ïîíÿòèéíûé àïïàðàò
òåîðèè: ñêàæåì, ñåãîäíÿ èññëåäîâàíèÿ ãëóáèíû ôóíêöèé ÷àñòî âûïîëíÿþò-
ñÿ â òåðìèíàõ êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè ïîäõîäÿùèì îáðàçîì îïðåäå-
ëåííûõ ïðîòîêîëîâ. Ïîíÿòèå êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè áûëî ââåäåíî
Ý. ßî [212]. Åå ñâÿçü ñ ïàðàëëåëüíûìè ìåðàìè ñëîæíîñòè (â òîì ÷èñëå, ñ
ãëóáèíîé ñõåì) áûëà ïðîÿñíåíà â ðàáîòàõ À. Õàéíàëà, Â. Ìààññà, Ã. Òóðà-
íà [138] è Ì. Êàð÷ìåðà, À. Âèãäåðñîíà [148]. Ýòà ñâÿçü ïðèâåëà ê ïîÿâëåíèþ
ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ íèæíèõ îöåíîê ãëóáèíû êîíêðåòíûõ ôóíêöèé. Ïðå-
æäå òàêèå îöåíêè, êàê ïðàâèëî, èçâëåêàëèñü ëèøü â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé
èç èçâåñòíûõ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè ôîðìóë èëè ñõåì. Íàèáîëåå ÿðêèå
ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû À. Âèãäåðñîíîì ñ Ì. Êàð÷ìåðîì [148] (íèæíÿÿ îöåí-
êà ìîíîòîííîé ãëóáèíû ôóíêöèè ïðîâîäèìîñòè) è Ð. Ðàçîì [188] (íèæíèå
îöåíêè ìîíîòîííîé ãëóáèíû ïåðìàìåíòà è êëèêîâûõ ôóíêöèé).

Âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîíÿòèÿìè ãëóáèíû è ñëîæíîñòè âàðüèðóþò-
ñÿ â çàâèñèìîñòè îò âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè. Ñëîæíîñòü ôóíêöèè â ìîäåëè
äåðåâüåâ ðåøåíèé (ðåøàþùèõ äèàãðàìì) îïðåäåëÿåòñÿ ãëóáèíîé ðåàëèçó-
þùåãî åå äåðåâà. Â òåðìèíàõ ïîñòðîåíèÿ äåðåâüåâ ðåøåíèé ôîðìóëèðó-
þòñÿ ìíîãèå çàäà÷è òåîðèè àëãîðèòìîâ, íàïðèìåð, çàäà÷è ñîðòèðîâêè èëè
ïîèñêà çà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñðàâíåíèé.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ðàçâèòèå ìåòîäîâ ñèíòåçà ïàðàëëåëüíûõ
ñõåì; ðåøåíèå ðÿäà çàäà÷, îòíîñÿùèõñÿ ê êëàññè÷åñêèì íàïðàâëåíèÿì òåî-
ðèè ñèíòåçà ïàðàëëåëüíûõ ñõåì. Îñíîâíûå çàäà÷è: ïîëó÷åíèå ñîîòíîøåíèé

7



ìåæäó ãëóáèíîé è ñëîæíîñòüþ áóëåâûõ ôîðìóë, ñèíòåç ýêîíîìíûõ ôîð-
ìóë äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé, àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûé
ñèíòåç âåíòèëüíûõ ñõåì îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû, ñèíòåç ìèíèìàëüíûõ ïà-
ðàëëåëüíûõ ïðåôèêñíûõ ñõåì, àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûé ñèíòåç ñõåì
è ôîðìóë îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû èç ìíîãîâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ, àñèìïòîòè-
÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ñîðòèðîâêè. Ïîñòàíîâêè ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷ âîñõîäÿò
ê 1950�70-ì ãã.

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèé ñëóæàò ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ èëè ôîðìóëû íàä áóëåâûìè áàçèñàìè, à òàêæå äåðåâüÿ ðåøåíèé. Ïðåä-
ìåò èññëåäîâàíèÿ � ýôôåêòèâíîñòü ïàðàëëåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé.

Ïåðåéäåì ê êðàòêîé õàðàêòåðèñòèêå ñîäåðæàíèÿ ðàáîòû. Ïîäðîáíûå
èñòîðè÷åñêèå ñïðàâêè è òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè ïîíÿòèé ïî êàæäîé çàäà÷å
ïîìåùåíû âî ââîäíûå ðàçäåëû ñîîòâåòñòâóþùèõ ãëàâ.

Â ãëàâå 2 èññëåäóþòñÿ âîïðîñû î ñîîòíîøåíèè ìåæäó ãëóáèíîé è ñëîæ-
íîñòüþ áóëåâûõ ôîðìóë, î ïîñòðîåíèè ýôôåêòèâíûõ ïî ãëóáèíå èëè ñëîæ-
íîñòè ôîðìóë äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé è î íèæíèõ îöåíêàõ
ñëîæíîñòè ôîðìóë â áàçèñå k-ìåñòíûõ ôóíêöèé.

Â 1960-õ ãã. Â. Ì. Õðàï÷åíêî [94] äîêàçàë, ÷òî ôóíêöèîíàëüíî ïîëíûå
êîíå÷íûå áóëåâû áàçèñû ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíûìè, ÷òî çíà÷èò: ãëóáèíà è
ëîãàðèôì ñëîæíîñòè ôîðìóë äëÿ ëþáîé ôóíêöèè íàä òàêèìè áàçèñàìè
ñîâïàäàþò ïî ïîðÿäêó. Ïîçäíåå À. Á. Óãîëüíèêîâ [75] è Ì. Ðàãàç [187] óñ-
òàíîâèëè àíàëîãè÷íûé ôàêò äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íûõ áóëåâûõ ñèñòåì.
Òàê âîçíèêëà çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ êîíñòàíò ðàâíîìåðíîñòè � ïðåäåëîâ
îòíîøåíèé ãëóáèíû è ëîãàðèôìà ñëîæíîñòè ôóíêöèé â çàäàííûõ áàçèñàõ.

Íà÷èíàÿ ñ 1970-õ ãã. áûëî ïîëó÷åíî ìíîæåñòâî îöåíîê êîíñòàíò ðàâíî-
ìåðíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ áàçèñîâ. Îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿëè àðèô-
ìåòè÷åñêèå áàçèñû èç îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, à òàêæå äåëåíèÿ,
è áóëåâ àíàëîã � ìîíîòîííûé áàçèñ èç îïåðàöèé êîíúþíêöèè è äèçúþíê-
öèè � â ñâÿçè ñ ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷åé î ïàðàëëåëüíîì ïåðåñòðîåíèè àðèô-
ìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé. Ðåêîðäíûå âåðõíèå îöåíêè äëÿ ýòèõ áàçèñîâ ïîëó-
÷åíû â [165, 83, 153]. Íåòðèâèàëüíûå íèæíèå îöåíêè êîíñòàíò ðàâíîìåð-
íîñòè áûëè èçâåñòíû òîëüêî äëÿ ìîíîòîííûõ àðèôìåòè÷åñêèõ áàçèñîâ (èç
ðàáîò [196, 120]) äî òåõ ïîð, ïîêà àâòîðó [225] íå óäàëîñü ïîëó÷èòü àíàëî-
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ãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ áóëåâà ìîíîòîííîãî áàçèñà, ñì. ðàçäåë 2.2. Çàäà÷à
îñòàâàëàñü íåðåøåííîé íà ïðîòÿæåíèè 50 ëåò.

Ðàçäåëû 2.3�2.5 ïîñâÿùåíû ñèììåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Ñèììåòðè÷å-
ñêèå ôóíêöèè � ýòî ôóíêöèè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ïåðå-
ñòàíîâêå àðãóìåíòîâ. Â áóëåâîì ñëó÷àå çíà÷åíèå ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè
îïðåäåëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé ñóììîé ïåðåìåííûõ.

Âîïðîñû ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ðàçëè÷-
íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëÿõ âñåãäà íàõîäèëèñü â ôîêóñå âíèìàíèÿ òåî-
ðèè ñëîæíîñòè. Äëÿ ïðèëîæåíèé, ïðàêòè÷åñêèõ è òåîðåòè÷åñêèõ, ïðåäñòàâ-
ëÿþò èíòåðåñ ìåòîäû ñèíòåçà êàê êîíêðåòíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé,
òàê è ïîäêëàññîâ (ïîðîãîâûå, ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè), ðåæå ñèììåòðè-
÷åñêèõ ôóíêöèé âîîáùå. Îäíî èç ñàìûõ èçâåñòíûõ ïðèëîæåíèé � ïàðàë-
ëåëüíûå ñõåìû óìíîæåíèÿ ÷èñåë, îñíîâàííûå íà ýôôåêòèâíîì âû÷èñëåíèè
àðèôìåòè÷åñêîé ñóììû áèòîâ. Èçâåñòíûå êîíñòðóêöèè ïàðàëëåëüíûõ ñõåì
äëÿ äåëåíèÿ è íåêîòîðûõ äðóãèõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ ÷èñëàìè èëè
ýëåìåíòàìè êîíå÷íûõ ïîëåé (ñì., íàïðèìåð, [100, 69, 11]) òàêæå îïèðàþòñÿ
íà áûñòðûå ñõåìû äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èâàåì ðàññìîòðåíèå âû÷èñëèòåëüíîé
ìîäåëüþ ôîðìóë íàä ïîëíûìè êîíå÷íûìè áàçèñàìè, èíòåðåñóÿñü ïðåæäå
âñåãî áèíàðíûìè áàçèñàìè. Èìåííî îïòèìèçàöèÿ ãëóáèíû ôîðìóëû ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ â çàäà÷å î áûñòðîì óìíîæåíèè ÷èñåë.

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû î ñëîæíîñòè, à çàòåì è î ãëóáèíå ôîðìóë äëÿ ñèì-
ìåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé áûëè ïîëó÷åíû Â. Ì. Õðàï÷åíêî â íà÷àëå
1970-õ ãã.: êàê âåðõíèå îöåíêè [81, 83], òàê è íèæíèå [80] (âñå � äëÿ ñòàí-
äàðòíîãî áàçèñà). Ïîçæå ê íèì áûëè äîáàâëåíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû
äëÿ ïîëíîãî áèíàðíîãî áàçèñà (íèæíÿÿ îöåíêà � â [129]). Ñåðèÿ óòî÷íå-
íèé âåðõíèõ îöåíîê ïðîäîëæàëàñü äî íà÷àëà 1990-õ ãã., êîãäà óñèëèÿìè
Ì. Ïàòåðñîíà, Í. Ïèïïåíäæåðà, Ó. Öâèêà [169, 171] áûëè îïðåäåëåíû ïðèí-
öèïû îïòèìàëüíîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ ôîðìóë èç çàäàííûõ ïîäôîðìóë-
êîìïðåññîðîâ, è òåì ñàìûì îáîáùåíû ðàíåå èçâåñòíûå ìåòîäû.

Àâòîðîì ïîêàçàíî [219, 220, 221], ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè ñèììåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé ìîæíî ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ïîïóëÿðíûå (â òåîðèè áûñòðûõ
àëãîðèòìîâ) èäåè èñïîëüçîâàíèÿ íåñêîëüêèõ âçàèìíî ïðîñòûõ ìîäóëåé è
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ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé. Íîâûé ìåòîä ïðèâîäèò ê ïðèìåðíî íà 10�20%
ëó÷øèì âåðõíèì îöåíêàì ãëóáèíû è ëîãàðèôìà ñëîæíîñòè ôîðìóë, ÷åì
èçâåñòíûå ðàíåå (îäíàêî ðåêîðäíûå ïîëó÷åííûå îöåíêè íåêîíñòðóêòèâíû).

Â ðàçäåëå 2.5 îòäåëüíî ðàññìîòðåí âîïðîñ î ðåàëèçàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ
ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ìàëûìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè â êà÷åñòâå ïåðèî-
äîâ (MOD-ôóíêöèé). Ýòà çàäà÷à ñâÿçàíà, â òîì ÷èñëå, è ñ óïîìÿíóòûì
ìîäóëÿðíûì ìåòîäîì ñèíòåçà ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, èñïîëüçóþùèì
íåäâîè÷íûå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ. Íåòðèâèàëüíûå âåðõíèå îöåíêè ãëóáèíû
è ñëîæíîñòè ôîðìóë äëÿ ðÿäà ïåðèîäè÷åñêèõ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [157, 113] äî 1990 ã. Àâòîðîì â [222] ïîëó÷åíû íîâûå
îöåíêè � ÷àñòü èç íèõ ïðè ïîìîùè ïðåäëîæåííîãî îáùåãî ïðèåìà ñâåäåíèÿ
ê çàäà÷å îá îïòèìàëüíîì ïîêðûòèè ìàòðèö ïðÿìîóãîëüíèêàìè.

Â ðàçäåëå 2.6 èçëîæåí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè ôîð-
ìóë â áàçèñå Uk èç ðàáîòû àâòîðà [229]. Áàçèñ Uk ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëü-
íûì áàçèñîì k-ìåñòíûõ ôóíêöèé, â êîòîðîì ñëîæíîñòü ëèíåéíîé áóëåâîé
ôóíêöèè íåëèíåéíà. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ñëóæèò ðàñøèðåíèåì èçâåñò-
íîãî ìåòîäà Õðàï÷åíêî [80] íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè ôîðìóë â áàçèñå
B0 (èëè U2). Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà àâòîðîì óñèëåíû èçâåñòíûå èç ðà-
áîò [62, 89, 114] íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ëèíåéíîé ôóíêöèé ïðè âñåõ
k ≥ 3. Â îïðåäåëåííîì, õîòÿ è äîâîëüíî ñëàáîì ñìûñëå, ïîëó÷åííûå îöåí-
êè ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ëèíåéíûì ñõåìàì è îáúåäèíÿåò ðåçóëüòàòû èç äâóõ
íàïðàâëåíèé. Ëèíåéíàÿ ñõåìà, â îäíîé èç èíòåðïðåòàöèé � ýòî ñõåìà èç
ìíîãîâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ ñëîæåíèÿ â íåêîòîðîé êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóï-
ïå (G, +). Ñõåìà ðåàëèçóåò íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, íî ïðèíÿ-
òî ãîâîðèòü, ÷òî ñõåìà ðåàëèçóåò ñàìó ìàòðèöó äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Êëàññè÷åñêàÿ âåíòèëüíàÿ ñõåìà [41] � ýòî ëèíåéíàÿ ñõåìà íàä áóëåâîé
ïîëóãðóïïîé (B, ∨), ãäå B = {0, 1}. Ïîä ñëîæíîñòüþ ëèíåéíîé ñõåìû ïî-
íèìàåòñÿ ÷èñëî ðåáåð â íåé.

Â ðàçäåëå 3.2 ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëü-
íîãî ñèíòåçà ëèíåéíûõ ñõåì ãëóáèíû 3 äëÿ êëàññà Bm×n áóëåâûõ ìàò-
ðèö ðàçìåðà m× n. Îñòàâèì â ñòîðîíå ñëó÷àé î÷åíü óçêèõ ìàòðèö, êîãäà
m = O(log n). Âûøå óæå óïîìèíàëàñü ðàáîòà Î. Á. Ëóïàíîâà [41] 1956 ã.,
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â êîòîðîé ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ñëîæíîñòè êëàññà Bm×n ïðè ðåàëèçàöèè
âåíòèëüíûìè ñõåìàìè â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî óçêèõ ìàòðèö, logm = o(log n).
Ïðè÷åì èñïîëüçîâàëèñü ñõåìû ãëóáèíû 2. Ýòî îäèí èç ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ
òåîðèè àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà. ×óòü ïîçæå Ý. È. Íå÷èïî-
ðóê [53] ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè ãëóáèíû 3 ïîëó÷èë àñèìïòîòèêó ñëîæ-
íîñòè ïðè îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó m è n, âêëþ÷àÿ âàæíûé
ñëó÷àé m = n. Â êîíöå 1970-õ ãã. Í. Ïèïïåíäæåð [176] ðåøèë çàäà÷ó ïðè
ëþáûõ m è n, íî èñïîëüçîâàë ñõåìû ðàñòóùåé ãëóáèíû. Îòòàëêèâàÿñü îò
êîíñòðóêöèé Íå÷èïîðóêà è Ïèïïåíäæåðà, àâòîð [223] ïîêàçàë, ÷òî àñèìï-
òîòèêà ñëîæíîñòè íà ñàìîì äåëå äîñòèãàåòñÿ íà ñõåìàõ ãëóáèíû 3.

Ðàçäåë 3.3 ïîñâÿùåí âîïðîñó îá ýêñòðåìàëüíûõ îòíîøåíèÿõ ñëîæíî-
ñòè áóëåâîé ìàòðèöû ïðè ðåàëèçàöèè ëèíåéíûìè ñõåìàìè ðàçíûõ âèäîâ.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñõåìû íàä (B, ∨) (âåíòèëüíûå ñõåìû, OR-ñõåìû), ñõåìû
íàä (B, ⊕) (âåíòèëüíûå ñõåìû ïî ìîäóëþ 2, XOR-ñõåìû), ñõåìû íàä (Z, +)

(àääèòèâíûå ñõåìû, SUM-ñõåìû).
Çàäà÷à îá ýêñòðåìàëüíûõ îòíîøåíèÿõ âåäåò îòñ÷åò ñ ðàáîòû Á. Ñ. Ìè-

òÿãèíà è Á. Í. Ñàäîâñêîãî [50], â êîòîðîé ïîñòàâëåí è ïî÷òè ðåøåí âîïðîñ
î ìàêñèìóìå îòíîøåíèÿ OR-ñëîæíîñòè è XOR-ñëîæíîñòè â êëàññå áóëåâûõ
(n, n)-ìàòðèö áåç ïðÿìîóãîëüíèêîâ (ñïëîøü åäèíè÷íûõ ïîäìàòðèö) ðàçìå-
ðà 2× 2. Îäíàêî àêòèâíûå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè íà÷àëèñü ïî÷òè ïîëâå-
êà ñïóñòÿ â ðåçóëüòàòå ñîâìåñòíûõ ðàáîò àâòîðà ñ Ñ. Á. Ãàøêîâûì [215]
è Ì. È. Ãðèí÷óêîì [216]. Ïðàêòè÷åñêè îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå ïîëó÷èëà
ïðîáëåìà [50], è çàîäíî àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû äëÿ êëàññà öèðêóëÿíòíûõ
ìàòðèö è âñåõ (n, n)-ìàòðèö. Ïîñòðîåíû êàê êîíñòðóêòèâíûå, òàê è íåêîí-
ñòðóêòèâíûå ïðèìåðû.

Çàòåì, â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ëåò ïîñëåäîâàëà ñåðèÿ ðàáîò [149, 230, 174,
107, 128] íåñêîëüêèõ êîëëåêòèâîâ àâòîðîâ, â êîòîðûõ ïîìèìî îòíîøåíèé
ñëîæíîñòè òèïà OR/XOR ðàññìîòðåíû îòíîøåíèå òèïà SUM/OR, îòíîøå-
íèå OR-ñëîæíîñòè ìàòðèö è èõ äîïîëíåíèé, â òîì ÷èñëå, ñ îãðàíè÷åíèåì
íà ãëóáèíó ñõåì. Ïðîìåæóòî÷íûå èòîãè ðàçâèòèÿ òåîðèè ïîäâåäåíû â ñî-
îòâåòñòâóþùåé ãëàâå ñîâìåñòíîé ñ Ñ. Þêíîé ðàáîòû àâòîðà [230].

Àâòîðó ïðèíàäëåæèò ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö ñ ðàñòóùèì
îòíîøåíèåì XOR- è OR-ñëîæíîñòè â ãëóáèíå 2 [230] è ïðèìåðû ìàòðèö
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ñ áëèçêèì ê ìàêñèìàëüíîìó âîçìîæíîìó îòíîøåíèåì OR-ñëîæíîñòè ê
ñëîæíîñòè äîïîëíèòåëüíîé ìàòðèöû, â òîì ÷èñëå, â îãðàíè÷åííîé ãëó-
áèíå [230, 238].

×àñòü ïåðå÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîí-
ñòðóêöèé ýêñòðåìàëüíûõ ðåäêèõ ìíîæåñòâ � ìíîæåñòâ, ñâîáîäíûõ îò ñóìì
A+B ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè |A| è |B|. Àâòîðîì â [218] äîêà-
çàí ðåçóëüòàò, ðàñøèðÿþùèé îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ èçâåñòíûõ êîíñòðóêöèé
ðåäêèõ ìíîæåñòâ, â ÷àñòíîñòè, [152].

Ãëàâó çàêðûâàåò ðàçäåë 3.4, â êîòîðîì ïîêàçàíî, êàê ïðîñòîé ôàêò èç
òåîðèè ëèíåéíûõ ñõåì ïîçâîëÿåò äëÿ ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ìîíîòîííîé
ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ñ ïîðîãîì 2 ìîíîòîííûìè ñõåìàìè âûâåñòè îöåí-
êè âûñîêîé òî÷íîñòè [226]. Òåì ñàìûì ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà, ïîñòàâëåííàÿ
åùå â 1970-õ ãã. Ë. Àäëåìàíîì è Ï. Áëîíèàðöåì [103].

Â ãëàâå 4 èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñëîæíîñòè ïàðàëëåëüíûõ
ïðåôèêñíûõ ñõåì. Ïðåôèêñíàÿ ñõåìà ðåàëèçóåò ñèñòåìó ïðåôèêñíûõ ñóìì
x1, x1 ◦x2, . . . , x1 ◦x2 ◦ . . . ◦xm â ïîëóãðóïïå (G, ◦), èñïîëüçóÿ òîëüêî ýëå-
ìåíòû ◦. Â îáùåì ñëó÷àå ê áèíàðíîé îïåðàöèè ◦ íå ïðåäúÿâëÿåòñÿ íèêàêèõ
òðåáîâàíèé êðîìå àññîöèàòèâíîñòè.

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñëîæíîñòè ïðåôèêñíîé ñõåìû ñòàíîâèòñÿ íåòðè-
âèàëüíîé ïðè îãðàíè÷åíèè íà ãëóáèíó. Ïàðàëëåëüíûå ïðåôèêñíûå ñõåìû
èñïîëüçóþòñÿ â ðÿäå ïðèëîæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, íà áàçå ïðåôèêñíûõ ñõåì
ñòðîÿòñÿ ýôôåêòèâíûå ñõåìû ñóììàòîðîâ ÷èñåë (ïðåôèêñíûå ñóììàòîðû).
Äîñòîèíñòâîì ïðåôèêñíûõ ñóììàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü áàëàíñèðî-
âàíèÿ ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê ñõåìû (ñëîæíîñòè, ãëóáèíû, âåòâëåíèÿ
ýëåìåíòîâ) çà ñ÷åò ïîäáîðà êîíñòðóêöèè îïîðíîé ïðåôèêñíîé ñõåìû.

Ðàçëè÷íûå êîíñòðóêöèè ïàðàëëåëüíûõ ïðåôèêñíûõ ñõåì ïðåäëàãàëèñü
ñ êîíöà 1950-õ ãã. Íàèáîëåå ÿðêèé ðåçóëüòàò ïîëó÷èëè Ð. Ëàäíåð è Ì. Ôè-
øåð [156] îêîëî 1980 ã., ïîñòðîèâ ñõåìû ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé ãëóáèíû
dlog2me è ëèíåéíîé ñëîæíîñòè, îêîëî 4m (ðàáîòà [156] îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó
ñàìûõ óïîìèíàåìûõ â òåîðèè ñèíòåçà). ×óòü ïîçæå Ô. Ôè÷ [127] óòî÷íè-
ëà ýòó âåðõíþþ îöåíêó è äîêàçàëà íåòðèâèàëüíóþ íèæíþþ îöåíêó äëÿ
ñëó÷àÿ m = 2n.

Ñïóñòÿ 30 ëåò àâòîðó óäàëîñü óñòàíîâèòü òî÷íîå çíà÷åíèå ñëîæíîñòè
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ìèíèìàëüíîé ïðåôèêñíîé ñõåìû m = 2n âõîäîâ è ãëóáèíû n (îíî ïðèáëè-
çèòåëüíî ðàâíî 3.5m) [217, 235]. Çàîäíî áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñëîæíîñòü
ñõåìû ìîæåò áûòü ïîíèæåíà ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíî-
ñèòåëüíî îïåðàöèè ◦, â ÷àñòíîñòè, äëÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 �
ýôôåêò, âèäèìî, ðàíåå íå çàìå÷åííûé.

Â ãëàâå 5 èçó÷àþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå âîïðîñû ñèíòåçà ñõåì è ôîðìóë,
èñïîëüçóþùèõ ìíîãîâõîäîâûå ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû êîíúþíêöèè è
äèçúþíêöèè è ëèáî ýëåìåíòû îòðèöàíèÿ, ëèáî îòðèöàíèÿ ïåðåìåííûõ â
êà÷åñòâå âõîäîâ (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âû÷èñëèòåëüíûå ìîäåëè íàçâàíû AC-
ñõåìàìè è AC-ôîðìóëàìè).

Óêàçàííûå ìîäåëè èññëåäóþòñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, â íàïðàâëåíèè ïî-
ëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè èíäèâèäóàëüíûõ ôóíêöèé ïðè îãðàíè-
÷åíèè íà ãëóáèíó. Ìîäåëü AC-ñõåì èñïîëüçóåòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè êëàññîâ
ñëîæíîñòè ACk. Çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åíî äëÿ ðàñøèðå-
íèé ðàññìàòðèâàåìîãî áàçèñà ëèíåéíûìè, ñèììåòðè÷åñêèìè, ïîðîãîâûìè
èëè MOD-ôóíêöèÿìè.

Ïî íå âïîëíå ÿñíûì ïðè÷èíàì ïîâåäåíèå ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè
â óêàçàííûõ ìîäåëÿõ èçó÷àëîñü ìàëî. Ëèøü ðàáîòà Â. Äàíöèêà [121] ñïå-
öèàëüíî ïîñâÿùåíà îöåíêàì äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè ñõåì ñ îò-
ðèöàíèÿìè, åùå íåñêîëüêî îöåíîê âûòåêàþò èç ðåçóëüòàòîâ Ý. È. Íå÷èïî-
ðóêà [52] î ñèíòåçå ñõåì è ôîðìóë â áàçèñàõ ñ íóëåâûìè âåñàìè ýëåìåíòîâ.
Àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå ðåçóëüòàòû, ïî âñåé âèäèìîñòè, íå áûëè ñôîðìó-
ëèðîâàíû äî ðàáîòû àâòîðà [224] (õîòÿ, íàïðèìåð, äëÿ ìåíåå åñòåñòâåííîé
ìîäåëè ñõåì èç ïîðîãîâûõ ýëåìåíòîâ î÷åíü íåòðèâèàëüíûé àñèìïòîòè÷å-
ñêè òî÷íûé ðåçóëüòàò [45] áûë ïîëó÷åí Î. Á. Ëóïàíîâûì â 1970-å ãã.).

Â [224] óñòàíîâëåíà àñèìïòîòèêà ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè AC-
ñõåì, ïðè÷åì îíà äîñòèãàåòñÿ íà ñõåìàõ ãëóáèíû 3. (Ñõåìû èëè ôîðìó-
ëû ãëóáèíû 2 ðåäóöèðóþòñÿ äî ÄÍÔ èëè ÊÍÔ � ýòîò ñëó÷àé íå òðåáó-
åò îòäåëüíîãî èçó÷åíèÿ.) Êðîìå òîãî, àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå ðåçóëüòàòû
ïîëó÷åíû äëÿ ñõåì ãëóáèíû 3 è ôîðìóë ãëóáèíû 4 ñ îòðèöàíèÿìè. Öåí-
òðàëüíûì ìåñòîì â äîêàçàòåëüñòâå âåðõíèõ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå
ïîêðûòèé áóëåâà êóáà ìíîæåñòâàìè ñïåöèàëüíîãî âèäà, íàçâàííûìè ïñåâ-
äîñôåðè÷åñêèìè.
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Ãëàâà 6 ïîñâÿùåíà êëàññè÷åñêîé çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ÷èñëà ñðàâíå-
íèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîðòèðîâêè n ýëåìåíòîâ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî
ìíîæåñòâà â íàèõóäøåì ñëó÷àå. Èç òåîðåòèêî-èíôîðìàöèîííûõ ñîîáðàæå-
íèé ýòî ÷èñëî íå ìîæåò áûòü ìåíüøå log2 n! ∼ n log2 n. Óêàçàííàÿ îöåíêà
äîñòèãàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íà íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ àëãîðèòìàõ, èçâåñò-
íûõ ñ 1950-õ ãã. Ëó÷øèé èç íèõ, àëãîðèòì Ôîðäà�Äæîíñîíà [130] (âàðèàíò
ìåòîäà áèíàðíûõ âñòàâîê) èñïîëüçóåò íå áîëåå log2 n! + cn ñðàâíåíèé, ãäå
c < 0.12. Â íåñêîëüêèõ ðàçðàáîòàííûõ ïîçäíåå ìîäèôèêàöèÿõ ýòîãî ìåòî-
äà êîíñòàíòà c â âåðõíåé îöåíêå ïîñëåäîâàòåëüíî ïîíèæàëàñü è ïî èòîãàì
ðàáîòû [159] èìåëà âåëè÷èíó â ðàéîíå 0.07. Äëÿ ñðåäíåé ñëîæíîñòè ñîðòè-
ðîâêè ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì âõîäíîãî íàáîðà èçâåñòíûå ê 2020 ã. âåðõíèå
îöåíêè òàêæå èìåëè âèä log2 n! + Θ(n).

Àâòîðîì â [228] ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ïðèíöèïèàëüíûé ðåçóëüòàò: ñëîæ-
íîñòü ñîðòèðîâêè ñîñòàâëÿåò log2(n!)+o(n) ñðàâíåíèé â íàèõóäøåì ñëó÷àå
(è òåì áîëåå â ñðåäíåì). Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîðòèðîâêà ìîæåò áûòü ðåàëè-
çîâàíà äåðåâîì ðåøåíèé (ñðàâíåíèé), ïî÷òè èäåàëüíî ñáàëàíñèðîâàííûì
ïî ãëóáèíå. Îöåíêà îïèðàåòñÿ íà ýôôåêòèâíóþ ïðîöåäóðó âñòàâêè áîëü-
øîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ â óïîðÿäî÷åííûé íàáîð, îðãàíèçîâàííóþ ïîäîáíî
ñèñòåìå ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.

Èòàê, ê îñíîâíûì ðåçóëüòàòàì íàñòîÿùåé ðàáîòû îòíîñÿòñÿ:
� íèæíÿÿ îöåíêà êîíñòàíòû ðàâíîìåðíîñòè ìîíîòîííîãî áóëåâà áàçèñà;
� ìåòîäû ñèíòåçà ýôôåêòèâíûõ ïî ãëóáèíå èëè ñëîæíîñòè ôîðìóë äëÿ

ñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé, îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè ìîäóëÿðíîé
àðèôìåòèêè è ïðèáëèæåííîãî ñóììèðîâàíèÿ;

� ìåòîä ñèíòåçà ýôôåêòèâíûõ ïî ãëóáèíå èëè ñëîæíîñòè ôîðìóë äëÿ
ýëåìåíòàðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé (MOD-ôóíêöèé),
îñíîâàííûé íà ñâåäåíèè ê çàäà÷å î ïîêðûòèè;

� ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè ôóíêöèé ïðè ðåà-
ëèçàöèè ôîðìóëàìè â k-àðíîì áàçèñå, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ñïåöè-
àëüíûõ ìåð ñëîæíîñòè äâóäîëüíûõ ãðàôîâ;

� ðåøåíèå çàäà÷è îá àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîì ñèíòåçå âåíòèëüíûõ
ñõåì ãëóáèíû 3 â îáùåì ñëó÷àå (êîãäà ñîîòíîøåíèå ìåæäó ÷èñëîì âõîäîâ
è ÷èñëîì âûõîäîâ ñõåìû íå ñëèøêîì ìàëî èëè âåëèêî);
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� ðåçóëüòàò î âîçìîæíîñòè ýôôåêòèâíîãî ïîãðóæåíèÿ ìíîãîìåðíûõ
ðåäêèõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâà ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè;

� ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóëåâûõ ìàòðèö ñ ðàñòóùèì îòíîøåíè-
åì XOR- è OR-ñëîæíîñòè â ãëóáèíå 2; ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðîâ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè áóëåâûõ ìàòðèö ñ ïî÷òè ýêñòðåìàëüíûì îòíîøåíèåì OR-
ñëîæíîñòè ê ñëîæíîñòè äîïîëíèòåëüíûõ ìàòðèö;

� òî÷íîå çíà÷åíèå ñëîæíîñòè ìèíèìàëüíîé óíèâåðñàëüíîé ïðåôèêñíîé
ñõåìû ãëóáèíû n íà 2n âõîäàõ; âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ïðåôèêñíûõ ñõåì
ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ãëóáèíó, è îòäåëüíî äëÿ ïðåôèêñíûõ XOR-
ñõåì;

� ìåòîä îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà ñõåì è ôîðìóë ãëóáèíû 3 èç ìíîãîâõîäî-
âûõ ýëåìåíòîâ (òèïà êîíúþíêöèé, äèçúþíêöèé) è îòðèöàíèé, îñíîâàííûé
íà ïîñòðîåíèè ñïåöèàëüíûõ ïîêðûòèé áóëåâà êóáà;

� ðåøåíèå çàäà÷è î ñîðòèðîâêå çà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñðàâíåíèé â
àñèìïòîòè÷åñêîì ñìûñëå ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðå-
òè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå ïðåæäå âñå-
ãî â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ çàêîíîìåðíîñòåé ñèíòåçà ïàðàëëåëüíûõ
ñõåì. ×àñòü ðåçóëüòàòîâ èìååò ïðèêëàäíîé ïîòåíöèàë â ñõåìîòåõíèêå èëè
ïðàêòèêå áûñòðûõ âû÷èñëåíèé. Ýòî îòíîñèòñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ê êîí-
ñòðóêöèÿì ïàðàëëåëüíûõ óìíîæèòåëåé, ïàðàëëåëüíûõ ïðåôèêñíûõ ñõåì è
îò÷àñòè ê ìåòîäó áûñòðîé ñîðòèðîâêè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ñëîæ-
íîñòè âû÷èñëåíèé è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, â òîì ÷èñëå, òåîðèè àñèìï-
òîòè÷åñêè îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà è êîìáèíàòîðèêè, à òàêæå ýëåìåíòàðíûå
ìåòîäû àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë.

Ïóáëèêàöèè. Ïåðå÷åíü ïóáëèêàöèé, â êîòîðûõ èçëîæåíû îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåí â êîíöå ðàáîòû: â ðåöåíçèðóåìûõ èçäàíèÿõ îïóáëè-
êîâàíî 16 ðàáîò.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [215] àâòîðó ïðèíàäëåæàò ïðèìåðû èç ��2�3, îò-
âå÷àþùèå íà îñíîâíîé âîïðîñ, è èõ àíàëèç. Â ðàáîòå [216] àâòîðó ïðèíàä-
ëåæèò òåõíè÷åñêèé ðåçóëüòàò �3, ïðèâîäÿùèé ê óòî÷íåíèþ îöåíîê [12], à
òàêæå ñëåäñòâèÿ 3 è 4. Â ðàáîòå [218] àâòîðó ïðèíàäëåæàò ëåììà 13, òåî-
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ðåìà 4 è ñëåäñòâèÿ èç íèõ (ñëåäñòâèå 1, òåîðåìà 5 â îáùåé ôîðìóëèðîâêå).
Â ðàáîòå [230] àâòîðó ïðèíàäëåæàò ðåçóëüòàò �5.5 è ïðèìåð â êîíöå �5.6.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äî-
êëàäûâàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ ¾Ñèíòåç è ñëîæíîñòü óïðàâëÿþùèõ
ñèñòåì¿ è ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè¿ â ÌÃÓ (2009�2012 ãã.),
íà ìåæäóíàðîäíûõ ñåìèíàðàõ ñåðèè ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëî-
æåíèÿ¿ (ÌÃÓ, 2010, 2019 ãã.), íà ìîëîäåæíûõ íàó÷íûõ øêîëàõ ïî äèñêðåò-
íîé ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿì â ÈÏÌ èì. Êåëäûøà (2013, 2015 ãã.),
íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè¿
(Íèæíèé Íîâãîðîä 2011 ã.), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ñîâðåìåí-
íûå ïðîáëåìû àíàëèçà è ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè¿ â ÌÃÓ â 2010 ã., íà
ñåìèíàðå ¾Òåîðåòè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà¿ â ÈÏÌ èì. Êåëäûøà â 2019 ã. è
íà ñåìèíàðå ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà¿ â
ÌÃÓ â 2020 ã.
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2 Ñëîæíîñòü è ãëóáèíà ôîðìóë. Ôîðìóëû

äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò î ñîîòíîøåíèè ìåæäó ãëóáèíîé è
ñëîæíîñòüþ ôîðìóë â ìîíîòîííîì áóëåâîì áàçèñå BM = {∨, ∧}. Äàëåå
ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëîæíîñòü è ãëóáèíà ðåàëèçàöèè ñèììåòðè÷åñêèõ áóëå-
âûõ ôóíêöèé ôîðìóëàìè íàä áàçèñîì B2 âñåõ äâóìåñòíûõ áóëåâûõ ôóíê-
öèé è íàä ñòàíäàðòíûì áàçèñîì B0 = {∧,∨, }. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñèì-
ìåòðè÷åñêîé, åñëè åå çíà÷åíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ëþáûõ ïåðåñòàíîâêàõ çíà-
÷åíèé àðãóìåíòîâ; â áóëåâîì ñëó÷àå ýòî îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî òîìó,
÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè çàâèñÿò òîëüêî îò àðèôìåòè÷åñêîé ñóììû àðãó-
ìåíòîâ. Òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä íèæíåé îöåíêè ñëîæíîñòè (ãëóáèíû)
ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé ôîðìóëàìè â k-àðíîì áàçèñå Uk, ñîñòîÿùåì
èç âñåõ k-ìåñòíûõ ôóíêöèé, ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùèõ èëè ìîíîòîííî
íåóáûâàþùèõ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîðÿäêîâ ðîñòà ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ: f = ω(g)

ðàâíîñèëüíî g = o(f); f = Ω(g) ðàâíîñèëüíî g = O(f) è ìîæåò áûòü
çàïèñàíî êàê g � f èëè f � g; f � g îçíà÷àåò f = Θ(g). Îáîçíà÷åíèÿ
f ∼ g, f & g, f . g èñïîëüçóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî
ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâ.

2.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è èçâåñòíûå ôàêòû

Ôîðìóëû

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë íàä áàçèñîì B, ñëîæíîñòü ôîðìó-
ëû, ãëóáèíà ôîðìóëû è ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ôîðìóëîé, îïðåäåëÿþòñÿ
èíäóêòèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: 0) êîíñòàíòû áàçèñà ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëà-
ìè ñëîæíîñòè è ãëóáèíû 0; 1) ñèìâîëû ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëà-
ìè ñëîæíîñòè 1, ãëóáèíû 0 è ðåàëèçóþò ñîîòâåòñòâóþùèå òîæäåñòâåííûå
ôóíêöèè; 2) âûðàæåíèå G(F1, ..., Fk), ãäå G � ñèìâîë, îáîçíà÷àþùèé îò-
ëè÷íóþ îò êîíñòàíòû k-ìåñòíóþ ôóíêöèþ g ∈ B, à Fi � ôîðìóëà ñëîæíî-
ñòè Li è ãëóáèíû Di, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ fi, ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ñëîæ-
íîñòè L1 + . . . + Lk, ãëóáèíû max{D1, ..., Dk} + 1 è ðåàëèçóåò ôóíêöèþ

17



g(f1, . . . , fk).1 (Íåôîðìàëüíî, ñëîæíîñòü ôîðìóëû � ýòî ÷èñëî ñèìâîëîâ
ïåðåìåííûõ â íåé.)

Åñëè áàçèñ B ñîñòîèò èç íå áîëåå ÷åì äâóìåñòíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, òî
èñïîëüçóþò êîìïàêòíîå ïðàâèëî çàïèñè ôîðìóëû: (F1◦F2), ãäå ◦ îáîçíà÷à-
åò äâóìåñòíóþ îïåðàöèþ áàçèñà B, èëè F 1 â ñëó÷àå îäíîìåñòíîé îïåðàöèè
îòðèöàíèÿ. Ïðè ýòîì ñêîáêè îïóñêàþò â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðèîðèòåò îïå-
ðàöèé îïðåäåëåí èëè íå âàæåí.

Ñëîæíîñòü LB(f) (ãëóáèíàDB(f)) ðåàëèçàöèè áóëåâîé ôóíêöèè f ôîð-
ìóëàìè íàä áàçèñîì B îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìóì ñëîæíîñòè (ãëóáèíû)
ôîðìóë, ðåàëèçóþùèõ f . Ñëîæíîñòü LB(K) (ãëóáèíàDB(K)) êëàññà ôóíê-
öèé K îïðåäåëÿåòñÿ êàê maxf∈K LB(f) (ñîîòâåòñòâåííî maxf∈K DB(f)).
Ôîðìóëà, ðåàëèçóþùàÿ áóëåâ îïåðàòîð, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü
ôîðìóë, ðåàëèçóþùèõ îòäåëüíûå ôóíêöèè � êîìïîíåíòû îïåðàòîðà.
Ñëîæíîñòü áóëåâîãî îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ñëîæíîñòåé åãî
êîìïîíåíò, à ãëóáèíà � êàê ìàêñèìóì ãëóáèíû êîìïîíåíò. Áîëåå ïîäðîá-
íî ââåäåííûå ïîíÿòèÿ îáñóæäàþòñÿ â [49, 59, 88, 95, 124, 145] (òàì æå ñì.
ïîíÿòèå ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðîå âñòðå÷àåòñÿ íèæå,
íî íåñóùåñòâåííî äëÿ èçëîæåíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ).

Èçâåñòíî (è ïðîñòî ïðîâåðÿåòñÿ), ÷òî ëþáîé ïîëíûé áèíàðíûé áàçèñ
îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç äâóõ òèïîâ: âíóòðè îäíîãî òèïà áàçèñîâ ñëîæíîñòü
ëþáîé ôóíêöèè îäèíàêîâà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ. Ïðè-
íàäëåæíîñòü ê îäíîìó èç äâóõ òèïîâ îïðåäåëÿåòñÿ íàëè÷èåì â áàçèñå ëè-
íåéíîé ôóíêöèè. Ñëîæíîñòè ôîðìóë â áàçèñàõ ðàçíûõ òèïîâ ñîîòíîñÿòñÿ
êàê LB2

(f) ≤ LB0
(f) � (LB2

(f))log3 10. Âåðõíÿÿ îöåíêà óñòàíîâëåíà â [179].
Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå â îòíîøåíèè ãëóáèíû ãëàñèëî áû, ÷òî ãëó-

áèíà ôóíêöèè ïðè ðåàëèçàöèè ôîðìóëàìè â áàçèñàõ îäíîãî èç óêàçàííûõ
òèïîâ îòëè÷àåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà êîíñòàíòó. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ðàçíèöà
ìîæåò áûòü áîëåå ñóùåñòâåííîé: íà íåå âëèÿåò ñâîéñòâî áàçèñà ñîäåðæàòü
èëè íå ñîäåðæàòü îäíîâðåìåííî êàê îáîáùåííóþ êîíúþíêöèþ xαyβ, òàê
è îáîáùåííóþ äèçúþíêöèþ xγ ∨ yδ, ãäå α, β, γ, δ ∈ {0, 1}. Â ðàáîòå [79]

1Ñëîæíîñòü è ãëóáèíà ôîðìóë ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ èíà÷å: íàïðèìåð, ñëîæíîñòü � êàê ÷èñëî (ñóì-
ìà âåñîâ) áàçèñíûõ ôóíêöèé, èñïîëüçóåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè ôîðìóëû, â ãëóáèíå � íå ó÷èòûâàòüñÿ
îäíîìåñòíûå ôóíêöèè. Âûâîäû íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ñîõðàíÿþò ñèëó ïðè óêàçàííûõ âàðèàöèÿõ îïðå-
äåëåíèé.
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Â. Ì. Õðàï÷åíêî ïîñòðîèë ïðèìåðû ôóíêöèé è ïàð áàçèñîâ, äëÿ êîòîðûõ
äîñòèãàåòñÿ äâóêðàòíîå îòíîøåíèå ãëóáèí. Îáùàÿ êëàññèôèêàöèÿ áèíàð-
íûõ áàçèñîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ãëóáèíû èçó÷àëàñü â ðàáîòå [161]. Â ÷àñòíîñòè,
â íåé óñòàíîâëåíî íàëè÷èå íå ìåíåå 4-õ íåýêâèâàëåíòíûõ òèïîâ áàçèñîâ.

Ñëîæíîñòü è ãëóáèíà ôîðìóë

Òðèâèàëüíûì îáðàçîì â ëþáîì áàçèñå, ñîñòîÿùåì èç íå áîëåå ÷åì k-
ìåñòíûõ ôóíêöèé, âûïîëíÿåòñÿ DB(f) ≥ logk LB(f). Áàçèñû, äëÿ êîòîðûõ
òàêæå âûïîëíåíî DB(f) = O(logLB(f)), íàçûâàþòñÿ ðàâíîìåðíûìè. Â
ðàâíîìåðíûõ áàçèñàõ êîñâåííî ôîðìóëüíàÿ ñëîæíîñòü ñëóæèò ìåðîé ïà-
ðàëëåëüíîñòè ôóíêöèé.

Îêîëî 1968 ã. ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîñòè áûëî óñòàíîâëåíî Â. Ì. Õðàï-
÷åíêî äëÿ ëþáîãî ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîãî êîíå÷íîãî áóëåâà áàçèñà [94].
×óòü ïîçæå Ð. Áðåíòîì ñ ñîàâòîðàìè â ðàáîòàõ [109, 110] áûëà äîêàçàíà
ðàâíîìåðíîñòü îñíîâíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ áàçèñîâ {+, ∗} è {+, ∗, /}. Íàêî-
íåö, ê 1987 ã. À. Á. Óãîëüíèêîâ [75] è Ì. Ðàãàç [187] íåçàâèñèìî äîêàçàëè
ðàâíîìåðíîñòü ïðîèçâîëüíîé (íå îáÿçàòåëüíî ïîëíîé) êîíå÷íîé áóëåâîé
ñèñòåìû. Òàêæå îíè ïîñòðîèëè ïðèìåðû íåðàâíîìåðíûõ êîíå÷íûõ ñèñòåì
â àëãåáðå òðåõçíà÷íîé ëîãèêè. Ðàâíîìåðíîñòü ïîëíîãî êîíå÷íîãî áàçèñà
ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè óñòàíàâëèâàåòñÿ òàê æå, êàê è â áóëåâîì ñëó-
÷àå. Èññëåäîâàíèå ðàâíîìåðíîñòè íåïîëíûõ êîíå÷íûõ ñèñòåì â k-çíà÷íûõ
ëîãèêàõ ïðè k ≥ 3 ïðîäîëæåíî, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [66, 72] (ïîäðîáíàÿ
áèáëèîãðàôèÿ ïðèâîäèòñÿ òàì æå).

Ñëåäóÿ [85], ðàâíîìåðíîñòü áàçèñà B ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü âåëè÷è-
íîé (ðàâíîé êîíñòàíòå èëè ∞)

cB = lim
N→∞

max
LB(f)=N

DB(f)

log2N
.

Îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé âûðàæàåìîé â áàçèñå B ôóíê-
öèè f âûïîëíåíî DB(f) ≤ (cB + o(1)) logLB(f), à òàêæå ñóùåñòâóåò áåñ-
êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fk, äëÿ êîòîðîé DB(fk) ≥ (cB −
o(1)) logLB(fk). Çäåñü è äàëåå ïî òåêñòó ëîãàðèôìû áåç óêàçàíèÿ îñíîâà-
íèÿ ïîëàãàþòñÿ äâîè÷íûìè.

Îöåíêàì êîíñòàíò ðàâíîìåðíîñòè áûëî ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò,
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ïðåèìóùåñòâåííî â 1970-õ ãã. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò áàçèñû àðèô-
ìåòè÷åñêîãî òèïà, ò. å. ñîñòîÿùèå èç îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ,
è, âîçìîæíî, âû÷èòàíèÿ èëè äåëåíèÿ, â íåêîòîðîì ïîëóêîëüöå, â ñâÿ-
çè ñ ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷åé î ïàðàëëåëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè àðèôìåòè÷å-
ñêèõ âûðàæåíèé. Â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàåòñÿ áàçèñ BA = {+, ∗} è ðåæå
BAD = {+, ∗, /}. Áóëåâû àíàëîãè àðèôìåòè÷åñêîãî áàçèñà: ìîíîòîííûé
áàçèñ BM = {∨, ∧}, äîïîëíÿåìûé äî ñòàíäàðòíîãî áàçèñà B0 = {∧, ∨, },
è áàçèñ {⊕, ∧}, äîïîëíÿåìûé äî áàçèñà Æåãàëêèíà {⊕, ∧, 1}. Òðèâèàëüíî
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

cB0
≤ cBM

≤ cBA
, c{⊕,∧} ≤ cBA

.

Ðåêîðäíûå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü âåðõíèå îöåíêè äëÿ óêàçàííûõ áàçèñîâ
cBM

< 1.73 è cBA
≤ 2 ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâåííî Â. Ì. Õðàï÷åíêî [84] è

Ñ. Ð. Êîñàðàþ [153]. Íåòðèâèàëüíûå íèæíèå îöåíêè èçâåñòíû òîëüêî äëÿ
îáùåãî àðèôìåòè÷åñêîãî áàçèñà: ñîîòíîøåíèÿ cBA

> 1.16 è cBA
≥ 1.5 áûëè

ïîëó÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíî â ðàáîòàõ [196] è [120]. Â áóëåâîì ñëó÷àå ïî-
äîáíûå íèæíèå îöåíêè èçâåñòíû òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ íåàðèôìåòè÷åñêèõ
áàçèñîâ: ïåðâàÿ èç íèõ áûëà óñòàíîâëåíà åùå â 1967 ã. Â. Ì. Õðàï÷åíêî [79]
äëÿ áàçèñà BS = {\}, ñîñòîÿùåãî èç åäèíñòâåííîé ôóíêöèè ¾øòðèõ Øåô-
ôåðà¿. Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò è èäåàëüíî ðàâíîìåðíûå áàçèñû: òàê, äëÿ
B = {⊕} òðèâèàëüíî âûïîëíÿåòñÿ cB = 1.

Èçâåñòíûå àâòîðó ðåçóëüòàòû äëÿ áóëåâûõ è îáùèõ àðèôìåòè÷åñêèõ
áàçèñîâ ñâåäåíû â òàáëèöå 1. Ñèìâîë⇒ îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ èìïëèêàöèè.
Äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè k âõîäîâ îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâåííî êàê

∨
k

è
∧

k. ×åðåç m3 îáîçíà÷åíà ôóíêöèÿ ãîëîñîâàíèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ. B2

îáîçíà÷àåò áàçèñ âñåõ äâóìåñòíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé.
Â áàçèñå BM íåòðèâèàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ãëóáèíîé è ñëîæíî-

ñòüþ, õîòÿ è íå ïðèâîäÿùåå ê îöåíêå cBM
> 1, ïîëó÷èëà Á. Êîììåíö-

Âàëüòåð [116] äëÿ ôóíêöèé âèäà

fn = xn ∨ yn(xn−1 ∨ yn−1(. . . (x1 ∨ y1) . . .)).

Ðåçóëüòàò ìîæíî çàïèñàòü êàê DBM
(fn) ≥ log n + log log n − O(1). Âïî-

ñëåäñòâèè Ì. È. Ãðèí÷óê [14] äîêàçàë àíàëîãè÷íóþ âåðõíþþ îöåíêó. Äâà
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áàçèñ B îöåíêà cB ãîä
Õðàï÷åíêî [79] BS cB ≥ 2 1967
Õðàï÷åíêî [94] ô.ï. êîí. áóëåâ áàçèñ cB <∞ 1968

Spira [202] B0 cB < 3.42 1971
Brent, Kuck, Maruyama [109] BA cB < 2.47 1973

Brent [110] BAD cB ≤ 4 1974
Preparata, Muller [180] BA cB < 2.16 1975
Barak, Shamir [99] BM cB ≤ 2 1975

Muller, Preparata [165]
BA

BAD

cB < 2.09
cB < 2.89

1975

Preparata, Muller [181] BM cB < 1.82 1976

McColl [161, 162]
{⇒, 0}, {⇒, \}

BS

B2

cB > 1.44
cB < 2.89
cB < 2.47

1977

Preparata, Muller, Barak [182]
{
∨

3,
∧

3}
{
∨

4,
∧

4}
{
∨

5,
∧

5}

cB < 1.38
cB < 1.18
cB ≤ 1

1977

Õðàï÷åíêî [84] BM cB < 1.73 1978
Shamir, Snir [196] BA cB > 1.16 1980
Õðàï÷åíêî [85] {m3, , 0, 1} 1 ≤ cB < 1.45 1981
Kosaraju [153] BA cB ≤ 2 1986

Óãîëüíèêîâ [75], Ragaz [187] êîí. áóëåâà ñèñòåìà cB <∞ 1987
Coppersmith, Schieber [120] BA cB ≥ 1.5 1992

Ñåðãååâ [225] BM cB > 1.06 2019

Òàáëèöà 1: Ïåðå÷åíü èçâåñòíûõ îöåíîê äëÿ êîíñòàíò ðàâíîìåðíîñòè

ðåçóëüòàòà â ñîâîêóïíîñòè óñòàíàâëèâàþò ñîîòíîøåíèå

DBM
(fn) = logLBM

(fn) + log logLBM
(fn)±O(1).

Â ðàáîòå [117] ìåòîä [116] áûë ðàñïðîñòðàíåí íà ïîëíûé áàçèñ B0 è ïîëó-
÷åíà îöåíêà

DB0
(fn) ≥ logLB0

(fn) + (1− o(1)) log log logLB0
(fn).

Àâòîð â [225] ïóòåì îöåíêè ãëóáèíû ôóíêöèé äîñòàòî÷íî åñòåñòâåí-
íî îïðåäåëÿåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé óñòàíîâèë ïåðâóþ íåòðèâèàëüíóþ
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íèæíþþ îöåíêó êîíñòàíòû ðàâíîìåðíîñòè äëÿ ìîíîòîííîãî áóëåâà áàçè-
ñà: cBM

> 1.06. Ýòîò ðåçóëüòàò èçëîæåí â ðàçäåëå 2.2.

Ñëîæíîñòü è ãëóáèíà ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn êëàññ âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé n

ïåðåìåííûõ. Ïóñòü T k
n îáîçíà÷àåò ïîðîãîâóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ n

ïåðåìåííûõ ñ ïîðîãîì k � ïî îïðåäåëåíèþ2, T k
n (x1, . . . , xn) = (x1 + . . . +

xn ≥ k). Ôóíêöèÿ T n/2
n òàêæå íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ãîëîñîâàíèÿ3.

Èçâåñòíûå âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè è ãëóáèíû ðåàëèçàöèè ñèììåòðè-
÷åñêèõ ôóíêöèé êàê ôîðìóëàìè, òàê è ñõåìàìè èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ íàä ïîëíûìè áàçèñàìè, ñâÿçàíû ñ ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèåé áó-
ëåâîãî (n,m)-îïåðàòîðà Cn(x1, . . . , xn) = (Cn,m−1, ..., Cn,0) ïîäñ÷åòà ÷èñëà
åäèíèö â áóëåâîì íàáîðå (x1, . . . , xn), ãäå m = dlog2(n+1)e. Ñâåäåíèå ê âû-
÷èñëåíèþ Cn èñïîëüçóåòñÿ ïðè ìèíèìèçàöèè ãëóáèíû è ñëîæíîñòè ôîðìóë
äëÿ óìíîæåíèÿ äâîè÷íûõ ÷èñåë.

Ïðåäâàðèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñðàâíèòåëüíîé ñëîæíîñòè ðåàëèçà-
öèè ôóíêöèè T

n/2
n , îïåðàòîðà Cn è êëàññà ôóíêöèé Sn äàþò ñëåäóþùèå

èçâåñòíûå èëè ëåãêî âûâîäèìûå îöåíêè. (Ïàðàëëåëüíî ïîëó÷àåìûå ñîîò-
íîøåíèÿ äëÿ ãëóáèíû îïóñòèì, âî èçáåæàíèå äóáëèðîâàíèÿ.)

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî êîíå÷íîãî áàçèñà B ñïðàâåäëèâû ñîîò-

íîøåíèÿ

LB(Cn) � log n · LB(Sn), LB(T n/2
n ) � LB(Sn),

LB(T n/2
n ) � LB(C2n), LB(Sn) �

n

log n log log n
· LB(Cn),

LB(Cn) �
n∑

k=0

LB(T k
n ), LB(Sn) �

n∑
k=0

LB(T k
n ), LB(T k

n ) � LB(T n
2n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå òðè íåðàâåíñòâà î÷åâèäíû: êîìïîíåíòû îïåðà-
òîðà Cn è ôóíêöèÿ ãîëîñîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè;

2Çäåñü è â àíàëîãè÷íûõ ñëó÷àÿõ íèæå çíà÷åíèå ôóíêöèè ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 1, åñëè âûðàæåíèå â
ïðàâîé ÷àñòè èñòèííî; 0, èíà÷å.

3×àñòî ôóíêöèÿ ãîëîñîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê T
(n+1)/2
n . Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ ýòî ðàñ-

õîæäåíèå â îïðåäåëåíèÿõ íåïðèíöèïèàëüíî.

22



ôóíêöèÿ T n/2
n ÿâëÿåòñÿ ïîäôóíêöèåé ôóíêöèè C2n,m, m = blog2 nc. Ñëåäó-

þùèå òðè ñîîòíîøåíèÿ ëåãêî óñòàíàâëèâàþòñÿ â ñëó÷àå B = B0. Ïåðâîå
èç íèõ âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ êîìïîíåíò îïåðàòîðà Cn � ýòó ôóíêöèþ ìîæ-
íî ðåàëèçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûì ìåòîäîì Î. Á. Ëóïàíîâà,
ñì. [49, �14], [124, �4.1], ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî áîëåå ïîëîâèíû êîìïîíåíò Cn

èìåþò ñëîæíîñòü íå âûøå LB(Cn)/ log n ïî ïîðÿäêó. Ïÿòîå è øåñòîå íåðà-
âåíñòâà âûòåêàþò èç ïðîñòûõ ôîðìóë, âûðàæàþùèõ êîìïîíåíòû îïåðà-
òîðà Cn è ôóíêöèè èç Sn ÷åðåç ïîðîãîâûå ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè T k

n .
Íàêîíåö, ëþáàÿ èç ôóíêöèé T k

n ÿâëÿåòñÿ ïîäôóíêöèåé ôóíêöèè T n
2n (ñåäü-

ìîå íåðàâåíñòâî).
Äëÿ ïåðåõîäà ê ïðîèçâîëüíîìó áàçèñó B èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèå

LB(f) ≤ L+O(2D), (2.1)

ãäå L è D � ñëîæíîñòü è ãëóáèíà íåêîòîðîé ôîðìóëû F , ðåàëèçóþùåé
f íàä áàçèñîì B0. Ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò è òîãî, ÷òî ëþáàÿ èç ôóíê-
öèé x, x ∨ y, xy âûðàçèìà ôîðìóëîé â áàçèñå B, â êîòîðîé ïåðåìåííûå x
è y íå ïîâòîðÿþòñÿ. Ýòî âûòåêàåò èç ñâîéñòâà ïîëíûõ áàçèñîâ (íàëè÷èå
íåìîíîòîííîé è íåëèíåéíîé ôóíêöèé), ñì. [88, �8.3], [95, �I.1.6]. Îñòàåòñÿ
ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå â ôîðìóëó F âìåñòî ôóíêöèé áàçèñà B0

óïîìÿíóòûõ âûøå ôîðìóë íàä B, ðåàëèçóþùèõ èõ, ñëîæíîñòü ôîðìóëû F

âîçðàñòàåò íå áîëåå ÷åì íà O(2D) (ðîñò ïðîèñòåêàåò çà ñ÷åò íåñóùåñòâåí-
íûõ ïåðåìåííûõ, ïðèñóòñòâóþùèõ â çàìåùàþùèõ ôîðìóëàõ).

Ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå áàçèñà, íàïðèìåð, B = Sl, ëåãêî ïîëó÷èòü
âåðõíèå îöåíêè äëÿ LB(Cn), LB(T

n/2
n ) âèäà n1+ε(l), ãäå ε(l) → 0 (ñì. òàê-

æå [82]). Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ l ýòè îöåíêè î÷åâèäíî áëèçêè ê òî÷-
íûì: èçâåñòíûå íèæíèå îöåíêè èìåþò âèä LB(T

n/2
n ) � n log n [90] (ñì.

òàêæå [124, �4.2.2]).
Ìåòîäû ñèíòåçà, î êîòîðûõ äàëåå ïîéäåò ðå÷ü, ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ â ëþ-

áîì ïîëíîì áàçèñå. Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò
áèíàðíûå áàçèñû, äëÿ äåìîíñòðàöèè ðåçóëüòàòîâ ìû âûáèðàåì ïî îäíî-
ìó äîñòàòî÷íî âûðàçèòåëüíîìó áèíàðíîìó áàçèñó èç ðàçíûõ ñëîæíîñòíûõ
êëàññîâ (ñì. âûøå): áàçèñ B2 âñåõ äâóìåñòíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé è ñòàí-
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äàðòíûé áàçèñ B0 = {∧,∨, }.
Â ñëó÷àå B ∈ {B0, B2} îöåíêè òåîðåìû 2.56 õàðàêòåðèçóþò ñîîòíîøå-

íèÿ ìåæäó âåëè÷èíàìè LB(Cn), LB(T
n/2
n ) è LB(Sn) ñ óäîâëåòâîðèòåëüíîé

òî÷íîñòüþ ââèäó áîëüøîãî ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó èçâåñòíûìè íèæíèìè è
âåðõíèìè îöåíêàìè äëÿ êàæäîé èç ýòèõ âåëè÷èí.

À èìåííî, íàèëó÷øèå èçâåñòíûå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè äëÿ ôóíê-
öèè T n/2

n (è, êàê ñëåäñòâèå, äëÿ Cn è Sn) èìåþò âèä LB0
(T

n/2
n ) � n2 [80]

(ñì. òàêæå [59, �8.5], [124, �4.5.1], [145, �6.8]) è LB2
(T

n/2
n ) � n log n [129] (ñì.

òàêæå [59, �8.7], [124, �4.2.3]).
Äëÿ ãëóáèíû èíûõ íèæíèõ îöåíîê, ÷åì òå, êîòîðûå òðèâèàëüíî âûòå-

êàþò èç ïåðå÷èñëåííûõ îöåíîê ñëîæíîñòè, ïî-âèäèìîìó, íå èçâåñòíî.
Íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû [81], äëÿ âûâîäà âåðõíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè (è, àíà-

ëîãè÷íî, ãëóáèíû, ñì., íàïðèìåð, [168]) ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé âìåñòî
ãðóáîãî ñîîòíîøåíèÿ òåîðåìû 2.56 èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
è ñëåäñòâèå èç íåãî.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Ïóñòü K � êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ,

áóëåâ (m,n)-îïåðàòîð ξ(x1, . . . , xn) = (ξ1, . . . , ξm) òàêîâ, ÷òî ëþáàÿ ôóíê-

öèÿ f ∈ K ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå f = ϕ(ξ1(x1, . . . , xn), . . . , ξm(x1, . . . , xn)).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî êîíå÷íîãî áàçèñà B ñïðàâåäëèâî

LB(K) �
m∑

i=1

2iLB(ξi) + 22m,

à â ñëó÷àå B ∈ {B0, B2} âûïîëíåíî

DB(K) . max
1≤i≤m

{DB(ξi) + i}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàä áàçèñîì B0 ôóíêöèÿ ϕ êàê ôóíêöèÿ êîìïîíåíò îïå-
ðàòîðà ξ ðåàëèçóåòñÿ ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ ïî ïåðåìåííûì (ìåòîä êàñêà-
äîâ), ñì., íàïðèìåð, [49, �5], [59, �4.3], [81], [95, �V.2.3]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
áàçèñà èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå (2.1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè ãëóáèíû ìîæíî ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíóþ
ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ ïî íåñêîëüêèì ïåðåìåííûì. Ïóñòü B = B0. Âûáå-

24



ðåì ïàðàìåòð k ≈
√
m è âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì

ϕ(y1, . . . , ym) =
∨

α=(α1,...,αk)∈{0, 1}k

yα1
1 · . . . · yαk

k · ϕα(yk+1, . . . , ym).

Ê ïîäôóíêöèÿì ϕα òàêæå ïðèìåíèì ðàçëîæåíèå ïî k ïåðåìåííûì è ò.ä.
Ïîñêîëüêó ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè ðåàëèçóþòñÿ ñ ãëóáèíîé dlog ke, ãëó-
áèíà ôîðìóëû îòíîñèòåëüíî âõîäà yks+t, 1 ≤ t ≤ k, íå ïðåâîñõîäèò

s(k + 1) + log k + 1 = ks+ t+O(
√
m).

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü m = dlog2(n+ 1)e. Äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî êîíå÷íîãî
áàçèñà B ñïðàâåäëèâî

LB(Sn) �
m−1∑
i=0

2m−iLB(Cn,i),

à â ñëó÷àå B ∈ {B0, B2} âûïîëíåíî

DB(Sn) ≤ max
0≤i<m

{DB(Cn,i) +m− i}.

Àíàëîãè÷íûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü áîëåå òî÷íûå, ÷åì ñëåäóþò èç
òåîðåìû 2.56, îöåíêè ñëîæíîñòè ïîðîãîâûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, îïè-
ðàÿñü íà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2.2. Ïóñòü m = dlog2 ke. Äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî êîíå÷íîãî

áàçèñà B ñïðàâåäëèâî

LB(T k
n ) �

m−1∑
i=0

LB(Cn,i) + LB

(
T 2m

n

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ T k
n ðåàëèçóåòñÿ êàê äèçúþíêöèÿ ôóíêöèè T 2m

n

è ôóíêöèè ñðàâíåíèÿ m-ðàçðÿäíîãî ÷èñëà [Cn,m−1, ..., Cn,0] ñ ÷èñëîì k. Ïî-
ñëåäíÿÿ ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëîé ëèíåéíîé ñëîæíîñòè è ãëóáèíû O(logm),
ñì., íàïðèìåð, [88, �10.1], [124, �2.5].

Ñâåäåíèå ê ðåàëèçàöèè ôóíêöèè T 2m

n îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îáû÷íî ýòó
ôóíêöèþ ëåãêî âû÷èñëèòü ïîïóòíî ñ âû÷èñëåíèåì Cn. Ìåòîäû [81, 168]
ïîçâîëÿþò îäíîâðåìåííî ïîëó÷àòü îöåíêè LB(Sn) � n1+α è LB(T k

n ) � knα
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(ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ k èç ìåòîäà [168] èçâëåêàþòñÿ äàæå ëó÷øèå
îöåíêè ñëîæíîñòè T k

n ).
Îäíèì èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ïðèëîæåíèé îïåðàòîðà Cn ÿâëÿåòñÿ ðå-

àëèçàöèÿ óìíîæåíèÿ è ìíîãîêðàòíîãî ñëîæåíèÿ ÷èñåë, õîòÿ îáû÷íî ðå÷ü
èäåò î ðåàëèçàöèè ñõåìàìè èëè ïðîãðàììàìè, à íå ôîðìóëàìè. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Mn áóëåâ (2n, 2n)-îïåðàòîð óìíîæåíèÿ äâîè÷íûõ n-ðàçðÿäíûõ ÷è-
ñåë, à ÷åðåç Σn,k áóëåâ (kn, k+m)-îïåðàòîð ñëîæåíèÿ n øòóê k-ðàçðÿäíûõ
÷èñåë, m = dlog2 ne.

Óòâåðæäåíèå 2.3. Ïóñòü m = dlog2 ne. Äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî êîíå÷íîãî

áàçèñà B ñïðàâåäëèâî

LB(Σn,k) � (k +m) logO(1) n · LB(Cn), LB(Mn) � LB(Σn,2n).

Äëÿ B ∈ {B0, B2} ñïðàâåäëèâî

DB(Σn,k) . DB(Cn) + log2(k + log n), DB(Mn) . DB(Σn,2n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâ

LB(Σ′
n,h) ≤ LB(Cn) · LB(Σ′

m,h), LB(Cn) � nO(1), LB(Σ′
n,h) � nO(1).

ãäå îïåðàòîð Σ′
n,h âû÷èñëÿåò ïåðâûå h ðàçðÿäîâ ñóììû n ÷èñåë. Ïåðâîå

èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðåòàöèåé ¾øêîëüíîãî¿ ìåòîäà ñëîæå-
íèÿ ÷èñåë, âòîðîå äîêàçàíî â [81], òðåòüå ÿâëÿåòñÿ èõ ñëåäñòâèåì. Âòîðîå
ñîîòíîøåíèå óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç øêîëüíîãî ìåòîäà óìíîæåíèÿ.

Â îöåíêå ãëóáèíû èñïîëüçóåòñÿ ðåçóëüòàò Õðàï÷åíêî [79], ïîçâîëÿþùèé
ñêëàäûâàòü k-ðàçðÿäíûå ÷èñëà ñ ãëóáèíîé (1 + o(1)) log2 k.

Îòìåòèì, ÷òî îñíîâàííûé íà ðåàëèçàöèè îïåðàòîðà Cn ìåòîä ïîëó÷å-
íèÿ îöåíêè ãëóáèíû óìíîæåíèÿ (î íåì ïîäðîáíåå ïîéäåò ðå÷ü íèæå) ïîä-
ðàçóìåâàåò ïîñòðîåíèå ñõåì äîñòàòî÷íî áîëüøîé, êâàäðàòè÷íîé, ñëîæíî-
ñòè. Ïîýòîìó íåìàëûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïàðàëëåëüíûå ìîäèôèêàöèè
áûñòðûõ ìåòîäîâ óìíîæåíèÿ ÷èñåë, ñêàæåì, ìåòîäîâ Êàðàöóáû [19], Òîî-
ìà [74] è Ø�åíõàãå�Øòðàññåíà [193], íå ïðèâîäÿùèå ê ñóùåñòâåííîìó ðî-
ñòó ñëîæíîñòè. Èìååòñÿ, ïî ìåíüøåé ìåðå, äâà ïîäõîäà ê ïàðàëëåëüíîìó
ïåðåñòðîåíèþ ÷èñëîâûõ àëãîðèòìîâ � îáà ñâÿçàíû ñ ïðèìåíåíèåì ñïåöè-
àëüíîãî êîäèðîâàíèÿ ÷èñåë, â êîòîðîì àääèòèâíûå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ
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ñ ãëóáèíîé O(1). Ïåðâûé ñïîñîá èñïîëüçóåò çàïèñü â çíàêîâîé ÷åòâåðè÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ è èçâåñòåí ñ 1960-õ ãã. [98], ñì. òàêæå [209]. Âî âòîðîì
ñïîñîáå, ïðåäëîæåííîì À. Â. ×àøêèíûì [87, 88], ÷èñëî u êîäèðóåòñÿ ïàðîé
÷èñåë (u1, u2), ðàçíîñòü êîòîðûõ äîñòàâëÿåò èñòèííîå çíà÷åíèå u = u1−u2.
Àêêóðàòíûå îöåíêè ãëóáèíû ïàðàëëåëüíûõ ìîäèôèêàöèé ìåòîäîâ Êàðà-
öóáû è Ø�åíõàãå�Øòðàññåíà òàêæå ïðèâåäåíû â [231].

Íàáîð ïîðîãîâûõ ôóíêöèé Tn = (T 1
n , . . . , T

n
n ) ñîñòàâëÿåò îïåðàòîð ñîð-

òèðîâêè n áóëåâûõ ïåðåìåííûõ. ×àùå âñòðå÷àåòñÿ çàäà÷à ñîðòèðîâêè ìíî-
ãîðàçðÿäíûõ ÷èñåë. Ý. Ø. Êîñïàíîâ [28] óêàçàë ýêîíîìíûé ñïîñîá ñâåäåíèÿ
ñîðòèðîâêè n øòóê m-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ê âû÷èñëåíèþ îïåðàòîðà Tn, ïîëó-
÷èâ âåðõíþþ îöåíêó ãëóáèíû DB0

(Tn) + (1 + o(1)) log2 n+ log2m.

Ñèíòåç ýôôåêòèâíûõ ñõåì

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ðåàëèçàöèè îïåðàòîðà Cn. Ïî÷òè âñå èçâåñòíûå
ýôôåêòèâíûå ïî ñëîæíîñòè è ãëóáèíå ôîðìóëû è ñõåìû äëÿ Cn ñòðîÿòñÿ
èç êîìïðåññîðîâ4 5. Äâîè÷íûé (k, l)-êîìïðåññîð øèðèíû 1 � ýòî ôîðìó-
ëà (èëè ñõåìà), ðåàëèçóþùàÿ áóëåâ îïåðàòîð (x1, . . . , xk) → (y1, . . . , yl),
îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì

∑
2aixi =

∑
2bjyj, ãäå k > l, ai, bj ∈ Z. (k, l)-

êîìïðåññîð ïðîèçâîëüíîé øèðèíû ñòðîèòñÿ èç ïàðàëëåëüíûõ êîïèé êîì-
ïðåññîðîâ øèðèíû 1 è ïîçâîëÿåò ñâîäèòü ñëîæåíèå k ÷èñåë ê ñëîæåíèþ
l ÷èñåë6. Äåéñòâèòåëüíî, k ÷èñåë xi = [xi

m−1, ..., x
i
0], 1 ≤ i ≤ k, ïàðàë-

ëåëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè (x1
j+a1

, . . . , xk
j+ak

) → (y1
j+b1

, . . . , yl
j+bl

), j ∈ Z,
ïåðåâîäÿòñÿ â l ÷èñåë yi = [yi

m+h, ..., y
i
0], 1 ≤ i ≤ l, ãäå h < log2 k, ñ ñî-

õðàíåíèåì ñóììû (âñå íå îïðåäåëåííûå ðàçðÿäû â ïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ
ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ).

Âûâîä âåðõíèõ îöåíîê ôîðìóëüíîé èëè ñõåìíîé ñëîæíîñòè èëè ãëóáè-
íû îïåðàòîðà Cn îáû÷íî ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: 1) êîíñòðóèðîâàíèå ïîä-
õîäÿùåãî (k, l)-êîìïðåññîðà (ïðè ìàëûõ k è l), 2) ñèíòåç ôîðìóëû (ñõåìû)
èç êîìïðåññîðîâ è âñïîìîãàòåëüíûõ ôîðìóë (ñõåì). Âòîðîé ýòàï â ñëó÷àå

4Çàïàäíûé òåðìèí äëÿ êîìïðåññîðà � CSA (carry save adder)
5Âïðî÷åì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîðîòêèõ ôîðìóë â áàçèñå B0 ïðèãîäíà ïðîñòàÿ êîíñòðóêöèÿ, îïèñàííàÿ

â [49, �22], [95, �V.2.8]. Ñ åå ïîìîùüþ íåñëîæíî âûâåñòè îöåíêè LB0(C2m,i) ≤
(
C i

m+i−1 − C i−2
m+i−1

)
· 8m

è, êàê ñëåäñòâèå, LB0(Cn) � n5, LB0(Sn) � n5.17.
6Ïîýòîìó äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå ìîæíî îãðàíè÷èòü êîìïðåññîðàìè øèðèíû 1.
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îöåíêè ñõåìíîé ñëîæíîñòè íå ïðåäñòàâëÿåò çàòðóäíåíèé, â ñëó÷àå îöåíêè
ñëîæíîñòè è ãëóáèíû ôîðìóë îí â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè óíèôèöèðîâàí â
ðàáîòàõ [168, 169, 171]. Ïîýòîìó â ëþáîì ñëó÷àå çàäà÷à ôàêòè÷åñêè ñâî-
äèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ýëåìåíòàðíûõ êîìïðåññîðîâ.

Ïðîñòåéøèì êîìïðåññîðîì ÿâëÿåòñÿ (3, 2)-êîìïðåññîð (äëÿ íåãî ïðèíÿ-
òî îáîçíà÷åíèå FA3 (full adder)). Îí ðåàëèçóåò ñóììó òðåõ áèòîâ ïî ïðàâè-
ëó x1 + x2 + x3 = 2y2 + y1. Èìåþòñÿ óïîìèíàíèÿ îá ýòîì êîìïðåññîðå (è î
êîìïðåññîðàõ âîîáùå) â êîíòåêñòå áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ ñóìì, îòíîñÿùèå-
ñÿ ê 1960 ã., íàïðèìåð [70], íî âîçìîæíî åñòü è áîëåå ðàííèå. Âïîñëåäñòâèè
ýòîò êîìïðåññîð è ïðèíöèï åãî ïðèìåíåíèÿ ïåðåîòêðûâàëñÿ â ðàáîòàõ ìíî-
ãèõ àâòîðîâ (ïåðå÷åíü ýòèõ ðàáîò ïðèâîäèòñÿ, íàïðèìåð, â [169]).

Ðåêîðäíûå îöåíêè ñëîæíîñòè è ãëóáèíû (êàê äëÿ ôîðìóë, òàê è äëÿ
ñõåì) ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè ñëîæíî óñòðîåííûõ êîìïðåññîðîâ. Â ÷àñòíî-
ñòè, èñïîëüçóåòñÿ èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñïîñîáîâ êîäèðîâêè
äâîè÷íûõ íàáîðîâ [203, 171] â êîíñòðóêöèÿõ êîìïðåññîðîâ. Ïðèìåðû ýô-
ôåêòèâíûõ êîìïðåññîðîâ ñ íåñêîëüêèìè òèïàìè êîäèðîâêè âõîäîâ è âûõî-
äîâ ïîñòðîåíû â [203] (ñëîæíîñòü ñõåì, âû÷èñëÿþùèõ ñóììó ïî ìîäóëþ 4,
íàä áàçèñîì B2), [171] (ãëóáèíà ôîðìóë íàä áàçèñîì B2), [122] (ñëîæíîñòü
ñõåì íàä áàçèñîì B2), [234] (ñëîæíîñòü ôîðìóë íàä áàçèñàìè B0 è B2).

Ïåðâûå àêêóðàòíûå îöåíêè ñëîæíîñòè è ãëóáèíû îïåðàòîðà Cn, à òàêæå
êëàññà ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé áûëè ïîëó÷åíû Â. Ì. Õðàï÷åíêî [81, 83]
(äëÿ áàçèñà B0). Ñåðèÿ ðàáîò ðàçíûõ àâòîðîâ 1970-õ ãã. áûëà ïîñâÿùåíà
óòî÷íåíèÿì îöåíîê â áàçèñå B2. Îáùèé ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó âåðõíèõ
îöåíîê ñëîæíîñòè è ãëóáèíû áûë ïðåäëîæåí â [169], à èìåííî, áûë óñòàíîâ-
ëåí îïòèìàëüíûé ñïîñîá ðàçìåùåíèÿ êîìïðåññîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ôîðìó-
ëû. Èçâåñòíûå âåðõíèå îöåíêè äëÿ îïåðàòîðà Cn è êëàññà ñèììåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 2 â õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå
(íåêîíñòðóêòèâíûå îöåíêè îòìå÷åíû ñèìâîëîì *).

Ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû àâòîðîì â [219, 220, 221]. Îöåíêè [219,
220] îñíîâàíû íà ïðîñòîì ïðèìåíåíèè ìîäóëÿðíîé àðèôìåòèêè7. Âìåñòî
ïðÿìîãî ïîäñ÷åòà àðèôìåòè÷åñêîé ñóììû σ áóëåâûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn

7Îòìåòèì, ÷òî ìîäóëÿðíàÿ àðèôìåòèêà óæå íàøëà ïðèìåíåíèå ïðè ðåàëèçàöèè ñèììåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé êîíòàêòíûìè ñõåìàìè, ñì., íàïðèìåð, [43].
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LB0
LB2

DB0
DB2

Cn

n4.62 [81]
n4.60 [168]
n4.57 [171]
n4.54 [234]
n4.47 [220]
n3.91 [221]*

n3.55 [175]
n3.42 [167]
n3.32 [173]
n3.16 [168]
n3.13 [171]
n3.06 [234]
n3.03 [220]
n2.84 [221]*

5.12 log n [83]
5.07 log n [168]
4.95 log n [170]
4.94 log n [136]
4.87 log n [219]
4.14 log n [221]*

4 log n, ôîëüêëîð
3.71 log n [168]
3.57 log n [170]
3.48 log n [171]
3.44 log n [136]
3.34 log n [219]
3.02 log n [221]*

Sn

n4.93 [81]
n4.85 [168]
n4.82 [234]
n4.48 [220]
n4.01 [221]*

n3.55 [175]
n3.42 [167]
n3.37 [173]
n3.30 [168]
n3.23 [234]
n3.04 [220]
n2.95 [221]*

4.88 log n [219]
4.24 log n [221]*

3.81 log n [168]
3.34 log n [219]
3.10 log n [221]*

Òàáëèöà 2: Âåðõíèå îöåíêè äëÿ îïåðàòîðà Cn è êëàññà Sn

âû÷èñëÿþòñÿ ÷èñëà (σ mod 2k) è (σ mod 3l), ãäå 2k · 3l > n, ïðè÷åì äëÿ
âû÷èñëåíèÿ (σ mod 3l) èñïîëüçóåòñÿ òðîè÷íàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ. Èñêîìîå
÷èñëî σ ìîæåò áûòü çàòåì îïðåäåëåíî ïðè ïîìîùè Êèòàéñêîé òåîðåìû îá
îñòàòêàõ. Ýôôåêòèâíîñòü ñïîñîáà îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ñàìûå ñëîæíûå
äëÿ ìåòîäà êîìïðåññîðîâ ðàçðÿäû ñóììû σ � ñòàðøèå � âû÷èñëÿþòñÿ
ïî÷òè ¾áåñïëàòíî¿ èç ìëàäøèõ ñðåäñòâàìè ìîäóëÿðíîé àðèôìåòèêè.

Â ðàáîòå [221] ïðåäëàãàåòñÿ åùå îäèí ïðèåì, óïðîùàþùèé ôîðìóëû.
Îí ñîñòîèò â äîïîëíèòåëüíîì ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè ñóììû σ. Îòðå-
çîê [0, n] íàêðûâàåòñÿ èíòåðâàëàìè äëèíû T . Çíà÷åíèå σ îïðåäåëÿåòñÿ ïî
íîìåðó èíòåðâàëà è îñòàòêàì σ mod 2k, σ mod 3l ïðè óñëîâèè 2k · 3l ≥ T .
Ðàçìåð ôîðìóë ñîêðàùàåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ñóììû
êîìïðåññîðàìè îñòàíàâëèâàåòñÿ ðàíüøå (êîãäà íàéäåííûõ ðàçðÿäîâ äîñòà-
òî÷íî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ÷èñëà ïî ìîäóëþ T ). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîìåðà èí-
òåðâàëà ïðèìåíÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ïðîöåäóðà, ïðåäëîæåííàÿ Ë. Âýëüÿí-
òîì [207], ïîýòîìó ïîëó÷åííûå îöåíêè îêàçûâàþòñÿ íåêîíñòðóêòèâíûìè.
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Îòìåòèì, ÷òî ïðèáëèæåííîå ñóììèðîâàíèå èñïîëüçóåòñÿ â øèðîêîì
ñïåêòðå çàäà÷ òåîðèè ñëîæíîñòè. Íàïðèìåð, èäåÿ ëîêàëèçàöèè çíà÷åíèé
ñóììû â èíòåðâàëàõ èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â [199] ïðè âû÷èñëåíèè ïîðî-
ãîâûõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé êîíòàêòíûìè ñõåìàìè.

MOD-ôóíêöèè

Èíòåðåñíûé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîäêëàññ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñî-
ñòàâëÿþò ýëåìåíòàðíûå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, êîòîðûå ìû äëÿ êðàòêî-
ñòè áóäåì íàçûâàòü MOD-ôóíêöèÿìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç MODm
n áóëåâ (n,m)-îïåðàòîð ñëîæåíèÿ n îäíîðàçðÿä-

íûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ m. Êîìïîíåíòû îïåðàòîðà � MOD-ôóíêöèè � îïðå-
äåëÿþòñÿ êàê

MODm,r
n (x) =

(
n∑

i=1

xi ≡ r mod m

)
, (2.2)

r ∈ Zm, ãäå x = (x1, . . . , xn).
Óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ MOD-ôóíêöèè, êàê è ïðîèçâîëü-

íîé ñèììåòðè÷åñêîé áóëåâîé ôóíêöèè, ñîñòîèò â ñâåäåíèè ê ðåàëèçàöèè
îïåðàòîðà Cn. Íî äëÿ êîíêðåòíûõ MOD-ôóíêöèé èçâåñòíû ëó÷øèå îöåí-
êè. Îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé ïðîñòîãî ìîäóëÿ m. Ñëîæíîñòü
MOD-ôóíêöèé ñ ñîñòàâíûì ìîäóëåì m îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ MOD-
ôóíêöèé äëÿ îòäåëüíûõ âçàèìíî ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé ÷èñëà m (Êèòàé-
ñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ). Ñëîæíîñòü MOD-ôóíêöèé ñ ïðèìàðíûìè ìî-
äóëÿìè pk îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ MOD-ôóíêöèé ñ ìîäóëåì p, à èìåííî

LB

(
MODpk

n

)
� no(1)LB(MODp

n), DB

(
MODpk

n

)
≤ DB(MODp

n) + o(log n)

ïðè ïîñòîÿííîì k, ñì. [129]. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòü ðàñ-
ñìîòðåíèå ïðîñòûìè m.

Èçâåñòíûå íèæíèå îöåíêè äëÿ m 6= 2k äàëåêî îòñòîÿò îò âåðõíèõ. À
èìåííî, LB0

(MODm
n ) � n2 (ñëåäñòâèå èç ìåòîäà [80]) è LB2

(MODm
n ) �

n log n ïðè m > 2 [129]. Äëÿ îöåíêè ãëóáèíû ïðåäëàãàåòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ
ñòàíäàðòíûì äëÿ áèíàðíûõ áàçèñîâ ñîîòíîøåíèåì DB(f) ≥ logLB(f).

Íåòðèâèàëüíûå âåðõíèå îöåíêè áûëè ïîëó÷åíû äëÿ ñëîæíîñòè ôîðìóë
â áàçèñå B2 ïðè m = 3, 5, 7 [157] è äëÿ ãëóáèíû â áàçèñå B0 ïðè m =
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3, 5, 11 [113]8.
Àâòîðîì â [222] ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ñèíòåçà ýôôåêòèâíûõ ôîð-

ìóë äëÿ MOD-ôóíêöèé, ñâîäÿùèéñÿ ê ïîñòðîåíèþ ïîêðûòèé ìàëîãî ðàíãà
äëÿ öèêëè÷åñêèõ (öèðêóëÿíòíûõ) áóëåâûõ ìàòðèö. Íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû
ñâåäåíû â òàáë. 3 (íåêîíñòðóêòèâíàÿ îöåíêà îòìå÷åíà ñèìâîëîì *).

m LB0
LB2

DB0
DB2

3 n2.59 [43] n2 [129, 157] 2.80 log n [222] 2 log n [161]

5 n3.22 [222]
n2.84 [221]*
n3 [157]

3.35 log n [222] 3 log n, ñëåäóåò èç [157]

7 n3.63 [222] n2.59 [157] 3.87 log n [222] 2.93 log n [222]

Òàáëèöà 3: Íàèëó÷øèå èçâåñòíûå âåðõíèå îöåíêè äëÿ îïåðàòîðîâ MODm
n

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè MODm,r
n -ôóíêöèé ñõåìàìè èç

ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íåòðèâèàëüíûå âåðõíèå îöåíêè èçâåñòíû òîëü-
êî â ñëó÷àå m ≤ 4, ñì. [151].

Íèæå â ðàçäåëàõ 2.3�2.5 èçëàãàþòñÿ êîíñòðóêòèâíûå ìåòîäû ñèíòåçà
ôîðìóë äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé [219, 220], íåêîíñòðóêòèâíûå îöåí-
êè ñëîæíîñòè è ãëóáèíû ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé [221] è ìåòîäû ñèíòåçà
ôîðìóë äëÿ MOD-ôóíêöèé [222].

Ôîðìóëû â k-àðíûõ áàçèñàõ

Ñ ïîçèöèè ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè (ãëóáèíû) ôîðìóë
ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â áàçèñå B0 ñàìûì ñèëüíûì èíñòðóìåíòîì ïî-
êà îñòàåòñÿ ìåòîä Õðàï÷åíêî [80]. Îí ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü êâàäðàòè÷íûå
íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè äëÿ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ ðàçíûå çíà÷åíèÿ â
ñðåäíèõ ñëîÿõ áóëåâà êóáà. (Â áîëåå âûðàçèòåëüíîì áàçèñå B2 ðåêîðäíûå
íèæíèå îöåíêè èìåþò âåëè÷èíó Ω(n log n) [129].)

Îöåíêà Õðàï÷åíêî ñâÿçàíà ñ ïîíÿòèåì ÷óâñòâèòåëüíîñòè áóëåâîé
ôóíêöèè f , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

s(f) = max
N⊂f−1(0), P⊂f−1(1)

|R(N,P )|2

|N | · |P |
, (2.3)

8Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà (äëÿ m = 11) óæå óñòóïàåò îáùåé îöåíêå ãëóáèíû ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.
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ãäå R(N,P ) � ìíîæåñòâî ïàð ñîñåäíèõ íàáîðîâ èçN è P , ò. å. îòëè÷àþùèõ-
ñÿ â îäíîé êîîðäèíàòå. Õðàï÷åíêî [80] äîêàçàë ñîîòíîøåíèå LB0

(f) ≥ s(f)

äëÿ ñòàíäàðòíîãî áàçèñà B0 = {∨,∧, }.
Ìàêñèìàëüíóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü s(f) = n2 ñðåäè ôóíêöèé n ïåðåìåí-

íûõ èìååò ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f = ln(x1, . . . , xn) = x1⊕ . . .⊕xn. Äðóãèå ïî-
ïóëÿðíûå ïðèìåðû � ôóíêöèÿ ãîëîñîâàíèÿmn(x1, . . . , xn) = (

∑
xi ≥ n/2),

äëÿ êîòîðîé s(mn) ∼ n2/4, ìîíîòîííûå ïîðîãîâûå ôóíêöèè âîîáùå, îïðå-
äåëèòåëü ìàòðèöû íàä GF (2), ñì. [80].

Â ðÿäå ðàáîò èçó÷àëàñü ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè è
ôóíêöèè ãîëîñîâàíèÿ â ïîëíûõ k-àðíûõ áàçèñàõ. Â îñíîâíîì íèæíèå îöåí-
êè ïîëó÷àëèñü ìåòîäîì ñæàòèÿ ôîðìóë ïðè ñëó÷àéíûõ ïîäñòàíîâêàõ, âîñ-
õîäÿùåì ê ðàáîòå Á.À. Ñóááîòîâñêîé [71]. Ïîëó÷àåìûå îöåíêè èìåþò âèä
LB(ln) = Ω

(
nΓB
)
, ãäå ΓB � ýêñïîíåíòà ñæàòèÿ áàçèñà B (ïîäðîáíåå îá

ýêñïîíåíòàõ ñæàòèÿ ñì., íàïðèìåð, â [145]).
Ñàìà Ñóááîòîâñêàÿ (Ìó÷íèê) [51] ïîëó÷èëà îöåíêè ΓB ≥ 1 + 1

3k−4

äëÿ íåêîòîðûõ k-àðíûõ áàçèñîâ B. Ñðåäè k-àðíûõ áàçèñîâ îñîáûé èíòå-
ðåñ ïðåäñòàâëÿåò ìàêñèìàëüíûé áàçèñ Uk, â êîòîðîì ñëîæíîñòü ëèíåéíîé
ôóíêöèè íåëèíåéíà. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî áàçèñ Uk ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè,
ïî êàæäîé ïåðåìåííîé ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùèå èëè ìîíîòîííî íåóáûâà-
þùèå, ò.å. ðîâíî òå ôóíêöèè, èç êîòîðûõ íåëüçÿ ïîëó÷èòü ëèíåéíóþ ôóíê-
öèþ äâóõ ïåðåìåííûõ ïóòåì ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò, èíâåðñèé è îòîæäåñòâ-
ëåíèé ïåðåìåííûõ. Òðèâèàëüíî âûïîëíÿåòñÿ Uk ⊂ Uk+1 ïðè ëþáîì k. Â
ñèëó îïðåäåëåíèÿ áàçèñ Uk ñòðîãî ýêâèâàëåíòåí9 áàçèñó èç âñåõ k-ìåñòíûõ
ìîíîòîííûõ ôóíêöèé è îòðèöàíèÿ.

Í.À. Ïåðÿçåâ [62] äîêàçàë, ÷òî ΓUk
≥ 1 + 1

3k−4 . Ïîòîì ýòîò ðåçóëü-
òàò áûë íåçàâèñèìî ïîëó÷åí Ä.Þ. ×åðóõèíûì [89] (ñì. òàêæå [92]), à
òàêæå Õ. ×îêëåð è Ó. Öâèêîì [114]. Äëÿ áàçèñà U3 àâòîðû [114] äîêà-
çàëè áîëåå ñèëüíóþ îöåíêó ΓU3

≥ 4/3. Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ïðèâîäèò ê
íàèëó÷øåé èçâåñòíîé îöåíêå ñëîæíîñòè ëèíåéíîé ôóíêöèè â òåðíàðíîì
áàçèñå LU3

(ln) = Ω
(
n4/3

)
. Â ðàáîòå [91] ×åðóõèí âûïîëíèë êëàññèôèêà-

öèþ k-àðíûõ áàçèñîâ îòíîñèòåëüíî ñëîæíîñòè ëèíåéíîé ôóíêöèè: â ëþ-
9Áàçèñû B1 è B2 íàçûâàþòñÿ ñòðîãî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè LB1(f) = LB2(f) äëÿ ëþáîé ïðåäñòàâè-

ìîé â íèõ ôóíêöèè f .
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áîì áàçèñå B âûïîëíåíî ëèáî LB(ln) = Θ(n), ëèáî LB(ln) = Θ(n2), ëèáî
nβ � LB(ln) � nγ ïðè íåêîòîðûõ 1 < β < γ < 2. Çäåñü LUk

(ln) = Θ(nβ).
Âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ëèíåéíîé ôóíêöèè LU3

(ln) � n1.74 ïîëó÷åíà
â ðàáîòå [114] è òàêæå ôàêòè÷åñêè ñîäåðæèòñÿ â [91]. Äëÿ ôóíêöèè ãîëî-
ñîâàíèÿ Ê. Óåíî [205] ïîëó÷èë âåðõíþþ îöåíêó LU3

(mn) � n3.8. Îòìåòèì,
÷òî ýòà îöåíêà ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî ïîíèæåíà ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ
èç [220, 221].

Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ïåðå÷èñëèì èçâåñòíûå îöåíêè ñëîæíîñòè ôóíê-
öèè ãîëîñîâàíèÿ â ìîíîòîííûõ áàçèñàõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåçMk áàçèñ èç âñåõ
k-ìåñòíûõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé. Â ñëó÷àå k = 3 èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ
nlog2 3 � LM3

(mn) � n4.3. Íèæíÿÿ îöåíêà ïîëó÷åíà Ì.Ì. Ðîõëèíîé â [64], à
âåðõíÿÿ � À. Ãóïòîé è Ñ. Ìàõàäæàíîì â [137]. Â ðàáîòå [137] óñòàíîâëåíà
è îáùàÿ îöåíêà âèäà LMk

(mn) � n3+c/ ln k.
Àâòîðîì â [229] ïðåäëîæåí îáîáùàþùèé [80] ìåòîä îöåíêè ñëîæíîñòè

ôîðìóëû ÷åðåç ÷óâñòâèòåëüíîñòü ôóíêöèè. Äëÿ áóëåâà áàçèñà B îïðåäå-
ëèì ýêñïîíåíòó Õðàï÷åíêî χB êàê ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî χ, òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè f , âûðàçèìîé â áàçèñå B, âûïîëíåíî10

LB(f) ≥ sχ(f). (2.4)

Èç îïðåäåëåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóþò îöåíêè LB(ln) = Ω
(
n2χB

)
, LB(mn) =

Ω
(
n2χB

)
.

Âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ χB ≥ 1/2, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f , ñóùå-
ñòâåííî çàâèñÿùåé îò n ïåðåìåííûõ, LB(f) ≥ n è s(f) ≤ n2. Äëÿ ïîëíûõ
áèíàðíûõ áóëåâûõ áàçèñîâ çíà÷åíèÿ ýêñïîíåíò Õðàï÷åíêî äîñòàâëÿþò èç-
âåñòíûå êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû: χB = 1 äëÿ B ⊂ U2 è χB = 1/2 äëÿ
ïðî÷èõ áàçèñîâ. Äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî k-àðíîãî áàçèñà B, íå ñîäåðæàùåãî-
ñÿ â Uk, òðèâèàëüíî âûïîëíåíî χB = 1/2 (òàê êàê ñëîæíîñòü ëèíåéíîé
ôóíêöèè â áàçèñå B ëèíåéíà).

Â ðàáîòå [229] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ëþáîì k ≥ 2 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

1

2
+

1

10 ln k
≤ χUk

≤ 1

2
+

1

2 log(k/2)
.

10Ìàêñèìóì ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ïîäõîäÿùèõ ÷èñåë χ îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî.
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Íèæíÿÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå èç áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà î
ñïåöèàëüíûõ ìåðàõ ñëîæíîñòè äâóäîëüíûõ ãðàôîâ. Äëÿ òåðíàðíîãî áàçè-
ñà óñòàíîâëåíû áîëåå òî÷íûå îöåíêè 0.769 ≤ χU3

≤ log4 3 ≈ 0.792. Êàê
ñëåäñòâèå, ïðè ëþáîì k ≥ 2 èìååò ìåñòî

LUk
(ln), LUk

(mn) ∈ Ω
(
n1+1/(5 ln k)

)
,

(óêàçàííàÿ îöåíêà ñèëüíåå ðàíåå èçâåñòíûõ ïðè k ≥ 4), à ïðè k = 3 ñïðà-
âåäëèâî

LU3
(ln), LU3

(mn) ∈ Ω
(
n1.538) .

Ïðîñòûå âåðõíèå îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî íà ñàìîì äåëå LUk
(ln) =

O
(
n1+c/ ln k

)
ïðè ëþáîì k è ïîäõîäÿùåé êîíñòàíòå c. Ýòè ðåçóëüòàòû èçëî-

æåíû â ðàçäåëå 2.6.

2.2 Ãëóáèíà è ñëîæíîñòü ìîíîòîííûõ ôîðìóë

Êàê è â ðàáîòàõ [196, 120], íèæíÿÿ îöåíêà ãëóáèíû äîêàçûâàåòñÿ äëÿ áåñ-
ïîâòîðíûõ ôóíêöèé, ò. å. âûðàæàåìûõ ôîðìóëàìè, â êîòîðûõ ïåðåìåííûå
íå ïîâòîðÿþòñÿ. (Íà ñàìîì äåëå, ïðè âûâîäå êàê íèæíèõ, òàê è âåðõíèõ
îöåíîê êîíñòàíò cB äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ áåñïîâòîðíûìè ôóíêöèÿìè.)
Ñòðàòåãèÿ ðàññóæäåíèÿ ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè äâóõ ãëàâíûõ ïîäôîðìóë
ìèíèìàëüíîé ïî ãëóáèíå ôîðìóëû äëÿ äàííîé ôóíêöèè. Äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî ëèáî îäíà èç ïîäôîðìóë ñîäåðæèò áåñïîâòîðíóþ ôóíêöèþ, ¾ïîõîæóþ¿
íà èñõîäíóþ (ò. å. ïðè ïåðåõîäå íà ìåíüøóþ ãëóáèíó ôóíêöèÿ íå ñèëüíî
óïðîùàåòñÿ), ëèáî ñóììàðíîå ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, îò êîòîðûõ
çàâèñÿò äâå ïîäôóíêöèè, ðåàëèçóåìûå ãëàâíûìè ïîäôîðìóëàìè, çàìåòíî
âîçðàñòàåò. Ýòî ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñëîæíîñòü ôîðìóë ïðè ðàçëè÷íûõ îãðà-
íè÷åíèÿõ íà ãëóáèíó è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî ñëîæíîñòü ôîð-
ìóëû ãëóáèíû d íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì 2d.

Ìåòîä ðàáîòàåò è â ìîíîòîííîì àðèôìåòè÷åñêîì áàçèñå BA, ïîçâîëÿÿ
ïîëó÷àòü ïîòåíöèàëüíî áîëåå âûñîêèå íèæíèå îöåíêè, ÷åì â áóëåâîì ñëó-
÷àå, îäíàêî óñòóïàþùèå óæå èçâåñòíûì îöåíêàì äëÿ ýòîãî áàçèñà.
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2.2.1 Ðàñùåïëåíèå ìîíîòîííûõ ôóíêöèé

Ïðèìåì ñîãëàøåíèå î òîì, ÷òî çàïèñü X = α, ãäå α ∈ {0, 1}, îçíà÷àåò, ÷òî
âìåñòî âñåõ ïåðåìåííûõ ãðóïïû X ïîäñòàâëåíà êîíñòàíòà α.

Íàïîìíèì, ÷òî ìîíîì xS =
∏

i∈S xi íàçûâàåòñÿ èìïëèêàíòîé ìîíîòîí-
íîé áóëåâîé ôóíêöèè f , åñëè f ≥ xS. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðè ëþáîì i ∈ S
ñâîéñòâî f ≥ xS\{i} íå âûïîëíåíî, òî xS íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé èìïëèêàíòîé
ôóíêöèè f .

Â îñíîâå ñòðàòåãèè äîêàçàòåëüñòâà ëåæèò

Ëåììà 2.1. Ïóñòü f, g � îòëè÷íûå îò êîíñòàíò ìîíîòîííûå áóëåâû

ôóíêöèè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãðóïï ïåðåìåííûõ X, Y . Òîãäà, åñëè

f(X) ∨ g(Y ) = p(X, Y ) · q(X, Y ),

ãäå p, q � ìîíîòîííûå ôóíêöèè, òî ëèáî p(X, 0) = f(X), ëèáî q(0, Y ) =

g(Y ); ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì, ëèáî q(X, 0) = f(X), ëèáî p(0, Y ) = g(Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p è q îòëè÷íû îò êîíñòàíò (èíà÷å c î÷åâèäíîñòüþ
óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî). Çàïèøåì p = pX ∨ pY ∨ pXY è q = qX ∨
qY ∨ qXY , ãäå pX = p(X, 0), qX = q(X, 0), pY = p(0, Y ), qY = q(0, Y ), à
ôóíêöèè pXY è qXY îáúåäèíÿþò ïðîñòûå èìïëèêàíòû ôóíêöèé p è q, â
êîòîðûå âõîäÿò ïåðåìåííûå êàê èç X, òàê è èç Y .

Ïî ïîñòðîåíèþ, pXqX = f è pY qY = g. Â ÷àñòíîñòè, pX ≥ f è qY ≥ g. Íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî pX 6= f , ò. å. pX ñîäåðæèò íåêî-
òîðóþ èìïëèêàíòó I, êîòîðîé íåò ó ôóíêöèè f . Åñëè ïðè ýòîì qY ñîäåðæèò
èìïëèêàíòó J , êîòîðîé íåò ó g, òî ïðîèçâåäåíèå pq ñîäåðæèò èìïëèêàíòó
IJ , êîòîðîé íåò ó f(X) ∨ g(Y ), ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó qY ≤ g. Ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî îäíîâðåìåííî âûïîëíåíî qY ≥ g, ïîëó÷àåì qY = g. Ðàññóæäàÿ
ñèììåòðè÷íî, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ëèáî qX = f , ëèáî pY = g.

Â ñèëó ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè (ñì., íàïðèìåð, [95]) àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðåäñòàâëåíèé òèïà f(X)g(Y ) = p ∨ q.

Ñîäåðæàòåëüíî, ëåììà óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ëèáî ôóíêöèè p è q èìåþò
îáùèå ïîäôóíêöèè (ò. å. ñóììàðíîå ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ó p
è q áîëüøå, ÷åì ó èñõîäíîé ôóíêöèè f ∨ g), ëèáî îäíà èç ôóíêöèé p è q
ñîäåðæèò f è g â êà÷åñòâå ïîäôóíêöèé.
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2.2.2 Íèæíÿÿ îöåíêà

Ïóñòü t ≥ 2 � ïàðàìåòð. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîáùåííûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷-
÷è Φ

(t)
k çàäàäèì ñîîòíîøåíèåì Φ

(t)
n = Φ

(t)
n−1 +Φ

(t)
n−t è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

Φ
(t)
1−t = . . . = Φ

(t)
0 = 1.

Ïîñòðîèì ñïåöèàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé f∨k , f∧k . Ôóíêöèè
ñ èíäåêñîì k çàâèñÿò îò Φ

(t)
k ïåðåìåííûõ. Ïðè k ≤ 0 ïîëîæèì f∨k (x) =

f∧k (x) = x, à äàëåå îïðåäåëèì ðåêóðñèâíî êàê

f∨k (X,Y ) = f∧k−1(X) ∨ f∧k−t(Y ), f∧k (X, Y ) = f∨k−1(X) · f∨k−t(Y ), (2.5)

ãäå X, Y � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ãðóïïû èç ñîîòâåòñòâåííî Φ
(t)
k−1 è Φ

(t)
k−t ïåðå-

ìåííûõ. Ïî ïîñòðîåíèþ, ôóíêöèè f∨k è f∧k äâîéñòâåííû11.
Ïðåäëàãàåìûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ¾òðóäíîðàñïàðàëëåëèâàåìûõ¿ ôóí-

êöèé (2.5) ñîçâó÷åí ïðèìåðó èç [120]. ×åðåäîâàíèå îïåðàöèé ïðèìåíÿåòñÿ,
÷òîáû â îñíîâíîé ôîðìóëå íå âîçíèêàëè âûðàæåíèÿ òèïà êîíúþíêöèè èëè
äèçúþíêöèè áîëüøîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ � òàêèå âûðàæåíèÿ äîïóñêàëè áû
ïðîñòóþ áàëàíñèðîâêó ïî ãëóáèíå. Âàæíî, ÷òîáû ñëîæíîñòü ñëàãàåìûõ â
ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóë (2.5) ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àëàñü � òîãäà âû÷èñëåíèÿ
ïðÿìî ïî ýòèì ôîðìóëàì ñòàíîâÿòñÿ íåâûãîäíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ãëóáè-
íû. È íàïðîòèâ, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ôóíêöèé
f∨k , f

∧
k äîëæíà èäòè âðàçðåç ñ èõ åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé, ïðèâîäÿ ê èçáû-

òî÷íîé ñëîæíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçíèöà ñëîæíîñòè ñëàãàåìûõ â (2.5)
íå äîëæíà áûòü ÷ðåçìåðíî áîëüøîé, òàê êàê âûðàæåíèÿ âèäà fg∨h ìîæíî
âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå (f ∨ h)(g ∨ h), äîñòàòî÷íî ýêîíîìíîé â ñëó÷àå, êî-
ãäà h � ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíèå ïîñëåäíèõ äâóõ
óñëîâèé ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíî ãðàìîòíûì âûáîðîì ïàðàìåòðà t.

Äàëåå, äëÿ óäîáñòâà ðàññóæäåíèé áóäåì ðàáîòàòü ñ ðàñøèðåííûì êîí-
ñòàíòàìè áàçèñîì B′

M = BM ∪ {0, 1}. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êîíñòàíòû
áåñïîëåçíû äëÿ ðåàëèçàöèè îòëè÷íûõ îò êîíñòàíò ôóíêöèé: èõ ìîæíî óäà-
ëèòü èç ëþáîé ôîðìóëû, íå óâåëè÷èâàÿ ñëîæíîñòü è ãëóáèíó. Ïîýòîìó è
êîíñòàíòà ðàâíîìåðíîñòè îäíà è òà æå äëÿ áàçèñîâ BM è B′

M .
11Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèè f(X) è g(X) íàçûâàþòñÿ äâîéñòâåííûìè, åñëè f(X) = g(X), ãäå X �

âåêòîð èç îòðèöàíèé ïåðåìåííûõ X.
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Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè f∨k , f∧k âûðàæàþòñÿ áåñïîâòîðíû-
ìè ôîðìóëàìè îò Φ

(t)
k ñâîèõ ïåðåìåííûõ. Ýòè ôîðìóëû (ïðè k ≥ 0) èìåþò

ãëóáèíó k ∼ logφ 2 · log Φ
(t)
k , ãäå φ � åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü

ìíîãî÷ëåíà xt − xt−1 − 1.
×åðåç ν0

d(f) è ν1
d(f) îáîçíà÷èì ìèíèìóì ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ôóíê-

öèè f ôîðìóëàìè íàä B′
M ãëóáèíû íå áîëåå d ñ âíåøíåé îïåðàöèåé äèçú-

þíêöèè è, ñîîòâåòñòâåííî, êîíúþíêöèè. Òîãäà νd(f) = min{ν0
d(f), ν1

d(f)}
îçíà÷àåò ïðîñòî ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ôóíêöèè f ôîðìóëàìè ãëóáèíû íå
âûøå d. Åñëè ðåàëèçàöèÿ ñ ãëóáèíîé d íåâîçìîæíà, òî ôîðìàëüíî ïîëîæèì
νd(f) = ∞. Â ñèëó äâîéñòâåííîñòè,

ν0
d(f

∨
k ) = ν1

d(f
∧
k ), ν1

d(f
∨
k ) = ν0

d(f
∧
k ). (2.6)

Äëÿ êîìïàêòíîñòè îáîçíà÷åíèé ïîëîæèì fk = f∨k .
Íàøà äàëüíåéøàÿ öåëü � ïîëó÷åíèå íèæíåé îöåíêè äëÿ νd(fk). Òîãäà

èç íåðàâåíñòâà νd(fk) > 2d èçâëåêàåòñÿ îöåíêà ãëóáèíû DBM
(fk) > d.

Ñëåäóþùèé ôàêò îòíîñèòåëüíî ñëîæíîñòè ôîðìóë òðèâèàëåí.

Óòâåðæäåíèå 2.4. Ïóñòü g1, . . . , gs � ïîäôóíêöèè ôóíêöèè f , ïîïàðíî

íå èìåþùèå îáùèõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà να
d (f) ≥ να

d (g1) + . . . + να
d (gs), ãäå

α ∈ {0, 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó F , íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ îöåí-
êà να

d (f). Ïîäñòàâëÿÿ êîíñòàíòû â ýòó ôîðìóëó, ïîëó÷èì ôîðìóëó Fi äëÿ
êàæäîé ïîäôóíêöèè gi. Ïî óñëîâèþ, ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ x ôóíêöèè f ìî-
æåò âñòðå÷àòüñÿ íå áîëåå ÷åì â îäíîé ôîðìóëå Fi. Ïðè ýòîì ïî ïîñòðîåíèþ
÷èñëî âõîæäåíèé x â ôîðìóëû F è Fi îäèíàêîâî.

Äàëåå ýòî óòâåðæäåíèå ìû áóäåì êîìáèíèðîâàòü ñ îöåíêîé ñëîæíîñòè
ôîðìóëû ÷åðåç ñóììó ñëîæíîñòåé ïîäôîðìóë.

Ëåììà 2.2. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

ν0
d(fk) ≥ ν1

d(fk−1) + ν1
d(fk−t). (2.7)

ν1
d(fk) ≥ min{ 2νd−1(fk−1) + ν0

d(fk−t),

2νd−1(fk−t) + ν0
d(fk−1), νd−1(fk−1) + νd−1(fk−t) }. (2.8)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå (2.7) âûïîëíåíî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèé fk, óòâåðæäåíèÿ 2.4 è ñâîéñòâà (2.6). Âòîðîå ñîîòíîøåíèå óñòàíàâëè-
âàåòñÿ ïðè ïîìîùè ëåììû 2.1. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ìèíèìàëüíîé ñëîæ-
íîñòè ñ âíåøíèì ýëåìåíòîì êîíúþíêöèè, ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ fk =

f∧k−1(X) ∨ f∧k−t(Y ) ïðè îãðàíè÷åíèè d íà ãëóáèíó. Ïóñòü p, q � ôóíêöèè,
ðåàëèçóåìûå íà âõîäàõ ôèíàëüíîãî ýëåìåíòà.

Ñîãëàñíî ëåììå 2.1, âûïîëíåíî îäíî èç òðåõ. Åñëè p(X, 0) = q(X, 0) =

f∧k−1(X), òî ñ ó÷åòîì óòâåðæäåíèÿ 2.4 è (2.6) âåëè÷èíà ν1
d(fk) îöåíèâàåò-

ñÿ ñíèçó ïåðâûì âûðàæåíèåì ïîä çíàêîì ìèíèìóìà â (2.8). Èíà÷å, åñëè
p(0, Y ) = q(0, Y ) = f∧k−t(Y ), òî âåëè÷èíà ν1

d(fk) îöåíèâàåòñÿ âòîðûì âû-
ðàæåíèåì â (2.8). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, ñêàæåì, äëÿ ôóíêöèè p âûïîëíåíî
p(X, 0) = f∧k−1(X) è p(0, Y ) = f∧k−t(Y ). Òàê ïîëó÷àåì òðåòüå âûðàæåíèå
â (2.8).

Òåîðåìà 2.2. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå: cBM
> 1.06.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíà íà ñòàíäàðòíîì
ïðèåìå: äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû νd(fk) (ïî èíäóêöèè ïðè ïîìîùè ëåììû 2.2)
ïîäáåðåì ïîäõîäÿùåå ïðîñòîå âûðàæåíèå, â íàøåì ñëó÷àå çàâèñÿùåå îò
d, k, ïàðàìåòðà t è âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ a > 1, c > 0 è γ.

Îáîçíà÷èì rd,k = cak−γdφk. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå ïà-
ðàìåòðîâ t, a, c, γ ñïðàâåäëèâî

ν1
d(fk) ≥ rd,k, νd(fk), ν

0
d(fk) ≥ rd,k−1 + rd,k−t. (2.9)

Áîëåå òî÷íî, ìû îïðåäåëèì óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ (2.9) çà-
âåäîìî âûïîëíåíî.

Ïî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èí rd,k è â ñèëó (aφ)t > (aφ)t−1 + 1 ñïðàâåäëèâî

rd,k ≥ rd,k−1 + rd,k−t. (2.10)

Çíà÷èò, äëÿ ν1
d(fk) èñïîëüçóåòñÿ áîëåå âûñîêàÿ îöåíêà, ÷åì äëÿ ν0

d(fk). Ïî-
ýòîìó ìû îöåíèâàåì νd(fk) òàê æå, êàê ν0

d(fk).
Ïðè çàäàííûõ t, γ è a êîíñòàíòà c îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òîáû çàÿâëåííûå

îöåíêè âûïîëíÿëèñü ïðè k ≤ t è äîïóñòèìûõ d (ïîñêîëüêó íå èìååò ñìûñëà
ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ d ≥ k, òî îñòàâøèõñÿ ïàð k, d � êîíå÷íîå ÷èñëî).
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Î÷åâèäíî, c > 0, òàê êàê âñå âåëè÷èíû νd(fk) ïîëîæèòåëüíû, à èõ ÷èñëî
êîíå÷íî.

Äàëåå, ñ÷èòàÿ, ÷òî t, γ è a âûáðàíû ïîäõîäÿùèì îáðàçîì, ïðèìåíÿåì
èíäóêöèþ ïî d + k. Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå òîãî,
÷òî îöåíêè (2.9) íå ïðîòèâîðå÷àò íåðàâåíñòâàì (2.7) è (2.8).

Ñîîòíîøåíèå (2.7) óäîâëåòâîðåíî àâòîìàòè÷åñêè âèäîì âûáðàííîé
îöåíêè äëÿ ν0

d(fk). Ðàññìîòðèì (2.8). Ïåðâîå âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ìè-
íèìóìà â (2.8) âñåãäà áîëüøå òðåòüåãî. Äåéñòâèòåëüíî,

2νd−1(fk−1) + ν0
d(fk−t) > 2νd−1(fk−1) ≥ νd−1(fk−1) + νd−1(fk−t).

Òîãäà (2.9) áóäåò ñîãëàñîâàíî ñ (2.8), åñëè rd,k íå ïðåâîñõîäèò îöåíêè
âåëè÷èíû äâóõ ïîñëåäíèõ âûðàæåíèé ïîä çíàêîì ìèíèìóìà, ò. å. ñïðàâåä-
ëèâî

rd,k ≤ rd,k−2 + rd,k−t−1 + 2rd−1,k−t−1 + 2rd−1,k−2t,

rd,k ≤ rd−1,k−2 + 2rd−1,k−t−1 + rd−1,k−2t,

èëè, åñëè çàïèñàòü èíà÷å,

(aφ)2t ≤ (aφ)2t−2 + (aφ)t−1 + 2aγ((aφ)t−1 + 1), (2.11)

a−γ(aφ)2t ≤ (aφ)2t−2 + 2(aφ)t−1 + 1. (2.12)

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (2.9) èìåþò ìåñòî, åñëè âûïîë-
íåíû íåðàâåíñòâà (2.11) è (2.12).

Òåïåðü íåñëîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ãëóáèíû ôóíêöèè fk. Íåðàâåíñòâî
νd(fk) > 2d âûòåêàåò èç rd,k ≥ c′2d ïðè íåêîòîðîé êîíñòàíòå c′. Ïîñëåäíåå
èìååò ìåñòî ïðè d = k · log(aφ)

1+γ log a −O(1). Êàê ñëåäñòâèå,

DBM
(fk) ≥

log(aφ) · k
1 + γ log a

−O(1) =
1 + logφ a

1 + γ log a
log Φ

(t)
k −O(1). (2.13)

Ñ öåëüþ ìàêñèìèçàöèè îöåíêè (2.13) âûáåðåì t = 250, ïðè ýòîì
φ ≈ 1.016596. Òîãäà óñëîâèÿ (2.11) è (2.12) âûïîëíåíû, íàïðèìåð, ïðè
a = 1.00134 è γ = 8.93. Ïðè ïîäñòàíîâêå âûáðàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
ïîëó÷àåì DBM

(fk) > 1.063 log Φ
(t)
k −O(1).
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2.3 Êîíñòðóêòèâíûå âåðõíèå îöåíêè äëÿ ñèììåòðè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé. Ìîäóëÿðíûé ìåòîä

2.3.1 Îïèñàíèå ìåòîäà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(3)
n (x1, . . . , xn) =

(
C

(3)
n,m−1, ..., C

(3)
n,0

)
, m = dlog3(n + 1)e,

áóëåâ (n, 2m)-îïåðàòîð âû÷èñëåíèÿ àðèôìåòè÷åñêîé ñóììû áóëåâûõ ïåðå-
ìåííûõ x1, . . . , xn â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Êîìïîíåíòà C

(3)
n,i ÿâëÿåòñÿ

2-áèòíûì êîäîì ñîîòâåòñòâóþùåé öèôðû èç òðîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü 2k · 3l > n. Äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî êîíå÷íîãî áàçèñà B

ñïðàâåäëèâî

LB(Cn) � 2O(log2 log n)

(
k−1∑
i=0

LB(Cn,i) +
l−1∑
i=0

LB

(
C

(3)
n,i

))
,

DB(Cn) ≤ DB

(
Cn,k−1, . . . , Cn,0, C

(3)
n,l−1, . . . , C

(3)
n,0

)
+O(log2 log n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ Cn ïåðåïèøåì ÷èñëî
[
C

(3)
n,l−1, ..., C

(3)
n,0

]
â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ è âûïîëíèì âîññòàíîâëåíèå ðåçóëüòàòà èç
îñòàòêîâ ïî ìîäóëÿì 2k è 3l. Ïåðåçàïèñü O(log n)-ðàçðÿäíîãî ÷èñëà èç îä-
íîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ â äðóãóþ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ìåòîäîì ¾äåëå-
íèÿ ïîïîëàì¿ À. Ø�åíõàãå, ñì. [8, Ãë. 14]. Ñëåäóþùèé øàã ðåàëèçóåòñÿ ïðè
ïîìîùè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì O(log n)-
ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ñîãëàñíî òîæäåñòâó

(σ mod 2k · 3l) = (σ mod 2k) + 2k
(
τ
(
(σ mod 3l)− (σ mod 2k)

)
mod 3l

)
,

ãäå êîíñòàíòà τ îïðåäåëÿåòñÿ ñðàâíåíèåì τ2k ≡ 1 mod 3l. Âñå ïåðå÷èñëåí-
íûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ðåàëèçóþòñÿ ñ ãëóáèíîé O

(
log2 log n

)
,12 ïî-

ýòîìó óâåëè÷èâàþò ñëîæíîñòü ôîðìóë, ðåàëèçóþùèõ âõîäû, â 2O(log2 log n)

ðàç.
12Ãëóáèíà ïðåîáðàçîâàíèÿ N -ðàçðÿäíûõ ÷èñåë èç îäíîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ â äðóãóþ ïî ïîðÿäêó

íå áîëåå ÷åì â log N ðàç ïðåâîñõîäèò ãëóáèíó óìíîæåíèÿ. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì ñâîäèòñÿ ê äâóì óìíî-
æåíèÿì è íåñêîëüêèì ñëîæåíèÿì (ñì., íàïðèìåð, [8, Ãë. 16]), ïîýòîìó èìååò ãëóáèíó ïî ïîðÿäêó íå
áîëüøóþ, ÷åì ãëóáèíà óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ. Ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå èìåþò ãëóáèíó O(log N), ñì.,
íàïðèìåð, [88, �10.1], [124, �2.5]. Óìíîæåíèå N -ðàçðÿäíûõ ÷èñåë âûïîëíÿåòñÿ ñ ãëóáèíîé O(log N),
íàïðèìåð, ìåòîäîì êîìïðåññîðîâ, ñì. òàêæå [88, �10.3].
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Ïðîèçâîëüíóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
ôóíêöèþ ðàçðÿäîâ ÷èñëà σ2 = σ mod 2k è êîäà ÷èñëà σ3 = σ mod 3l è
äàëåå ðåàëèçîâàòü ìåòîäîì êàñêàäîâ. Äëÿ ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè òðå-
áóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíî âûïîëíèòü ñïåöèàëüíóþ ïåðåêîäèðîâêó ÷èñëà σ3.
Òðîè÷íàÿ êîäèðîâêà íå ïîäõîäèò, ïîòîìó ÷òî ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íîé. Ïå-
ðåõîä ê äâîè÷íîé (êàê â ëåììå 2.3) óñòðàíÿåò èçáûòî÷íîñòü, íî ïðèâîäèò
ê íåæåëàòåëüíîìó âûðàâíèâàíèþ ñëîæíîñòè, è òàêæå ãëóáèíû ðàçðÿäîâ
êîäà. Îäíàêî ìîæíî óêàçàòü ¾êîìïðîìèññíóþ¿ êîäèðîâêó, àñèìïòîòè÷å-
ñêè îïòèìàëüíóþ ïî äëèíå è ñîõðàíÿþùóþ íåðàâíîìåðíîñòü ñëîæíîñòåé
è ãëóáèí ðàçðÿäîâ, ïðèñóùóþ èñõîäíîìó òðîè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ ÷èñ-
ëà σ3.3 Äëÿ ýòîãî ÷èñëî ñëåäóåò ðàçáèòü íà äîñòàòî÷íî äëèííûå áëîêè è
ïåðåêîäèðîâàòü èõ â äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ïóñòü l = λb, ãäå λ, b ∈ N, è b = Θ(log n/ log log n). Ïåðåïèøåì ÷èñëî
σ3 = σ mod 3l â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì 3b, ãäå öèôðû ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ äâîè÷íûìè ÷èñëàìè. Îáîçíà÷èì êîìïîíåíòû îïåðàòîðà, âû÷èñëÿ-
þùåãî σ3 â óêàçàííîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, ÷åðåç C

(3b)
n,i , i = 0, . . . , λµ− 1, ãäå

µ = db log2 3e. Ïðè ýòîì, êàê ñëåäóåò èç àëãîðèòìà ñìåíû ñèñòåìû ñ÷èñëå-
íèÿ, ñì. âûøå â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.3,

LB

(
C

(3b)
n,jµ

)
, . . . , LB

(
C

(3b)
n,jµ+µ−1

)
∈ 2O(log2 b) · max

0≤i<b
LB

(
C

(3)
n,jb+i

)
,

DB

(
C

(3b)
n,jµ

)
, . . . , DB

(
C

(3b)
n,jµ+µ−1

)
≤ max

0≤i<b
DB

(
C

(3)
n,jb+i

)
+O(log2 b),

ãäå B � ïðîèçâîëüíûé ïîëíûé êîíå÷íûé áàçèñ. Êîä äëÿ ÷èñëà σ òåïåðü
áóäåò ñîñòîÿòü èç k + λµ = (1 + O(1)/b) log n+ O(1) = log n+ O(log log n)

áèò.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rn(x1, ..., xn) = (Rn,n−1, . . . , Rn,0) îïåðàòîð óïîðÿäî-

÷åíèÿ íàáîðà èç n ÷èñåë: Rn,n−1 ≥ . . . ≥ Rn,0.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü 2k · 3λb > n, µ = db log2 3e, s = k + µλ, B ∈ {B0, B2}.
3Íåðàâíîìåðíîñòü èìååò ìåñòî, åñëè σ3 âû÷èñëåíî ìåòîäîì êîìïðåññîðîâ, ñì. íèæå.
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Ïîëîæèì

(Ls−1, . . . , L0) =

Rs

(
LB(Cn,k−1), . . . , LB(Cn,0), LB

(
C

(3b)
n,µλ−1

)
, . . . , LB

(
C

(3b)
n,0

))
,

(Ds−1, . . . , D0) =

Rs

(
DB(Cn,k−1), . . . , DB(Cn,0), DB

(
C

(3b)
n,µλ−1

)
, . . . , DB

(
C

(3b)
n,0

))
.

Òîãäà

LB(Sn) �
s−1∑
i=0

2s−iLi, DB(Sn) ≤ max
0≤i<s

{Di + s− i}+O
(√

log n
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðåàëèçóåòñÿ ìåòîäîì êàñêà-
äîâ, èñõîäÿ èç îïèñàííîãî âûøå êîäà, êàê â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäå-
íèÿ 2.1.

Ëåììà 2.4 ïîäõîäèò äëÿ êîìïüþòåðíûõ ðàñ÷åòîâ, îäíàêî íå î÷åíü óäîá-
íà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ. Ïðèâåäåì åå îñëàáëåííûé âàðèàíò, ïðèâîäÿùèé ê
ÿâíîé îöåíêå ñëîæíîñòè ôîðìóë.

Ëåììà 2.5. Ïóñòü l = dα log3 ne, k = d(1 − α) log2 ne, B ∈ {B0, B2}.
Ïóñòü âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

LB(Cn,i) � 2τ1·inω1, LB

(
C

(3)
n,i

)
� 2τ2·inω2,

à òàêæå τ1(η − α) > η è τ2α log3 2 > η ïðè íåêîòîðîì η, ãäå α ≤ η ≤ 1.

Òîãäà

LB(Sn) � nmax{τ1(1−α)+ω1, τ2α log3 2+ω2}+o(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâëÿåì ñèììåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ òàê æå, êàê â
ëåììå 2.4. Äàëåå èñïîëüçóåì ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè ïî ïåðåìåííûì, â êà÷åñòâå êîòîðûõ ïîäñòàâëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî ÷å-
ðåäóåìûå áëîêè èç êîìïîíåíò îïåðàòîðà Cn è êîìïîíåíò îïåðàòîðà C(3b)

n

â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ íîìåðà ðàçðÿäà, ãäå äëèíû áëîêîâ ñîîòíîñÿòñÿ êàê
(η−α)/α, äî èñ÷åðïàíèÿ êîäà ÷èñëà σ3 (êîä èìååò äëèíó (α+ o(1)) log2 n).
Îñòàâøèåñÿ (1− η − o(1)) log2 n ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ îïåðàòîðà Cn ïîäñòàâ-
ëÿþòñÿ âìåñòî ñàìûõ âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ â ðàçëîæåíèè.
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Äëèíà áëîêà âûáèðàåòñÿ ìåäëåííî ðàñòóùåé ôóíêöèåé îò n. Íåðàâåí-
ñòâà τ1(η − α) ≥ η è τ2α log3 2 ≥ η îçíà÷àþò, ÷òî âêëàä êîìïîíåíò ñîîò-
âåòñòâåííî èç äâîè÷íîé è èç òðîè÷íîé ÷àñòåé êîäà â ñëîæíîñòü ôîðìóëû
ïðè äâèæåíèè îò ñòàðøèõ ðàçðÿäîâ ê ìëàäøèì óáûâàåò: ñëîæíîñòü êîì-
ïîíåíòû êîäà óáûâàåò áûñòðåå, ÷åì ðàñòåò ÷èñëî åå âõîæäåíèé â ôîðìó-
ëó. Ïîýòîìó ñëîæíîñòü ïîñòðîåííîé ôîðìóëû ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ
âåëè÷èíû no(1) îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ ñòàðøèõ êîìïîíåíò
êîäà: Cn,(1−α) log2 n è C

(3)
n,α log3 n.

Ýôôåêòèâíûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëÿòü ðàçëè÷íûå ðàçðÿäû
ñóììû ñ ðàçëè÷íîé ôîðìóëüíîé ñëîæíîñòüþ, ïðåäëîæåí â [168]. Ðàññìîò-
ðèì íåêîòîðûé êîìïðåññîð íàä áàçèñîì B. ×åðåç xs,i è ys,i îáîçíà÷èì ñî-
îòâåòñòâåííî âõîäû è âûõîäû, îòíîñÿùèåñÿ ê s-ìó ðàçðÿäó, s ≥ 0. ×åðåç
Φ(x) îáîçíà÷èì ðàçìåð ôîðìóëû, ðåàëèçóþùåé áèò x (ïîçâîëèì Φ(x) ïðè-
íèìàòü ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå çíà÷åíèå). Ïðè ëþáîì
s ïîëîæèì

As(p) =
∑

i

Φ(xs,i)
p −

∑
i

Φ(ys,i)
p, (2.14)

ãäå ñóììû ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó èíäåêñîâ ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.
Èç [168] èçâëåêàåòñÿ

Ëåììà 2.6. Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ p ≥ 1, Φ(xs,i) > 0 è ν ≥ 1 âûïîëíåíî∑
s

As(p)ν
−s > 0. (2.15)

Òîãäà LB(Cn,l) �
(
ν ln
)1/p+o(1)

(èëè LB

(
C

(3)
n,l

)
�
(
ν ln
)1/p+o(1)

â òðîè÷íîì

ñëó÷àå).

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðèâåäåíî äàëåå â
�2.3.5.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò äëÿ ãëóáèíû. Ïóñòü âõîäû íåêîòîðî-
ãî êîìïðåññîðà íàä áàçèñîì B, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçðÿäó s, èìåþò ãëóáèíû
dx

s,i, à âûõîäû, îòíîñÿùèåñÿ ê òîìó æå ðàçðÿäó � dy
s,i. Ïóñòü r � ìàêñèìàëü-

íûé íîìåð ðàçðÿäà, ê êîòîðîìó îòíîñÿòñÿ âûõîäû êîìïðåññîðà. Ïîëîæèì

as(λ) =
∑

i

λdx
s,i −

∑
i

λdy
s,i,
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ãäå ñóììà ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó èíäåêñîâ ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Ìíîãî-
÷ëåí a(λ;x) =

∑r
s=0 as(λ)xr−s íàçîâåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì

êîìïðåññîðà. Èç [168] èçâëåêàåòñÿ

Ëåììà 2.7. Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ λ > 1 è ν ≥ 1 âûïîëíåíî a(λ; ν) >

0. Ïîëîæèì δµ = logλ 2 · (µ log2 ν + 1) (â òðîè÷íîì ñëó÷àå δ
(3)
µ =

logλ 2 · (µ log3 ν + 1)). Òîãäà DB(Cn,µ log2 n) . δµ log2 n (â òðîè÷íîì ñëó÷àå

DB

(
C

(3)
n,µ log3 n

)
. δ

(3)
µ log2 n).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû òàêæå ïðèâåäåíî â �2.3.5.
Äëÿ äåìîíñòðàöèè ïðåäëîæåííîé òåõíèêè òðåáóåòñÿ óêàçàòü ýôôåê-

òèâíûå ïî ñëîæíîñòè èëè ãëóáèíå êîìïðåññîðû, äâîè÷íûå è òðîè÷íûå.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ìû âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûìè êîíñòðóêöèÿìè äâî-
è÷íûõ êîìïðåññîðîâ [83, 171, 234] è ïðîñòûìè òðîè÷íûìè êîìïðåññîðà-
ìè [219, 220].

2.3.2 Òðîè÷íûå êîìïðåññîðû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îïèøåì ðåàëèçàöèè òðîè÷íîãî (4, 2)-êîìïðåññîðà
(ò. å. ïðîñòåéøåãî ïîëíîãî êîìïðåññîðà). Êîìïðåññîð âû÷èñëÿåò (òðîè÷-
íóþ) ñóììó [U1, U0] ÷åòûðåõ ÷èñåë X1, X2, X3, X4 ∈ {0, 1, 2}, ò. å. 3U1+U0 =

X1 +X2 +X3 +X4.

Êîíñòðóêöèÿ äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè â áàçèñå B0

Ïðè âû÷èñëåíèÿõ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå èñïîëüçóåì ìîíîòîííóþ êîäè-
ðîâêó. Òðîè÷íàÿ öèôðàX ∈ {0, 1, 2} êîäèðóåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé äâî-
è÷íûõ áèòîâ (x∧, x∨), x∧ ≤ x∨, àðèôìåòè÷åñêàÿ ñóììà êîòîðûõ ðàâíà X
(ò. å. öèôðû 0, 1, 2 èìåþò ñîîòâåòñòâåííî êîäû 00, 01, 11). Îáîçíà÷èì êîäû
âõîäîâ Xk ÷åðåç (x∧k , x

∨
k ), à êîäû âûõîäîâ Uj � ÷åðåç (u∧j , u

∨
j ).

Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî áèòû u∧j è u∨j âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âõîäû
äâîéñòâåííûìè ôîðìóëàìè: ôîðìóëà, ðåàëèçóþùàÿ u∧j , ïðåâðàùàåòñÿ â
ôîðìóëó äëÿ u∨j ïðè çàìåíå x∧k ↔ x∨k , ∨ ↔ ∧. Ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü, åñëè
1) ðàññìîòðåòü x◦k, u◦j , ◦ ∈ {∨,∧} êàê ôóíêöèè òðåõçíà÷íîé ëîãèêè îò ïåðå-
ìåííûõ Xi; 2) â òàáëèöå çíà÷åíèé ôóíêöèé x◦k, u◦j çàìåíèòü 1 íà 2, âìåñòî
ôóíêöèé áàçèñà B0 ïîäñòàâèòü â ôîðìóëó àíàëîãè÷íûå ôóíêöèè, îïðåäå-
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ëåííûå íà íàáîðàõ èç íóëåé è äâîåê è ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ èç {0, 2}; 3)
ïðèìåíèòü òðîè÷íûé âàðèàíò ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè [95, �I.1.3], ñ÷èòàÿ
êîíñòàíòû k è 2− k äâîéñòâåííûìè, k ∈ {0, 1, 2}.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ôîðìóëû äëÿ u∧0 è u∨1 . Ïîñòðî-
åíèå âûïîëíèì ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì âûðàæåíèÿ ÷åðåç ïîðîãîâûå ôóíê-
öèè. Îáîçíà÷èì χt

1 = (X1 +X2 ≥ t) è χt
2 = (X3 +X4 ≥ t) � ýòî ïîðîãîâûå

ôóíêöèè òðîè÷íûõ ïåðåìåííûõ, çàäàííûõ äâîè÷íûìè êîäàìè. Òîãäà

u∨1 = χ3
1 ∨ χ2

1χ
1
2 ∨ χ1

1χ
2
2 ∨ χ3

2,

u∧0 = (χ1
1χ

2
1 ∨ χ4

1)(χ
1
2χ

2
2 ∨ χ4

2) ∨ χ2
1χ

3
1(χ

3
2χ

4
2 ∨ χ1

2) ∨ χ2
2χ

3
2(χ

3
1χ

4
1 ∨ χ1

1).
(2.16)

Ôóíêöèè χ1
i è χ2

i ðåàëèçóþòñÿ ôîðìóëàìè

χ1
i = x∨2i−1 ∨ x∨2i, χ2

i = x∨2i−1x
∨
2i ∨ (x∧2i−1 ∨ x∧2i) , (2.17)

à ôóíêöèè χ4
i è χ3

i � äâîéñòâåííûìè ê íèì â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå.
Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç Φ(Xi) è Φ(Uj) ñëîæíîñòü ôîðìóë, ðåàëèçóþùèõ

ëþáîé èç áèòîâ êîäà Xi è Uj ñîîòâåòñòâåííî, òî èç (2.16) è (2.17) ïîëó÷àåì

Φ(U0) ≤ 12(Φ(X1) + Φ(X2) + Φ(X3) + Φ(X4)),

Φ(U1) ≤ 5(Φ(X1) + Φ(X2) + Φ(X3) + Φ(X4)).
(2.18)

Êîíñòðóêöèÿ äëÿ îöåíêè ãëóáèíû â áàçèñå B0

Îïèøåì ýôôåêòèâíóþ ïî ãëóáèíå ìîäèôèêàöèþ êîìïðåññîðà ñ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì (2 + 2λ−λ7)x−λ5. Ñ÷èòàÿ, ÷òî âõîäû X1, X2

èìåþò ãëóáèíó 0, à âõîäû X3, X4 � ãëóáèíó 1, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîäà ÷èñëà
Ui èñïîëüçóåì ôîðìóëû

u∧0 =
((
χ2

1 ∨ χ4
1

) (
χ1

1χ
1
2
))(

χ2
2 ∨ χ4

2

)
∨

∨
(
χ2

1χ
3
1 χ

4
2

)(
χ3

2 ∨ χ1
2

)
∨
(
χ2

2χ
3
2

)((
χ3

1 ∨ χ1
1

)
χ4

1

)
,

u∨1 =
((
χ3

1 ∨ x∨3x∧4
)
∨ χ2

1χ
1
2
)
∨
(
χ1

1 ∨ x∧3x∨4
)
χ2

2.

Ôóíêöèè χ1
i è χ2

i ðåàëèçóþòñÿ ôîðìóëàìè (2.17), à ôóíêöèè χ4
i è χ3

i �
äâîéñòâåííûìè ôîðìóëàìè. Ôîðìóëû äëÿ u∨0 è u∧1 ñòðîÿòñÿ äâîéñòâåííûì
îáðàçîì ïî îòíîøåíèþ ê ôîðìóëàì äëÿ u∧0 è u∨1 .
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Êîíñòðóêöèÿ â áàçèñå B2

Äëÿ âû÷èñëåíèé â áàçèñå B2 áóäåì êîäèðîâàòü òðîè÷íûå öèôðû X

òðîéêàìè áèòîâ x0
i , x1

i , x2
i , ãäå xk

i = (Xi = k). Ëþáûå äâà èç òðåõ áèòîâ
ñîñòàâëÿþò íåèçáûòî÷íóþ êîäèðîâêó. Àíàëîãè÷íî îáîçíà÷èì áèòû êîäà U .

Èç ñîîáðàæåíèé äâîéñòâåííîñòè (ñì. âûøå) äîñòàòî÷íî ðåàëèçîâàòü
òîëüêî áèòû u1

i è u2
i . Ïðè ïîñòðîåíèè äâîéñòâåííûõ ôîðìóë íàä B2 äî-

ïîëíèòåëüíî ïðèìåíÿþòñÿ ïðàâèëà xk
i ↔ x2−k

i è ⊕ ↔ ∼, ãäå ∼ � îïåðàöèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äëÿ óïðîùåíèÿ âîñïðèÿòèÿ è ïðîâåðêè ôîðìóë îïðåäåëèì òðîè÷íûå
÷èñëà [E1, E0] = X1 + X2 è [H1, H0] = X3 + X4, è ââåäåì åñòåñòâåííûå
îáîçíà÷åíèÿ ek

i , hk
i äëÿ áèòîâ êîäà. Òîãäà

uk
0 =

(
ek
0 ∼ h0

0
) (
ek+1
0 ∼ h2

0
)
,

u1
1 = u1

0 ⊕
(
x1

1 ⊕ x1
2 ⊕ x1

3 ⊕ x1
4
)
,

u2
1 = e0

1 ∨ h0
1 ∨
(
e2
0
(
x2

3x
2
4
)
∨ h2

0
(
x2

1x
2
2
))
.

(2.19)

Âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè ðåàëèçóþòñÿ ôîðìóëàìè:

ek
0 =

(
xk

1 ∼ x0
2
) (
xk+1

1 ∼ x2
2
)
, e0

1 = x2
1x

0
2 ∨ x1

1x
2
2, (2.20)

àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ hk
i . Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû äëÿ uk

0, ek
0 ïîëó÷àþòñÿ

èç ñòàíäàðòíîé ðåàëèçàöèè îïåðàòîðà ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 3, ñì. (2.35)
íèæå.

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç Φ(Xi) è Φ(Uj) ñëîæíîñòü ôîðìóë, ðåàëèçóþùèõ ëþáîé
èç áèòîâ êîäà Xi è Uj ñîîòâåòñòâåííî, èç (2.19) è (2.20) ïîëó÷àåì

Φ(U0) ≤ 4(Φ(X1) + Φ(X2) + Φ(X3) + Φ(X4)),

Φ(U1) ≤ 5(Φ(X1) + Φ(X2) + Φ(X3) + Φ(X4)).
(2.21)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí êîìïðåññîðà ðàâåí (4 − λ4)x − λ5 (âñå
âõîäû ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ãëóáèíå).

2.3.3 Äâîè÷íûå êîìïðåññîðû

Îöåíêè ñëîæíîñòè âûâîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè (ñëîæíîñîñòàâíûõ) êîìïðåññî-
ðîâ èç [234].
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Êîíñòðóêöèÿ äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè â áàçèñå B0

Â ðåàëèçàöèè êîìïðåññîðà íàä áàçèñîì B0 íåêîòîðûå ïàðû áèòîâ v1,
v2 êîäèðóþòñÿ òðîéêàìè v̂ = (v∧, v∨, v⊕), ãäå v∧ = v1v2, v∨ = v1 ∨ v2,
v⊕ = v∨v∧, à íåêîòîðûå òðîéêè áèòîâ v1, v2, v3 êîäèðóþòñÿ ÷åòâåðêàìè
ṽ = (v′, v′′, v′′′, v⊕):

v′ = T 1
3 (v1, v2, v3) = v1 ∨ v2 ∨ v3,

v′′ = T 2
3 (v1, v2, v3) = v1(v2 ∨ v3) ∨ v2v3,

v′′′ = T 3
3 (v1, v2, v3) = v1v2v3,

v⊕ = v1 ⊕ v2 ⊕ v3 = v1(v2v3 ∨ v2 v3) ∨ v1(v2v3 ∨ v2v3).

(2.22)

Ïàðà áèòîâ [v′′, v⊕] ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íîé çàïèñüþ ñóììû v1 + v2 + v3.
Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí (17, 6)-êîìïðåññîð, ôóíêöèîíèðóþùèé ïî ïðàâèëó

x1 + . . .+ x17 = y1 + y2 + y3 + 2y4 + 4q⊕2 + 8q′′2 .

? ? ? ? ?

? ?

?

SFA5

SC2 SC3
? ? ? ? ?

? ?

?

SFA5

SC2 SC3
? ? ? ? ? ? ?

? ??

?

SFA7

SC2 SC2 SC3

@
@
@
@R

�
�
�
�	

�
�

�
�
�

�+

SFA7

? ?

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13 x14 x15 x16 x17

y1 y2 y3

y4q̃2

q̃1

s̃1 s̃2 s̃3û1 û2 û3 û4

ŵ1 ŵ2

Ðèñ. 1: Äâîè÷íûé êîìïðåññîð äëÿ áàçèñà B0

Áëîêè SC2 è SC3 âûïîëíÿþò ïåðåêîäèðîâàíèå ïàð è òðîåê âõîäîâ ñîîò-
âåòñòâåííî â òðîéêè òèïà v̂ è ÷åòâåðêè òèïà ṽ ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì âûøå
ôîðìóëàì. Êîìïðåññîð SFA5 âûïîëíÿåò ïðåîáðàçîâàíèå (û, s̃) → (ŵ, y) ïî
ïðàâèëó u∧ + u∨ + s′ + s′′ + s′′′ = y + 2(w∧ + w∨) ñîãëàñíî ôîðìóëàì

y = u⊕s⊕ ∨ u⊕s⊕, w∨ = u∧ ∨ s′′ ∨ u∨s′, w∧ = u∧s′′ ∨ u∨s′′′. (2.23)
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Êîìïðåññîð SFA7 âûïîëíÿåò ïðåîáðàçîâàíèå (û, ŵ, s̃) → (q̂, y) ïî ïðàâèëó

u∧ + u∨ + w∧ + w∨ + s′ + s′′ + s′′′ = y + 2(q′ + q′′ + q′′′)

ñîãëàñíî ôîðìóëàì

y = s⊕
(
u⊕w⊕ ∨ u⊕w⊕

)
∨ s⊕

(
u⊕w⊕ ∨ u⊕w⊕

)
,

q′ = s′T 1
4 (û, ŵ) ∨ T 2

4 (û, ŵ) ∨ s′′,
q′′ = s′′′T 1

4 (û, ŵ) ∨ s′′T 2
4 (û, ŵ) ∨ s′T 3

4 (û, ŵ) ∨ T 4
4 (û, ŵ),

q′′′ = s′′′T 3
4 (û, ŵ) ∨ s′′T 4

4 (û, ŵ),

q⊕ = s′2 T
2
4 (û, ŵ)T 4

4 (û, ŵ) ∨ s′2s′′2 T 1
4 (û, ŵ)T 3

4 (û, ŵ) ∨
∨ s′′2s′′′2

(
T 4

4 (û, ŵ) ∨ T 2
4 (û, ŵ)

)
∨ s′′′2

(
T 3

4 (û, ŵ) ∨ T 1
4 (û, ŵ)

)
,

(2.24)

ãäå
T 1

4 (û, ŵ) = u∨ ∨ w∨, T 2
4 (û, ŵ) = u∨w∨ ∨ u∧ ∨ w∧,

T 3
4 (û, ŵ) = u∧w∨ ∨ u∨w∧, T 4

4 (û, ŵ) = u∧w∧.

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç Φ(x) ñëîæíîñòü ôîðìóëû, ðåàëèçóþùåé áèò x, è ïî-
ëàãàÿ äëÿ óäîáñòâà

Φ1 = Φ(x1) = Φ(x2) = Φ(x3) = Φ(x6) = Φ(x7) = Φ(x8),

Φ2 = Φ(x4) = Φ(x5) = Φ(x9) = Φ(x10),

Φ3 = Φ(x11) = Φ(x12) = Φ(x13) = Φ(x14),

Φ4 = Φ(x15), Φ5 = Φ(x16) = Φ(x17),

èç (2.22), (2.23), (2.24) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå:

Φ(y1)

Φ(y2)

Φ(y3)

Φ(y4)

Φ(q⊕2 )

Φ(q′′2)


≤



12 16 0 0 0

12 16 0 0 0

0 0 32 4 16

96 96 96 12 32

144 144 96 14 40

72 72 48 7 20




Φ1

Φ2

Φ3

Φ4

Φ5

 . (2.25)
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Êîíñòðóêöèÿ äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè â áàçèñå B2

Â êîíñòðóêöèè êîìïðåññîðà íàä áàçèñîì B2 íåêîòîðûå ïàðû áèòîâ v1,

v2 êîäèðóþòñÿ êàê13 v̆ = (v0, v⊕), ãäå v0 = v1, v⊕ = v1⊕ v2. Ìû èñïîëüçóåì
(15, 6)-êîìïðåññîð, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 6, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ îáîáùå-
íèåì êîíñòðóêöèè èç [171]. Îí ôóíêöèîíèðóåò ïî ïðàâèëó

16x1+8(x2+x3+x4)+4(x5+x6+x7)+2(x8+x9+x10)+x11+. . .+x15 =
6∑

i=1

2i−1yi.

? ? ? ?

? ??

?

Z Z

MDFA? ?

? ??

?

Z

MDFA? ?

? ??

?

Z

MDFA? ?

? ??

?

Z

MDFA

? ?

? ?

FA′3

x1

x2

x3 x4
x5

x6 x7
x8

x9 x10
x11

x12x13 x14x15

y1

y2

y3

y4

y5y6

z̆1 z̆2

z̆3 z̆4

z̆5 z̆6

z̆7 z̆8
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Ðèñ. 2: Äâîè÷íûé êîìïðåññîð äëÿ áàçèñà B2

Áëîê Z âûïîëíÿåò êîäèðîâàíèå (v1, v2) → v̆. Áëîê MDFA ÿâëÿ-
åòñÿ (5, 3)-êîìïðåññîðîì èç ðàáîòû [122], âûïîëíÿþùèì ïðåîáðàçîâàíèå
(x, ŭ1, ŭ2) → (y, z̆) ñîãëàñíî óñëîâèþ

x+ u0
1 + (u0

1 ⊕ u⊕1 ) + u0
2 + (u0

2 ⊕ u⊕2 ) = 2(z0 + (z0 ⊕ z⊕)) + y

13Òàêîé ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ ïðèìåíÿëñÿ â [203].
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ïî ôîðìóëàì

y = x⊕ u⊕1 ⊕ u⊕2 , z0 = (x⊕ u0
1)u

⊕
1 ⊕ u0

1,

z⊕ = ((x⊕ u0
1) ∨ u⊕1 )⊕ (x⊕ u⊕1 ⊕ u0

2)u
⊕
2 .

(2.26)

Êîìïðåññîð FA′3 ñîâïàäàåò ñ FA3 ñ òî÷íîñòüþ äî êîäèðîâêè ïàðû âõîäîâ.
Îí âûïîëíÿåò ïðåîáðàçîâàíèå (x1, z̆9) → (y5, y6) ïî ôîðìóëàì

y5 = x1 ⊕ z⊕9 , y6 = (x1 ⊕ z0
9) z

⊕
9 ⊕ z0

9. (2.27)

Îáîçíà÷àÿ ~Φ = (Φ(x1), . . . ,Φ(x15))
T , èç (2.26) è (2.27) ïîëó÷àåì

Φ(y1)

Φ(y2)

Φ(y3)

Φ(y4)

Φ(y5)

Φ(y6)


≤



0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

0 1 1 1 2

1 2 2 3 3

1 4 4 9 3

0 0 0 0 0 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 2 2 3 1 2

1 1 2 2 3 3 3 6 1 2

2 3 3 3 6 3 3 6 1 2

3 6 3 3 6 3 3 6 1 2

3 6 3 3 6 3 3 6 1 2


· ~Φ. (2.28)

Êîíñòðóêöèÿ äëÿ îöåíêè ãëóáèíû â áàçèñå B0

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõåìû íàä áàçèñîì B0 èñïîëüçóåì ìîäèôèöèðîâàííûé
(7, 3)-êîìïðåññîð [81], âû÷èñëÿþùèé àðèôìåòè÷åñêóþ ñóììó [y2, y1, y0] ñå-
ìè áóëåâûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , x7. Ìîäèôèêàöèÿ ñîñòîèò â ïîâûøåíèè ãëó-
áèíû îäíîãî èç âõîäîâ14. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí êîìïðåññîðà èìå-
åò âèä (6+λ2−λ6)x2−λ7x−λ6, êîìïîíåíòû y0 è y1 âû÷èñëÿþòñÿ êàê â [81]
ïî ôîðìóëàì

y0 = ϕ(ϕ(ϕ(x1, x2), ϕ(x3, x4)), ϕ(ϕ(x5, x6), x7)), ϕ(x, y) = xy ∨ xy,

y1 =
((
χ1

1 ∨ χ4
1

)
χ2

2 ∨
(
χ1

1χ
2
1

)(
χ1

2χ
3
2

))
∨
((
χ2

1χ
3
1

)
χ2

2 ∨ χ3
1χ

4
1

(
χ1

2 ∨ χ3
2

))
,

à y2 ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëîé

y2 = χ2
1
(
χ2

2 ∨ χ4
1
)
∨
(
χ1

1χ
3
2 ∨ χ3

1χ
1
2
)
,

ãäå χk
1 = T k

4 (x1, x2, x3, x4), χk
2 = T k

3 (x5, x6, x7), ãëóáèíà âõîäà x7 ñ÷èòàåòñÿ
ðàâíîé 2, ãëóáèíà îñòàëüíûõ âõîäîâ � 0. Ïîðîãîâûå ôóíêöèè χk

i , k ≤ 2,
14Âåðîÿòíî, ýòîò æå êîìïðåññîð èñïîëüçóåòñÿ â [136].
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ðåàëèçóþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì:

χ1
1 = x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4, χ2

1 = (x1 ∨ x2)(x3 ∨ x4) ∨ (x1x2 ∨ x3x4),

χ1
2 = (x5 ∨ x6) ∨ x7, χ2

2 = (x5 ∨ x6)x7 ∨ x5x6,

íåäîñòàþùèå ôóíêöèè χk
i , k > 2, � äâîéñòâåííûì îáðàçîì, ôóíêöèÿ χ2

2 ∨
χ4

1 � êàê x7(x5 ∨ x6) ∨ (x5x6 ∨ x1x2x3x4).

Êîíñòðóêöèÿ äëÿ îöåíêè ãëóáèíû â áàçèñå B2

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõåìû íàä áàçèñîì B2 âîñïîëüçóåìñÿ äâîè÷íûì (6, 3)-
êîìïðåññîðîì [171]. Êîìïðåññîð âûïîëíÿåò ïðåîáðàçîâàíèå (x1, . . . , x6) →
(y2, y1, y0) ñ óñëîâèåì 4y2 + 2y1 + y0 = 2x6 + x5 + . . .+ x1 è õàðàêòåðèçóåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì (4 + λ2 − λ3)x2 + (λ4 − λ5)x − λ6. Êîìïîíåíòû êîìïðåññîðà
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

z1 = x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ x4, z2 = (x1 ⊕ x2)(x3 ⊕ x4)⊕ (x1x2 ⊕ x3x4),

z4 = x1x2x3x4, w = x5z1 ⊕ z2,

y0 = x5 ⊕ z1, y1 = x6 ⊕ w, y2 = x6w ⊕ ((x5z1)z2 ⊕ z4),

ãäå ãëóáèíà âõîäîâ x6 è x5 ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé 4 è 2 ñîîòâåòñòâåííî, ãëóáèíà
îñòàëüíûõ âõîäîâ � 0.

2.3.4 Îöåíêè

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå ìåòîäà �2.3.1 íà ìàòåðèàëå îïèñàííûõ âûøå
êîíñòðóêöèé êîìïðåññîðîâ.

Òåîðåìà 2.3. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

LB0
(Cn) � n4.47, LB0

(Sn) � n4.48, LB2
(Cn) � n3.03, LB2

(Sn) � n3.04,

DB0
(Cn) . 4.87 log2 n, DB0

(Sn) . 4.88 log2 n,

DB2
(Cn) . 3.34 log2 n, DB2

(Sn) . 3.34 log2 n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ îöåíîê ãëóáèíû. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì áàçèñà
B2; îöåíêè â áàçèñå B0 ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.7 ê êîíñòðóêöèè äâîè÷íîãî êîìïðåññîðà ñ âûáîðîì
ïàðàìåòðà λ = 1.409 (ïðè ýòîì xλ ≈ 1.8397), ïîëó÷àåì îöåíêó

DB2
(Cn,i) . 1.778i+ 2.0215 log2 n. (2.29)

Äëÿ òðîè÷íîãî êîìïðåññîðà ïðè âûáîðå λ = 1.3342 (ïðè ýòîì xλ ≈ 5.0858)
ïîëó÷àåì îöåíêó

DB2

(
C

(3)
n,i

)
. 5.6409i+ 2.404 log2 n. (2.30)

Ïðè ïîìîùè ëåììû 2.3 ñ âûáîðîì k ≈ 0.739 log2 n è l ≈ 0.261 log3 n óñòà-
íàâëèâàåì çàÿâëåííóþ îöåíêó äëÿ DB2

(Cn). Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ãëóáè-
íû äëÿ êëàññà ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé èëëþñòðèðóåò ðèñ. 3.

Ðèñ. 3: Ãðàôèêè ôóíêöèé δ(µ), δ(3)(µ), δs(µ).

Ñëåâà íà ðèñ. 3 èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè δ(µ) = minλ δ(λ, µ), êîòî-
ðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç ëåììû 2.7 äëÿ äâîè÷íîãî (6, 3)-êîìïðåññîðà. Íàïîì-
íèì, ÷òî âåëè÷èíà (δ(µ) + o(1)) log2 n ñëóæèò âåðõíåé îöåíêîé ãëóáèíû
ðàçðÿäà Cn,µ log2 n. Âòîðîé ãðàôèê èçîáðàæàåò àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåìóþ
ôóíêöèþ δ(3)(µ) äëÿ òðîè÷íîãî êîìïðåññîðà15. (Îòìåòèì, ÷òî ëèíåéíûå
îöåíêè (2.29) è (2.30) èçîáðàæàëèñü áû êàñàòåëüíûìè ê ãðàôèêàì ôóíê-
öèé δ(µ) è δ(3)(µ) â òî÷êàõ ñ àáñöèññàìè 0.739 è 0.261 ñîîòâåòñòâåííî.)

Òðåòèé ãðàôèê èçîáðàæàåò ôóíêöèþ δs(µ) = Dµ log2 n/ log2 n èç ëåì-
ìû 2.4: âåëè÷èíà (δs(µ)+o(1)) log2 n ñëóæèò âåðõíåé îöåíêîé ãëóáèíû äëÿ

15Ãðàôèêè ïîñòðîåíû ïðè ïîìîùè ÝÂÌ.
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µ log2 n áèòîâ êîäà âõîäíîãî íàáîðà, èñïîëüçóåìîãî â ëåììå 2.4 ïðè ðåàëè-
çàöèè ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè. Ãðàôèê äëÿ δs ïîëó÷àåòñÿ ñîðòèðîâêîé
ó÷àñòêîâ ãðàôèêîâ δ([0, 0.739]) è δ(3)([0, 0.261]). Ïóíêòèðîì ïîêàçàí ãðà-
ôèê ôóíêöèè δs(µ) + 1 − µ, ìàêñèìóì êîòîðîé îïðåäåëÿåò ãëóáèíó ðåà-
ëèçàöèè ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ìåòîäîì êàñêàäîâ (ñì. ëåììó 2.4). Òàê
ïîëó÷àåòñÿ çàÿâëåííàÿ îöåíêà äëÿ DB2

(Sn).
Ïðèâåäåííàÿ ìåòîäèêà ðàñ÷åòà îöåíêè ãëóáèíû êëàññà Sn ñóùåñòâåí-

íî èñïîëüçóåò ÝÂÌ, ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì îáîñíîâàíèåì.
Âïðî÷åì, òðåáóåìûå îöåíêè (âî âñÿêîì ñëó÷àå, â òîì ïðèáëèæåííîì âèäå,
â êîòîðîì îíè óêàçàíû) ìîãóò áûòü âûâåäåíû àíàëèòè÷åñêè. Äëÿ ýòîãî ìû
êàæäóþ èç ôóíêöèé δ(µ) è δ(3)(µ) ìàæîðèðóåì êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöè-
åé, ñîñòàâëåííîé èç ó÷àñòêîâ ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé âèäà (2.29) è (2.30)
(îäíîé ïàðû ïðèáëèæåíèé (2.29), (2.30) íåäîñòàòî÷íî, íî äîñòàòî÷íî, íà-
ïðèìåð, òðåõ òàêèõ ïàð). Ïîñëå ýòîãî ïîäõîäÿùåå êóñî÷íî-ëèíåéíîå ïðè-
áëèæåíèå äëÿ δs è, êàê ñëåäñòâèå, äëÿ δs(µ)+1−µ, ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî
ÿâíî. Ñîîòâåòñòâóþùóþ âûêëàäêó ìû çäåñü íå ïðèâîäèì.

Äîêàæåì îöåíêè ñëîæíîñòè äëÿ áàçèñà B0. Èç (2.18) è ëåììû 2.6 ïðè
âûáîðå Φ(x1) = . . . = Φ(x4), p = 0.2812 è ν = 2.255 ñëåäóåò LB0

(
C

(3)
n,l

)
�

24.172·ln3.5562.
Èç (2.25) è ëåììû 2.6 ïðè âûáîðå Φ1 = 0.45, Φ2 = 0.21, Φ3 = 0.4, Φ4 = 1,

Φ5 = 0.5, p = 0.271 è ν = 1.2511 ñëåäóåò LB0
(Cn,l) � 21.193·ln3.6901.

Èç äâóõ ïðèâåäåííûõ îöåíîê è ëåììû 2.3 ïðè âûáîðå k = d0.6531 log2 ne
è l = d0.3469 log3 ne âûòåêàåò LB0

(Cn) � n4.47.
Äëÿ ðåàëèçàöèè ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèÿ

LB0

(
C

(3)
n,l

)
� 24.776·ln3.4341, LB0

(Cn,l) � 21.5703·ln3.4543. (2.31)

Ïåðâîå âûòåêàåò èç (2.18) è ëåììû 2.6 ïðè ïîäñòàíîâêå Φ(x1) = . . . =

Φ(x4), p = 0.2912 è ν = 2.622. Âòîðîå âûòåêàåò èç (2.25) è ëåììû 2.6 ïðè
ïîäñòàíîâêå Φ1 = 0.45, Φ2 = 0.2, Φ3 = 0.4, Φ4 = 1, Φ5 = 0.5, p = 0.2895 è
ν = 1.3704.

Â îòëè÷èå îò ðàçîáðàííîãî âûøå ïðèìåðà ñ îöåíêîé ãëóáèíû, äëÿ âû-
âîäà òðåáóåìîé îöåíêè ñëîæíîñòè íàì äîñòàòî÷íî îäíîãî ëèíåéíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ (2.31). Â ýòîé ñèòóàöèè ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 2.5; çíà÷åíèÿ
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ïàðàìåòðîâ îïðåäåëèì êàê α = 0.3469 è η = 1.
Ïåðåéäåì ê áàçèñó B2. Èç (2.21) è ëåììû 2.6 ïðè âûáîðå Φ(x1) = . . . =

Φ(x4), p = 0.4325 è ν = 5.3513 ñëåäóåò LB2

(
C

(3)
n,l

)
� 25.5951·ln2.3122.

Èç (2.28) è ëåììû 2.6 ïðè âûáîðå Φ(x1) = 10, Φ(x2) = Φ(x3) = 1.27,
Φ(x4) = 0.55, Φ(x5) = Φ(x6) = 0.53, Φ(x7) = 0.26, Φ(x8) = Φ(x9) = 0.19,
Φ(x10) = 0.09, Φ(x11) = Φ(x12) = 0.066, Φ(x13) = 0.033, Φ(x14) = 0.15,
Φ(x15) = 0.08, p = 0.444 è ν = 1.3479 ñëåäóåò LB2

(Cn,l) � 20.9701·ln2.2523.
Èç óêàçàííûõ äâóõ ñîîòíîøåíèé è ëåììû 2.3 ïðè âûáîðå k =

d0.7978 log2 ne è l = d0.2022 log3 ne âûòåêàåò LB2
(Cn) � n3.03.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíè-
ÿìè

LB2

(
C

(3)
n,l

)
� 26.3776·ln2.22718, LB2

(Cn,l) � 21.33293·ln1.9763.

Ïåðâîå âûòåêàåò èç (2.21) è ëåììû 2.6 ïðè ïîäñòàíîâêå Φ(x1) = . . . =

Φ(x4), p = 0.449 è ν = 7.278. Âòîðîå âûòåêàåò èç (2.28) è ëåììû 2.6 ïðè
ïîäñòàíîâêå Φ(x1) = 10, Φ(x2) = Φ(x3) = 1.27, Φ(x4) = Φ(x5) = Φ(x6) =

0.53, Φ(x7) = 0.26, Φ(x8) = Φ(x9) = 0.19, Φ(x10) = 0.09, Φ(x11) = Φ(x12) =

0.068, Φ(x13) = 0.033, Φ(x14) = 0.16, Φ(x15) = 0.08, p = 0.506 è ν = 1.596.
Ïðèìåíÿåì ëåììó 2.5 ñ ïàðàìåòðàìè α = 0.202 è η = 0.8128.

Õîòÿ ïðèâåäåííûå ÷èñëåííûå îöåíêè ñëóæàò èëëþñòðàöèåé ýôôåêòèâ-
íîñòè ìîäóëÿðíîãî ìåòîäà, îíè äàëåêî íå îêîí÷àòåëüíûå, è ìîãóò áûòü
óëó÷øåíû ïóòåì êîíñòðóèðîâàíèÿ áîëåå óäà÷íûõ äâîè÷íûõ èëè òðîè÷íûõ
êîìïðåññîðîâ èëè æå ïóòåì ïðèâëå÷åíèÿ ñõåì ñëîæåíèÿ â äðóãèõ ñèñòå-
ìàõ ñ÷èñëåíèÿ (ïÿòèðè÷íîé, ñåìèðè÷íîé è ò.ä.). Âîïðîñ î ïåðñïåêòèâíîñòè
ïðèìåíåíèÿ äðóãèõ ñèñòåì ñ÷èñëåíèÿ êîñâåííî çàòðàãèâàåòñÿ â ðàçäåëå 2.5.

Íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå, ïðèìåíåíèå òðîè÷íîãî êîìïðåññîðà ïîçâîëèëî
íåñêîëüêî óòî÷íèòü îöåíêè äëÿ îïåðàòîðà Cn, à îöåíêè äëÿ êëàññà ñèììåò-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé óëó÷øèòü áîëåå ñóùåñòâåííî: ïðè÷èíà â ñïðÿìëåíèè
ãðàôèêà ñëîæíîñòè (ãëóáèíû) ðàçðÿäîâ êîäà (ñðàâíèòå ãðàôèêè δ(µ) è
δs(µ) íà ðèñ. 3). Çàìåòèì, ÷òî îòäåëüíî ìåòîä [168], ïðèìåíÿåìûé âìåñòå ñ
ðàññìîòðåííûìè äâîè÷íûìè êîìïðåññîðàìè, ïîçâîëèë áû óêàçàòü îöåíêè
DB2

(Sn) . 3.66 log2 n, DB0
(Sn) . 5.16 log2 n.
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2.3.5 Ïðèëîæåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî òåõíè÷åñêèõ ëåìì

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.6. Ïî ïîñòðîåíèþ, ôóíêöèÿ ðàçìåðà Φ(ys,j)

ôîðìóëû âûõîäà êîìïðåññîðà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ðàçìå-
ðîâ ôîðìóë âõîäîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (2.15) îñòàåòñÿ â ñèëå ïðè ïðîïîðöèîíàëüíîì
èçìåíåíèè âñåõ Φ(xs,i). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
min{Φ(xs,i)} = 1.

Â ñèëó íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè Φ(ys,j) îò Φ(xs,i) íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0,
÷òî íåðàâåíñòâà (2.15) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ïðè ïîäñòàíîâêå â (2.14)
ïàðàìåòðîâ Φ′

s,i ∈ [Φ(xs,i)−δ, Φ(xs,i)] è Ψ′
s,i ∈ [Φ(ys,i), Φ(ys,i)+δ] âìåñòî ñî-

îòâåòñòâóþùèõ Φ(xs,i) è Φ(ys,i). Òîãäà íàéäåòñÿ (äîñòàòî÷íî ìàëîå) λ > 1,
äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò dx

s,i, d
y
s,i ∈ Z òàêèå, ÷òî λdx

s,i/p ∈ [Φ(xs,i)−δ, Φ(xs,i)]

è λdy
s,i/p ∈ [Φ(ys,i), Φ(ys,i)+δ] äëÿ âñåõ s, i. Íàçîâåì ÷èñëî dx

s,i (ñîîòâåòñòâåí-
íî dy

s,i) óðîâíåì âõîäà xs,i (âûõîäà ys,i). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî min{dx
s,i} = 0.

Îáîçíà÷èì d = max{dy
s,i}. Òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç s′ ìàêñèìàëüíûé íîìåð

ðàçðÿäà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ âûõîä êîìïðåññîðà.
Ôîðìóëó, ðåàëèçóþùóþ îïåðàòîð Cn (àíàëîãè÷íî C(3)

n ), ïîñòðîèì ïî
ñëåäóþùåìó øàáëîíó. Ôîðìóëà ñîñòîèò èç êîìïðåññîðîâ, ðàñïîëîæåííûõ
íà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ è îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì ðàçðÿäàì: âõîäàìè êîì-
ïðåññîðîâ ìîãóò áûòü âõîäû ôîðìóëû, âûõîäû êîìïðåññîðîâ, ðàñïîëîæåí-
íûõ íà óðîâíÿõ ñ ìåíüøèìè íîìåðàìè, à òàêæå òîæäåñòâåííî íóëåâûå
ôîðìóëû. Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì äâîè÷íîãî ñëó÷àÿ.

Ïóñòü êîìïðåññîð ðàçðÿäà l è óðîâíÿ k ïðèíèìàåò âõîäû ðàçðÿäà s+ l

íà óðîâíÿõ dx
s,i + k è ïðîèçâîäèò âûõîäû ðàçðÿäà s+ l íà óðîâíÿõ dy

s,i + k.
Ðàññìîòðèì ôîðìóëó, â êîòîðîé ïðè ëþáîì l,−s′ ≤ l ≤ log2 n+1, íà óðîâíå
k, 0 ≤ k ≤ logλ(ν

ln), ðàñïîëîæåíî
⌊
cν lnλ−k

⌋
êîìïðåññîðîâ ðàçðÿäà l, ãäå

c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, êîòîðàÿ áóäåò îïðåäåëåíà ïîçäíåå. Íåíóëåâûå
âõîäû ôîðìóëû ðàñïîëàãàþòñÿ â íóëåâîì ðàçðÿäå íà óðîâíÿõ d è âûøå.

Îöåíèì ÷èñëî âõîäîâ è âûõîäîâ ôîðìóëû, îòíîñÿùèõñÿ ê ôèêñèðîâàí-
íîìó ðàçðÿäó l, â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ k. Ïî ïîñòðîåíèþ, âñå âûõîäû
ôîðìóëû íà óðîâíÿõ ìåíüøå d ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè. Íóëåâûìè ÿâëÿþòñÿ
è âñå âõîäû â îòðèöàòåëüíûõ ðàçðÿäàõ. Ñóììàðíîå ÷èñëî âõîäîâ (âñå îíè

55



íóëåâûå) íà òåõ æå óðîâíÿõ åñòü O(n). Åñëè d ≤ k ≤ logλ(ν
ln), òî ðàç-

íîñòü ìåæäó ÷èñëîì âõîäîâ è ÷èñëîì âûõîäîâ ðàçðÿäà l ≥ 0 è óðîâíÿ k
êîìïðåññîðîâ âíóòðè ôîðìóëû åñòü∑

s,i

⌊
cν l−snλdx

s,i−k
⌋
−
∑
s,i

⌊
cν l−snλdy

s,i−k
⌋

=

= cν lnλ−k
∑

s

As(p)ν
−s ±O(1) = Θ(ν lnλ−k)±O(1),

ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà íà óðîâíå k èìååò íå áîëåå O(1) âûõîäîâ ðàçðÿäà l
(ò. å. òàêèõ âûõîäîâ êîìïðåññîðîâ, êîòîðûå íå ïðèñîåäèíÿþòñÿ êî âõîäàì
äðóãèõ êîìïðåññîðîâ). Íà óðîâíÿõ âûøå logλ(ν

ln) ôîðìóëà ñóììàðíî ïðè-
íèìàåò è ïðîèçâîäèò O(1) âõîäîâ è âûõîäîâ ðàçðÿäà l. Òàêèì îáðàçîì,
ôîðìóëà â êàæäîì ðàçðÿäå ïðîèçâîäèò O(log n) âûõîäîâ. Ïîäõîäÿùèé âû-
áîð êîíñòàíòû c îáåñïå÷èâàåò íå ìåíåå n âõîäîâ â íóëåâîì ðàçðÿäå.

Ñîãëàñíî âûáîðó λ, ðàçìåð ôîðìóë íà óðîâíå k îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó êàê
λk/p. Ïîýòîìó ôîðìóëû, ðåàëèçóþùèå âûõîäû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçðÿäó l,
èìåþò ñëîæíîñòü íå âûøå λ(logλ(νln)+O(1))/p = O((ν ln)1/p).

Çàêëþ÷èòåëüíîå ñëîæåíèå O(log n) ÷èñåë (ñîñòàâëåííûõ èç âûõî-
äîâ ôîðìóëû â ðàçðÿäàõ íå ñòàðøå l-ãî) ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïðî-
èçâîëüíîé ôîðìóëîé ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè, ïîýòîìó îêîí÷àòåëü-
íî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ l-ãî ðàçðÿäà îïåðàòîðà Cn îöåíèâàåòñÿ êàê
O
(
(ν ln)1/p logO(1) n

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.7. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà â öåëîì òàêàÿ æå, êàê
ó ïðåäûäóùåé ëåììû, ïðè ýòîì ðàññóæäåíèå ïðîùå (îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì
äâîè÷íûõ êîìïðåññîðîâ).

Ïóñòü dx
s,i è dy

s,i îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ãëóáèíó i-ãî âõîäà è i-ãî
âûõîäà êîìïðåññîðà, îòíîñÿùåãîñÿ ê ðàçðÿäó s. Ïóñòü min{dx

s,i} = 0, ïî-
ëîæèì d = max{dy

s,i}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s′ ìàêñèìàëüíûé íîìåð ðàçðÿäà, ê
êîòîðîìó îòíîñèòñÿ âûõîä êîìïðåññîðà.

Äàëüøå äåéñòâóåì êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.6. Ïóñòü êîìïðåñ-
ñîð ðàçðÿäà l è óðîâíÿ k ïðèíèìàåò âõîäû ðàçðÿäà s + l íà ãëóáèíàõ
dx

s,i + k è ïðîèçâîäèò âûõîäû ðàçðÿäà s + l íà ãëóáèíàõ dy
s,i + k. Ðàññìîò-

ðèì ôîðìóëó, â êîòîðîé ïðè ëþáîì l, −s′ ≤ l ≤ log2 n + 1, íà ãëóáèíå k,
0 ≤ k ≤ logλ(cν

ln), ðàñïîëîæåíî
⌊
cν lnλ−k

⌋
êîìïðåññîðîâ ðàçðÿäà l. Áóäåì
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ñ÷èòàòü, ÷òî íåíóëåâûå âõîäû ôîðìóëû ðàñïîëàãàþòñÿ â íóëåâîì ðàçðÿäå
íà ãëóáèíå d.

Îöåíêà ðàçíîñòè ìåæäó ÷èñëîì âõîäîâ è ÷èñëîì âûõîäîâ ïðîèçâîëüíî-
ãî ðàçðÿäà l ≥ 0 è ãëóáèíû k, d ≤ k ≤ logλ(cν

ln), êîìïðåññîðîâ âíóòðè
ôîðìóëû ïðèíèìàåò âèä∑

s,i

⌊
cν l−snλdx

s,i−k
⌋
−
∑
s,i

⌊
cν l−snλdy

s,i−k
⌋

= cν lnλ−ka(λ; ν)±O(1).

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèå èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.6, ïîëó÷àåì, ÷òî â
ïîñòðîåííîé ôîðìóëå âñå âûõîäû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçðÿäàì íå âûøå l-ãî,
âû÷èñëÿþòñÿ íà ãëóáèíå logλ(ν

ln)+O(1) � ýòè âûõîäû ìîãóò áûòü ñãðóï-
ïèðîâàíû â O(log n) ñëàãàåìûõ ÷èñåë. Îêîí÷àòåëüíî, ìëàäøèå l+1 ðàçðÿ-
äîâ ñóììû âû÷èñëÿþòñÿ ñ äîïîëíèòåëüíîé ãëóáèíîé O(log log n+log l).

2.4 Íåêîíñòðóêòèâíûå âåðõíèå îöåíêè äëÿ ñèììåòðè-

÷åñêèõ ôóíêöèé. Ìåòîä ïðèáëèæåíèé

2.4.1 Ôîðìóëû äëÿ ïðèáëèæåííîãî ñóììèðîâàíèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψk,t
n ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííóþ16 ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ n ïå-

ðåìåííûõ ñ ïîðîãîì k è èíòåðâàëîì íåîïðåäåëåííîñòè ðàäèóñà t:

Ψk,t
n (x1, . . . , xn) = 1 ⇐⇒

∑
xi ≥ k + t,

Ψk,t
n (x1, . . . , xn) = 0 ⇐⇒

∑
xi ≤ k − t.

Êàê ñëåäóåò èç [207], òàêèå ôóíêöèè ðåàëèçóþòñÿ ñðàâíèòåëüíî ïðî-
ñòûìè ìîíîòîííûìè ôîðìóëàìè. Îáîçíà÷èì α = 3−

√
5

2 .

Ëåììà 2.8 (Âýëüÿíò [207]). Ïóñòü çàäàíû ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííàÿ áó-

ëåâà ôóíêöèÿ f îò n ïåðåìåííûõ è âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå Φ íà

ìíîæåñòâå ôîðìóë ýòèõ æå ïåðåìåííûõ â áàçèñå BM = {∨,∧}, òàêîå,
÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà x ∈ f−1(0) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

P(F (x) = 1 | F ∈ Φ) ≤ α− ε,

16Ïîä ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííîé áóëåâîé ôóíêöèåé çäåñü è äàëåå ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà
ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ïðåäïèñàííûå çíà÷åíèÿ íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
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à äëÿ ëþáîãî íàáîðà x ∈ f−1(1) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

P(F (x) = 0 | F ∈ Φ) ≤ 1− α− ε

ïðè íåêîòîðîì ε > 0. Òîãäà DBM
(f) ≤ 2 (log4α(1/ε) + log2 n) +O(1).

Çàäàäèì âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå Φ ïðèìåðíî òàê æå, êàê â [207]:

P(F ≡ xi) =
1

3n
, 1 ≤ i ≤ n, P(F ≡ 1) = α− k

3n
, P(F ≡ 0) =

2

3
−α+

k

3n
.

Ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

P
(
F (x) = 1

∣∣∣∑ xi ≤ k − t
)
≤ α− t

3n
,

P
(
F (x) = 0

∣∣∣∑ xi ≥ k + t
)
≤ 1− α− t

3n
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2.2. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

DBM

(
Ψk,t

n

)
≤ 2

(
log6−2

√
5(n/t) + log2 n

)
+O(1).

Ïóñòü n = (2r−1)(2t−1)−1. Ðàçîáüåì îòðåçîê [0, n] íà 2r−1 èíòåðâàëîâ
Ij = [(j − 1)(2t− 1), j(2t− 1)− 1]. Ïóñòü Xj = Ψ

j(2t−1)−t,t
n (x) � ïîðîãîâàÿ

ôóíêöèÿ ñ èíòåðâàëîì íåîïðåäåëåííîñòè Ij. Ïîëîæèì X2r = 0.
Íîìåð èíòåðâàëà J = (Jr−1, . . . , J0), â êîòîðûé ïîïàäàåò àðèôìåòè÷å-

ñêàÿ ñóììà áóëåâûõ ïåðåìåííûõ σ = x1 + . . .+xn, ìîæíî âû÷èñëèòü èç Xj

ñ òî÷íîñòüþ äî ±1, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Âåëè÷èíà gj = Xj−1 · Xj+1 èìååò ñìûñë ïðèçíàêà ïîïàäàíèÿ ñóììû

â îêðåñòíîñòü èíòåðâàëà Ij. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè σ ∈ Ij, òî gj = 1; åñëè
gj = 1, òî σ ∈ Ij−1 ∪ Ij ∪ Ij+1. Ïîëîæèì

Zi =
2r−i−1∨
k=1

X2i+1k−2i ·X2i+1k, Gi =
2r−i−1∨
k=1

g2ik, i = 2, . . . , r − 1.

Ôóíêöèÿ Zi èìååò ñìûñë ïðåäïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ ðàçðÿäà Ji; åå îá-
ëàñòü íåîïðåäåëåííîñòè � èíòåðâàëû I2ik. Ôóíêöèÿ Gi èìååò ñìûñë ïîïà-
äàíèÿ σ â îêðåñòíîñòü îáëàñòè íåîïðåäåëåííîñòè ôóíêöèè Zi. Îïðåäåëèì

Jr−1 = Gr−1∨Zr−1, Ji = Gi+1(Gi∨Zi), i = 2, . . . , r−2, J1 = G2, J0 = 0,
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÷òî îçíà÷àåò: ïðè ïîïàäàíèè â îáëàñòü íåîïðåäåëåííîñòè íîìåð çàêàí÷è-
âàåòñÿ íà 10 . . . 0. Òåïåðü íåñëîæíî ïðîâåðÿåòñÿ

Ëåììà 2.9. Îïåðàòîð J óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ σ ∈ IJ−1 ∪ IJ ∪ IJ+1.

Êðîìå òîãî, äëÿ ãëóáèíû êîìïîíåíò îïåðàòîðà J êàê ôóíêöèé îò ïåðå-

ìåííûõ Xj ñïðàâåäëèâà îöåíêà DB0
(Ji) ≤ r − i+O(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äëÿ èñòèííîãî íîìåðà J∗ èíòåðâàëà, êîòîðîìó ïðè-
íàäëåæèò σ, âûïîëíåíî ñðàâíåíèå J∗ ≡ 2 mod 4, òî ýòîò íîìåð òî÷íî
âû÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèÿìè Ji (ïîñêîëüêó Gi = 0 ïðè âñåõ i). Åñëè J∗ ≡ 0

mod 4, òî íîìåð òàêæå âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íî: èíòåðâàë IJ∗ ôèêñèðóåòñÿ óñëî-
âèåì Gi = 1, Gi+1 = 0, ãäå ÷èñëî i òàêîâî, ÷òî J∗ ≡ 2i mod 2i+1. Åñëè J∗

íå÷åòíî, òî J åñòü íîìåð îäíîãî èç ñîñåäíèõ èíòåðâàëîâ, êàêîãî èìåííî �
çàâèñèò îò òîãî, âûïîëíÿëîñü ëè óñëîâèå Gi = 1 ïðè íåêîòîðîì i. Îöåíêà
ãëóáèíû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç âèäà ïðèìåíÿåìûõ ôîðìóë.

Äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè ïîñòðîåííûõ ôîðìóë èñïîëüçóåì òðèâèàëüíî
âûïîëíÿåìîå â áèíàðíûõ áàçèñàõ B ñîîòíîøåíèå LB(f) ≤ 2DB(f).

2.4.2 Ôîðìóëû äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

×åðåç J t
n(x1, . . . , xn) =

(
J t

n,r−1, . . . , J
t
n,0
)
, r =

⌈
log2

(
n+1
2t−1 + 1

)⌉
, îáîçíà÷èì

ïîñòðîåííûé âûøå (n, r)-îïåðàòîð âû÷èñëåíèÿ íîìåðà èíòåðâàëà, â êîòî-
ðîì íàõîäèòñÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ñóììà σ ïåðåìåííûõ. Ñëåäóþùàÿ ëåììà
ðàñøèðÿåò ëåììó 2.3.

Ëåììà 2.10. Ïóñòü 2k · 3l ≥ 6t − 3. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî êîíå÷íîãî

áàçèñà B ñïðàâåäëèâû îöåíêè

LB(Cn) ≤ 2O(log2 log n) · LB

(
J t

n, Cn,k−1, . . . , Cn,0, C
(3)
n,l−1, . . . , C

(3)
n,0

)
,

DB(Cn) ≤ DB

(
J t

n, Cn,k−1, . . . , Cn,0, C
(3)
n,l−1, . . . , C

(3)
n,0

)
+O

(
log2 log n

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ïîìîùè Êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ íàõîäèò-
ñÿ îñòàòîê σ mod 2k · 3l, çàòåì íàõîäèòñÿ åäèíñòâåííîå ÷èñëî â èíòåðâàëå
IJ−1 ∪ IJ ∪ IJ+1, ãäå J = J t

n, èìåþùåå òàêîé îñòàòîê. Âû÷èñëåíèå ñîñòî-
èò èç íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé ñ log n-ðàçðÿäíûìè
÷èñëàìè, ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.3.
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Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â êà÷åñòâå
êîäà àðãóìåíòà èñïîëüçóåòñÿ íîìåð èíòåðâàëà, ðàçðÿäû ÷èñëà σ2 = σ mod

2k è ðàçðÿäû ÷èñëà σ3 = σ mod 3l, ïðåäâàðèòåëüíî ïåðåïèñàííîãî â ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì 3b, ãäå b = Θ(log n/ log log n), è ïðåäñòàâëåíèåì
öèôð äâîè÷íûìè ÷èñëàìè, ñì. �2.3.1. Îáîçíà÷àåì êîìïîíåíòû îïåðàòîðà,
âû÷èñëÿþùåãî σ â óêàçàííîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, ÷åðåç C(3b)

n,i .
Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Rn(x1, ..., xn) = (Rn,n−1, . . . , Rn,0) îáîçíà÷àåòñÿ

îïåðàòîð óïîðÿäî÷åíèÿ íàáîðà èç n ÷èñåë: Rn,n−1 ≥ . . . ≥ Rn,0. Ñëåäó-
þùàÿ ëåììà îáîáùàåò ëåììó 2.4.

Ëåììà 2.11. Ïóñòü 2k · 3λb ≥ 6t− 3, ν = db log2 3e, r =
⌈
log2

(
n+1
2t−1 + 1

)⌉
,

s = k + νλ+ r. Ïóñòü B ∈ {B0, B2}. Ïîëîæèì

(Ls−1, . . . , L0) = Rs

(
LB(J t

n,r−1), . . . , LB(J t
n,0),

LB(Cn,k−1), . . . , LB(Cn,0), LB

(
C

(3b)
n,νλ−1

)
, . . . , LB

(
C

(3b)
n,0

))
,

(Ds−1, . . . , D0) = Rs

(
DB(J t

n,r−1), . . . , DB(J t
n,0),

DB(Cn,k−1), . . . , DB(Cn,0), DB

(
C

(3b)
n,νλ−1

)
, . . . , DB

(
C

(3b)
n,0

))
.

Òîãäà

LB(Sn) ≤ 2O(log2 log n)

(
s−1∑
i=0

2s−iLi

)
,

DB(Sn) ≤ max
0≤i<s

{Di + s− i}+O
(√

log n
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðåàëèçóåòñÿ ìåòîäîì êàñêà-
äîâ, èñõîäÿ èç îïèñàííîãî âûøå êîäà, êàê â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäå-
íèÿ 2.1.

Ïðèìåíÿåì ëåììû 2.9�2.11, ñëåäñòâèå 2.2 è ôîðìóëû èç �2.3.2, �2.3.3
äëÿ ðåàëèçàöèè ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ îïåðàòîðîâ Cn, C

(3)
n . Àíàëîãè÷íî òåî-

ðåìå 2.3 äîêàçûâàåòñÿ
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Òåîðåìà 2.4. Èìåþò ìåñòî îöåíêè:

LB0
(Cn) � n3.91, LB0

(Sn) � n4.01, LB2
(Cn) � n2.84, LB2

(Sn) � n2.95,

DB0
(Cn) . 4.14 log2 n, DB2

(Cn) . 3.02 log2 n,

DB0
(Sn) . 4.24 log2 n, DB2

(Sn) . 3.1 log2 n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèå ïðîâîäèòñÿ êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû 2.3, òîëüêî êîä äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñîñòàâëÿåòñÿ èç òðåõ
÷àñòåé. Îãðàíè÷èìñÿ ïîÿñíåíèåì ê îöåíêàì ãëóáèíû ôóíêöèé â áàçèñå B2.

Ðèñ. 4: Ãðàôèêè ôóíêöèé δ(µ), δ(3)(µ), δa(µ), δs(µ), δ̂
s
(µ).

Íà ðèñ. 4à ìû ïîâòîðÿåì ãðàôèê ôóíêöèè δ(µ), òàêîé, ÷òî âåëè÷èíà
(δ(µ) + o(1)) log2 n ñëóæèò âåðõíåé îöåíêîé ãëóáèíû ðàçðÿäà Cn,µ log2 n. Íà
ðèñ. 4á èçîáðàæåí ãðàôèê àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåìîé ôóíêöèè δ(3)(µ). Íà
ðèñ. 4â èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè

δa(µ) = 2 + (1− µ)
(
1 + log6−2

√
5 2
)
,

òàêîé, ÷òî àðèôìåòè÷åñêàÿ ñóììà σ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn ìîæåò áûòü
âû÷èñëåíà ñ òî÷íîñòüþ ±nµ+o(1) ñ ãëóáèíîé δa(µ) log2 n ìåòîäîì ëåììû 2.9
è ñëåäñòâèÿ 2.2.
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Ãðàôèê ðèñ. 4ã èçîáðàæàåò ôóíêöèþ δs(µ) ãëóáèíû (äåëåííîé íà log n)
êîìïîíåíò êîäà, èñïîëüçóåìîãî â ëåììå 2.10 äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïåðàòîðà
Cn (ïðè èçîáðàæåíèè ãðàôèêà òðîè÷íûå öèôðû ñ÷èòàþòñÿ îòäåëüíûìè
êîìïîíåíòàìè, ïîýòîìó äëèíà êîäà log2 n+O(1)). Ãðàôèê ïîëó÷àåòñÿ óïî-
ðÿäî÷åíèåì îáúåäèíåíèÿ ó÷àñòêîâ ãðàôèêîâ δ([0, 0.584]), δ(3)([0, 0.178]) è
δa([0.762, 1]).

Ãðàôèê ðèñ. 4ä èçîáðàæàåò ôóíêöèþ δ̂
s
(µ) = Dµ log2 n/ log2 n èç ëåì-

ìû 2.11: âåëè÷èíà (δ̂
s
(µ)+o(1)) log2 n ñëóæèò âåðõíåé îöåíêîé ãëóáèíû äëÿ

µ log2 n áèòîâ êîäà âõîäíîãî íàáîðà, èñïîëüçóåìîãî â ëåììå 2.11 ïðè ðåàëè-
çàöèè ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè. Ãðàôèê äëÿ δs ïîëó÷àåòñÿ óïîðÿäî÷åíèåì
ó÷àñòêîâ ãðàôèêîâ δ([0, 0.608]), δ(3)([0, 0.197]) è δa([0.805, 1]). Ïóíêòèðîì
ïîêàçàí ãðàôèê ôóíêöèè δ̂

s
(µ)+1−µ, ìàêñèìóì êîòîðîé îïðåäåëÿåò ãëó-

áèíó ðåàëèçàöèè ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ìåòîäîì ëåììû 2.11.
Ïîëüçóÿñü óòâåðæäåíèåì 2.3, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2.3. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

LB0
(Mn) � n4.91, LB2

(Mn) � n3.84,

DB0
(Mn) . 5.14 log2 n, DB2

(Mn) . 4.02 log2 n.

2.5 Ñèíòåç ôîðìóë äëÿ MOD-ôóíêöèé

Â ñâåòå ìàòåðèàëà ïðåäûäóùèõ äâóõ ðàçäåëîâ, îïåðàòîðû âû÷èñëåíèÿ
àðèôìåòè÷åñêîé ñóììû áóëåâûõ ïåðåìåííûõ ïî ìîäóëÿì pk ìîãóò áûòü
èíòåãðèðîâàíû â îáùóþ ñõåìó ðåàëèçàöèè ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Èçó-
÷åíèå ôóíêöèé ñëîæåíèÿ ïî ìàëûì ïðîñòûì ìîäóëÿì p (ò. å. âû÷èñëåíèÿ
ìëàäøèõ p-è÷íûõ ðàçðÿäîâ ñóììû) äàåò ïðåäâàðèòåëüíûé îòâåò íà âî-
ïðîñ, êàêîé ýôôåêò ìîæíî îæèäàòü îò òàêîé èíòåãðàöèè. Ðåçóëüòàòû íà-
ñòîÿùåãî ðàçäåëà (ñì. òàáë. 3) óêàçûâàþò, ÷òî îöåíêè òàáë. 2 (ãëóáèíû è
ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé) ìîãóò áûòü íåñêîëüêî
óëó÷øåíû çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ïÿòèðè÷íûõ êîìïðåññîðîâ â áàçèñå B0 è,
âîçìîæíî, çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ñåìèðè÷íûõ êîìïðåññîðîâ â áàçèñå B2.

Èçëîæåíèå ñëåäóåò ðàáîòå [222] è ïîñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: â
��2.5.1�2.5.3 ïðåäñòàâëåí îáçîð èçâåñòíûõ êîíñòðóêöèé; îáùèé ñïîñîá ïî-
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ñòðîåíèÿ ôîðìóë ìåíüøåé ñëîæíîñòè è ãëóáèíû â áàçèñå B0 ïðèâîäèòñÿ
â �2.5.4; îöåíêà ãëóáèíû îïåðàòîðà MOD3

n â ñòàíäàðòíîì áàçèñå äîêàçû-
âàåòñÿ â �2.5.5; â �2.5.6 äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà ãëóáèíû îïåðàòîðà MOD7

n â
áàçèñå B2. Íîâûå îöåíêè ñóììèðóåò

Òåîðåìà 2.5. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

LB0
(MOD5

n) � n3.22, LB0
(MOD7

n) � n3.63,

DB0
(MOD3

n) . 2.8 log2 n, DB0
(MOD5

n) . 3.35 log2 n,

DB0
(MOD7

n) . 3.87 log2 n, DB2
(MOD7

n) . 2.93 log2 n.

2.5.1 Ïðîñòûå ôîðìóëû â áàçèñå B0

Ðàçîáüåì ïåðåìåííûå íà 2 ãðóïïû: x = (x1, x2), |xi| = ni (÷åðåç |x| îáîçíà-
÷àåòñÿ äëèíà áóëåâà íàáîðà). Ñïðàâåäëèâû ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû [43]:

MODm,r
n1+n2

(x) =
m−1∨
k=0

MODm,k
n1

(x1) ·MODm,r−k
n2

(x2), (2.32)

MODm,r
n1+n2

(x) =
m−1∧
k=0

(
MODm,k

n1
(x1) ∨MODm,r−k

n2
(x2)

)
. (2.33)

Íàïîìíèì, ÷òî ó ôóíêöèé f è f ñîâïàäàþò è ãëóáèíà, è ñëîæíîñòü ïðè
ðåàëèçàöèè ôîðìóëàìè â ëþáîì èç áàçèñîâ B0 è B2, ñì. [49, 145].

Ïðè ïîìîùè ëþáîãî èç òîæäåñòâ (2.32), (2.33) ìåòîäîì äåëåíèÿ ïîïîëàì
ìîæíî ïîëó÷èòü âåðõíþþ îöåíêó ñëîæíîñòè ôîðìóë

LB0
(MODm

n ) � n1+log m, (2.34)

óêàçàííóþ åùå â ðàáîòå [43]. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ìàëûõ m èìååì

LB0
(MOD3

n) � n2.59, LB0
(MOD5

n) � n3.33, LB0
(MOD7

n) � n3.81.

Ïðè ïîñòðîåíèè ýôôåêòèâíûõ ïî ãëóáèíå ôîðìóë ðàçëîæåíèÿ (2.32) è
(2.33) âûãîäíî èñïîëüçîâàòü ïîî÷åðåäíî, à ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ ðàçáè-
âàòü íà ÷àñòè ðàçíîé äëèíû. Ïî ñóòè â ýòîì ñîñòîèò ìåòîä [113], â îðèãè-
íàëüíîé ðàáîòå èçëîæåííûé â òåðìèíàõ êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè.
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Íàïðèìåð, ïðè m = 3 ðàçëîæåíèÿ (2.32) è (2.33) ïðèâîäÿò ê êîíúþíê-
öèÿì èëè äèçúþíêöèÿì ôîðìóë ãëóáèíû k è k − 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nk

ìàêñèìàëüíîå n, òàêîå, ÷òî ôóíêöèè MOD3,r
n ïðåäñòàâèìû êàê êîíúþíê-

öèÿìè, òàê è äèçúþíêöèÿìè ôîðìóë ãëóáèíû k è k − 1. Òîãäà èìååì

Nk+2 ≥ Nk +Nk−2,

îòêóäà ñëåäóåò

DB0
(MOD3

n) ≤ 2 logϕ n+O(1) < 2.89 log n+O(1),

ãäå ϕ = 1+
√

5
2 . Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ îöåíêà

DB0
(MOD5

n) ≤ logα n+O(1) < 3.48 log n+O(1),

ãäå α4 = α+ 1.
Ïðè m = 7 óêàçàííûé ïðèåì íå ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü òðèâèàëüíî âûòå-

êàþùóþ èç (2.32) èëè (2.33) îöåíêó

DB0
(MOD7

n) ≤ 4 log n+O(1).

2.5.2 Ïðîñòûå ôîðìóëû â áàçèñå B2

Â áàçèñå B2 ñïðàâåäëèâû ÷óòü áîëåå êîðîòêèå ôîðìóëû [161]:

MODm,r
n1+n2

(x) =
m−1∧
k=1

(
MODm,k

n1
(x1) ∼ MODm,r−k

n2
(x2)

)
, (2.35)

ãäå ¾∼¿ îçíà÷àåò áóëåâó îïåðàöèþ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñì. òàêæå [124, �4.4].
Ýòè ôîðìóëû ïðèâîäÿò ê îöåíêå

LB2
(MODm

n ) � n1+log(m−1).

Ïðè ìàëûõ m ïîëó÷àåì îöåíêè ñëîæíîñòè

LB2
(MOD3

n) � n2, LB2
(MOD5

n) � n3

è îäíîâðåìåííî îöåíêè ãëóáèíû

DB2
(MOD3

n) ≤ 2 log n+O(1), DB2
(MOD5

n) ≤ 3 log n+O(1).
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2.5.3 Àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä

Îáùàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ïîäõîäÿùåå ïðåäñòàâëåíèå

(Zm,+) ∼= (G, ∗),

ãäå ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ ∗ â G âûïîëíÿåòñÿ ïðîñòî.
Â ðàáîòå [157] ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ìóëüòèïëèêàòèâíûå ãðóïïû

äâîè÷íûõ êîíå÷íûõ ïîëåé. Â ñëó÷àå m = 7 ïðèìåíÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâ-
íàÿ ãðóïïà ïîëÿ GF (23), ýëåìåíòû êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþòñÿ äâîè÷íûìè
ìàòðèöàìè ðàçìåðà 3×3. Ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì óìíîæå-
íèåì ìàòðèö íàä GF (2).

Òîãäà îïåðàòîð MOD7
n(x) õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàòðèöåé Hn(x), ýëåìåíòû

êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ ðåêóðñèâíî ïî ôîðìóëàì

Hn1+n2
[i, j](x) =

2⊕
k=0

Hn1
[i, k](x1) ·Hn2

[k, j](x2). (2.36)

Ïîëó÷àåì îöåíêè

LB2
(MOD7

n) � nlog 6 < n2.59, DB2
(MOD7

n) ≤ 3 log n+O(1),

òàê êàê ïåðåõîä ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû Z7 âûïîëíÿ-
åòñÿ ñ ãëóáèíîé O(1).

Â ñëó÷àå m = 3 è m = 5 â ìåòîäå [157] èñïîëüçóþòñÿ ïîëÿ GF (22) è
GF (24) ñîîòâåòñòâåííî; ýòî ïðèâîäèò ê òàêèì æå îöåíêàì, êàê â �2.5.2.

2.5.4 Ôîðìóëû â ðàñøèðåííîé êîäèðîâêå

Ïóñòü S ⊂ Zm. Îïðåäåëèì ôóíêöèè

MODm,S
n (x) =

(
n∑

i=1

xi mod m ∈ S

)
,

îáîáùàþùèå (2.2). Íàáîð âñåõ ôóíêöèé MODm,S
n , 0 < |S| < m, çàäàåò

çíà÷åíèå ñóììû ïåðåìåííûõ ïî ìîäóëþ m, èñïîëüçóÿ ìàêñèìàëüíóþ îä-
íîçíà÷íóþ êîäèðîâêó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Zm. Ëþáàÿ äðóãàÿ äâîè÷íàÿ
îäíîçíà÷íàÿ êîäèðîâêà ñîäåðæèòñÿ â ìàêñèìàëüíîé.
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Óêàæåì ïðîñòîé ñïîñîá óòî÷íèòü îöåíêè ñëîæíîñòè (2.34). Áóäåì èñ-
êàòü ôîðìóëû âèäà

MODm,S
n (x) =

∨
k

MODm,Ak
n1

(x1) ·MODm,Bk
n2

(x2). (2.37)

Èõ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü â òåðìèíàõ ïîêðûòèé ìíîæåñòâ èëè ìàòðèö.
Êàæäîìó ìíîæåñòâó S ñîïîñòàâèì (m, m)−ìàòðèöó IS

m, ñòðîêè è ñòîëá-
öû êîòîðîé çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè èç Zm, à ýëåìåíòû îïðåäåëÿþòñÿ êàê
IS
m[i, j] = (i + j ∈ S). Òîãäà ôîðìóëà (2.37) îòâå÷àåò ïîêðûòèþ ìàòðèöû
IS
m ñïëîøü åäèíè÷íûìè ïîäìàòðèöàìè (ïðÿìîóãîëüíèêàìè) íà ïåðåñå÷å-
íèè ñòðîê Ak è ñòîëáöîâ Bk.

Èç (2.32) âûòåêàåò òîæäåñòâî [43]

MODm,S
n1+n2

(x) =
m−1∨
k=0

MODm,k
n1

(x1) ·MODm,S−k
n2

(x2), (2.38)

îòâå÷àþùåå ïîêðûòèþ ìàòðèöû îòäåëüíûìè ñòðîêàìè (S − k îáîçíà÷àåò
ìíîæåñòâî {r−k | r ∈ S}). Ðàíã òðèâèàëüíîãî ïîêðûòèÿ (÷èñëî ïîêðûâàþ-
ùèõ ìàòðèö) ðàâåím. Íàñ èíòåðåñóþò ìàòðèöû IS

m ñ ðàíãîì ìèíèìàëüíîãî
ïîêðûòèÿ (èëè OR-ðàíãîì) rk ∨(I

S
m) < m. ×åðåç S áóäåì îáîçíà÷àòü Zm\S.

Èçâåñòíûé ïðèìåð ìàòðèöû ìàëîãî ðàíãà ïîëó÷àåòñÿ ïðè S = {r} (ìàò-
ðèöà IS

m èìååò îäíó íóëåâóþ öèêëè÷åñêóþ äèàãîíàëü è åäèíèöû � â îñòàëü-
íûõ ïîçèöèÿõ), ñì., íàïðèìåð, [145]. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè m ≤

(
t

bt/2c
)
,

òî rk ∨(I
S
m) ≤ t. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïîêðûòèå äëÿ ìàòðèöû ñ íóëåâîé ãëàâíîé

äèàãîíàëüþ ïîëó÷àåòñÿ òàê: çàíóìåðóåì ñòðîêè ìàòðèöû ïîäìíîæåñòâàìè
ìíîæåñòâà {1, . . . , t} ìîùíîñòè bt/2c, à ñòîëáöû � äîïîëíÿþùèìè èõ ïîä-
ìíîæåñòâàìè ìîùíîñòè dt/2e. i−þ ìàòðèöó èç ïîêðûòèÿ îáðàçóþò ñòðîêè
è ñòîëáöû, íîìåðàì êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò i.

Â ñëó÷àå m = 3 ïðè ëþáîì S 6= ∅,Zm ìàòðèöû IS
m èìåþò ïîëíûé ðàíã,

çàòî ïðè m = 5 ìàòðèöû I
{r}
m èìåþò ðàíã 4 (ïðè÷åì ïîêðûòèå îáðàçóþò

ïðÿìîóãîëüíèêè ñî ñòîðîíàìè 2 èëè 3), ñì. ðèñ. 5.
Êàê ñëåäñòâèå, ôóíêöèÿ MOD5,S

n ïðè |S| = 4 ðåàëèçóåòñÿ ôîðìó-
ëîé (2.37) ñ 4-ìÿ ñëàãàåìûìè, à ïðè |S| = 1 � äâîéñòâåííîé ôîðìóëîé
(êîíúþíêöèÿ äèçúþíêöèé) òàêîãî æå ðàçìåðà. Äëÿ îñòàëüíûõ ôóíêöèé
âûáèðàåì ðåàëèçàöèþ (2.38), ïîñêîëüêó rk ∨(I

S
5 ) = 5 ïðè 2 ≤ |S| ≤ 3.
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Ðèñ. 5: Ïîêðûòèå ìàòðèöû I5

Îöåíèì ñëîæíîñòü ôîðìóë, ê êîòîðûì ïðèâîäèò óêàçàííàÿ ñòðàòåãèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xn ñëîæíîñòü ôîðìóë äëÿ MOD5,S

n , |S| = 1 èëè 4, à
÷åðåç Yn � ñëîæíîñòü ôîðìóë äëÿ MOD5,S

n , |S| = 2 èëè 3. Ïóñòü Zn =

max{Xn, Yn/a}, ãäå ïàðàìåòð a áóäåò âûáðàí ïîçäíåå. Èç (2.37) è (2.38)
ïîëó÷àåì

Z2n ≤ max{8Yn, 5(Xn + Yn)/a}.

Ñ öåëüþ ìèíèìèçèðîâàòü îòíîøåíèå Z2n/Zn âûáèðàåì a = 5+
√

185
16 , â ðå-

çóëüòàòå ïîëó÷àåì Z2n ≤ 8aZn. Ñëåäîâàòåëüíî,

LB0
(MOD5

n) � n3+log a < n3.22.

Íåçíà÷èòåëüíîå óëó÷øåíèå îöåíêè âîçìîæíî ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïîäáîðå
îïòèìàëüíîãî îòíîøåíèÿ n1/n2.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìàòðèöà I
{r}
7 ìîæåò áûòü ïîêðûòà 5-þ ïðÿ-

ìîóãîëüíèêàìè, ïðè ýòîì îäèí èç íèõ èìååò ðàçìåð 1 × 6. Îáîçíà÷àÿ,
êàê è âûøå, ÷åðåç Xn ñëîæíîñòü ôîðìóë äëÿ MOD7,S

n , |S| = 1, ÷åðåç
Yn � ñëîæíîñòü ôîðìóë äëÿ MOD7,S

n , 2 ≤ |S| ≤ 3, è ââîäÿ îáîçíà÷åíèå
Zn = max{Xn, Yn/a}, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

Z2n ≤ max{2Xn + 8Yn, 7(Xn + Yn)/a}.

Ïðè âûáîðå a = 5+
√

249
16 èìååì Z2n ≤ (8a+ 2)Zn è

LB0
(MOD7

n) � nlog(8a+2) < n3.64.

Îöåíêó ìîæíî óòî÷íèòü äî O(n3.63), åñëè ïðèìåíÿòü ðàçáèåíèå íà íåðàâ-
íûå ãðóïïû ïåðåìåííûõ: 4n1 ≈ 5n2. Èíà÷å, ýòî óòî÷íåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü,
èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå rk∨(IS

7 ) = 6, |S| = 5.
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Ïîñòðîåííûå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò óëó÷øèòü è îöåíêè ãëóáèíû èç [113].
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nk ìàêñèìàëüíîå n, òàêîå, ÷òî ôóíêöèè MOD5,S

n ïðåä-
ñòàâèìû äèçúþíêöèÿìè è êîíúþíêöèÿìè äâóõ ôîðìóë ãëóáèíû k è k− 2.
Äîêàæåì ñîîòíîøåíèå

Nk+10 ≥ Nk+6 + 2Nk+1 + 2Nk.

Ïðè ïîìîùè ôîðìóë (2.38) è èõ îòðèöàíèé ìîæíî ðåàëèçîâàòü âñå ôóíê-
öèè MOD5,S

Nk+1+Nk
äèçúþíêöèÿìè èëè êîíúþíêöèÿìè ôîðìóë ãëóáèíû k+4

è k + 2, à ïðè |S| = 1 � ôîðìóëîé ãëóáèíû k + 4, èñïîëüçóÿ ìèíèìàëü-
íîå ïîêðûòèå ìàòðèöû I

{r}
5 . Äàëåå, ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâà (2.32), (2.33) ñ

n1 = n2 = Nk+1 +Nk, ñòðîèì ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèé MOD5,r
2Nk+1+2Nk

, êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ äèçúþíêöèÿìè èëè êîíúþíêöèÿìè ôîðìóë ãëóáèíû k + 7

è k + 5. Îêîí÷àòåëüíî, ïðèìåíÿåì ôîðìóëû (2.38) è èõ îòðèöàíèÿ ñ ïà-
ðàìåòðàìè n1 = 2Nk+1 + 2Nk è n2 = Nk+6, ÷òîáû ðåàëèçîâàòü ôóíêöèè
MOD5,S

Nk+6+2Nk+1+2Nk
äèçúþíêöèÿìè è êîíúþíêöèÿìè ôîðìóë ãëóáèíû k+10

è k + 8. Òàêèì îáðàçîì,

DB0
(MOD5

n) ≤ logα n+O(1) < 3.35 log n+O(1),

ãäå α10 = α6 + 2α+ 2.
Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì â ñëó÷àåm = 7. Îáîçíà÷èì ÷åðåçNk ìàêñèìàëü-

íîå n, òàêîå, ÷òî ôóíêöèè MOD7,S
n ïðåäñòàâèìû ôîðìóëàìè ãëóáèíû k.

Äîêàæåì ñîîòíîøåíèå

Nk+12 ≥ Nk+8 + 2Nk+1 + 2Nk.

Èñïîëüçóÿ ìèíèìàëüíîå ïîêðûòèå ìàòðèöû I
{r}
7 , ðåàëèçóåì ôóíêöèè

MOD7,r
2Nk

è MOD7,r
2Nk+1

, êîíúþíêöèÿìè ôîðìóë ãëóáèíû k+3 è k+1, è êîíú-
þíêöèÿìè ôîðìóë ãëóáèíû k+4 è k+2 ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå, ïðè ïîìîùè
ôîðìóëû (2.32) ñ ãëóáèíîé k+8 âû÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèè MOD7,r

2Nk+1+2Nk
. Òå-

ïåðü âñå ôóíêöèè MOD7,S
Nk+8+2Nk+1+2Nk

ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ñ ãëóáèíîé
k + 12 ôîðìóëàìè (2.38) ñ ïàðàìåòðàìè n1 = 2Nk+1 + 2Nk è n2 = Nk+8.
Êàê ñëåäñòâèå,

DB0
(MOD7

n) ≤ logα n+O(1) < 3.87 log n+O(1),

ãäå α12 = α8 + 2α+ 2.
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2.5.5 Îöåíêà ãëóáèíû îïåðàòîðà MOD3
n â áàçèñå B0

Ðàññìîòðåííûé âûøå ñïîñîá íå ïðèâîäèò ê áîëåå ýôôåêòèâíûì ôîðìóëàì
äëÿ ôóíêöèé MOD3,r

n . Îöåíêó ãëóáèíû îïåðàòîðà MOD3
n âñå æå ìîæíî

óòî÷íèòü, èñïîëüçóÿ ñïåöèàëüíûå ôîðìóëû, îòâå÷àþùèå ðàçáèåíèþ ìíî-
æåñòâà ïåðåìåííûõ íà 3 ãðóïïû.

Ðàçäåëèì íàáîð n ïåðåìåííûõ íà òðè ãðóïïû: x = (x1, x2, x3), |xi| = ni.
Ââåäåì ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå F r

i = MOD3,r
ni

(xi). Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

MOD3,r
n (x) = (F 0

1 ∨ F 0
2 ∨ F r

3 )(F 1
1 ∨ F 1

2 ∨ F r+1
3 )(F 2

1 ∨ F 2
2 ∨ F r+2

3 )∨
∨ (F 0

1 ∨ F 2
2 ∨ F r+1

3 )(F 1
1 ∨ F 0

2 ∨ F r+2
3 )(F 2

1 ∨ F 1
2 ∨ F r

3 ), (2.39)

êîòîðóþ ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå

MOD3,r
n (x) = (F 0

1 ∨ F 0
2 ∨ F r

3 )(F 1
1 ∨ F 1

2 ∨ F r+1
3 )(F 2

1 ∨ F 2
2 ∨ F r+2

3 )∨
∨ F 0

1 · F 0
2 · F r

3 ∨ F 1
1 · F 1

2 · F r+1
3 ∨ F 2

1 · F 2
2 · F r+2

3 . (2.40)

ÏóñòüNk � ìàêñèìàëüíîå n, òàêîå, ÷òî êîìïîíåíòû îïåðàòîðà MOD3
n ïðåä-

ñòàâèìû ôîðìóëàìè ãëóáèíû k. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî

Nk+11 ≥ 2Nk+4 + 2Nk+3 +Nk+2 + 4Nk.

Ïðè ïîìîùè (2.32) è (2.33) ðåàëèçóåì ôóíêöèè MOD3
2Nk

äèçúþíêöèÿìè
èëè êîíúþíêöèÿìè ôîðìóë ãëóáèíû k+2 è k+1. Èñïîëüçóÿ (2.40) ñ ïàðà-
ìåòðàìè n1 = n2 = 2Nk è n3 = Nk+2, ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ MOD3

Nk+2+4Nk
,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé ôîðìóë ãëóáèíû k + 6, k + 5 è k + 4. Ïî-
ñðåäñòâîì (2.32) ðåàëèçóåì ôóíêöèè MOD3

2Nk+3
è MOD3

2Nk+4
äèçúþíêöèÿìè

ôîðìóë ãëóáèíû k + 5 è k + 4, è äèçúþíêöèÿìè ôîðìóë ãëóáèíû k + 6 è
k + 5 ñîîòâåòñòâåííî. Îêîí÷àòåëüíî, ñòðîèì ôîðìóëó ãëóáèíû k + 11 äëÿ
MOD3

2Nk+4+2Nk+3+Nk+2+4Nk
, ïðèìåíÿÿ (2.39) ñ ïàðàìåòðàìè n1 = Nk+2 +4Nk,

n2 = 2Nk+4, n3 = 2Nk+3. Òàêèì îáðàçîì,

DB0
(MOD3

n) ≤ logα n+O(1) < 2.8 log n+O(1),

ãäå α11 = 2α4 + 2α3 + α2 + 4.
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2.5.6 Îöåíêà ãëóáèíû îïåðàòîðà MOD7
n â áàçèñå B2

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå íàáîðà ïåðåìåí-
íûõ íà 3 ãðóïïû. Èñõîäíûå ôîðìóëû (2.36) êîíêðåòèçèðóþòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì T = {0, 1, 2, 5} ⊂ Z7. Ôóíêöèè MOD7,T+r

n âû÷èñ-
ëÿþò ñóììó ïåðåìåííûõ â ñïåöèàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ìíîæåñòâà Z7. Äëÿ
x = (x1, x2), |xi| = ni, âûïîëíåíî

MOD7,T+r
n1+n2

(x) =
⊕

k∈{0,1,3}

MOD7,T+k−3r
n1

(x1) ·MOD7,T+k−3r
n2

(x2). (2.41)

Òåïåðü ïóñòü x = (x1, x2, x3), |xi| = ni, |x| = n. Ââåäåì ñîêðàùåííîå
îáîçíà÷åíèå F r

i = MOD7,T+r
ni

(xi). Òîãäà èç (2.41) ñëåäóåò

MOD7,T+r
n (x) =

6⊕
j=0

MOD7,r+j
n3

(x3) ·MOD7,T−j
n1+n2

(x1, x2) =

=
6⊕

j=0

MOD7,r+j
n3

(x3)
⊕

k∈{0,1,3}

F k+3j
1 · F k+3j

2 ,

îòêóäà ïðèâåäåíèåì ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ ñ ó÷åòîì î÷åâèäíîãî òîæäåñòâà

MODm,S
n (x) =

⊕
r∈S

MODm,r
n (x)

ïîëó÷àåì

MOD7,T+r
n (x) =

6⊕
k=0

F k
1 · F k

2 · F 3+r−2k
3 . (2.42)

Íåïîñðåäñòâåííî èç (2.42) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

Nk+5 ≥ Nk+1 + 2Nk,

ãäå Nk � ìàêñèìàëüíîå n, òàêîå, ÷òî ôóíêöèè MOD7,T+r
n èìåþò ãëóáèíó k.

Ñëåäîâàòåëüíî,

DB2
(MOD7

n) ≤ logα n+O(1) < 2.93 log n+O(1),

ãäå α5 = α+ 2.
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2.6 Ñëîæíîñòü ôîðìóë â k-àðíûõ áàçèñàõ

Â äàííîì ðàçäåëå èçëîæåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû [229] î íèæíèõ îöåíêàõ
ñëîæíîñòè ôîðìóë â áàçèñå Uk.

2.6.1 Ýêñïîíåíòà Õðàï÷åíêî è ìåðû ñëîæíîñòè äâóäîëüíûõ

ãðàôîâ

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà G = (A,B,E) íà ìíîæåñòâàõ âåð-
øèí A, B è ñ ìíîæåñòâîì ðåáåð E îïðåäåëèì âåëè÷èíó s(G) ïî àíàëîãèè
ñ (2.3) êàê

s(G) = max
X⊂A, Y⊂B

|E ∩ (X × Y )|2

|X| · |Y |
. (2.43)

Ýòó âåëè÷èíó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðîèçâåäåíèå ñðåäíèõ ñòåïåíåé
âåðøèí â äîëÿõ X è Y èëè, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, êàê ìàêñèìàëüíóþ
ïëîòíîñòü ãðàôà G. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè G′ ⊂ G, òî s(G′) ≤
s(G).

Ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè f îò n ïåðåìåííûõ ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåò-
ñòâèå äâóäîëüíûé ïîäãðàôGf áóëåâà êóáà {0, 1}n ñ äîëÿìè f−1(0) è f−1(1),
è ìíîæåñòâîì ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ ïàðû âåðøèí èç R(f−1(0), f−1(1)). Òî-
ãäà s(f) = s(Gf) ââèäó (2.3) è (2.43). Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà (2.43) ñëó-
æèò ðàñøèðåíèåì ïîíÿòèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ôóíêöèè íà ëþáûå äâóäîëü-
íûå ãðàôû.

Ìíîæåñòâî äâóäîëüíûõ ãðàôîâ Gi = (Ai, Bi, Ei) íàçîâåì ïîêðûòèåì

äâóäîëüíîãî ãðàôà G = (A,B,E), åñëè äëÿ âñåõ i âûïîëíÿåòñÿ Ai ⊂ A,
Bi ⊂ B, ïðè ýòîì E ⊂

⋃
Ei. Ïîêðûòèå íàçîâåì ìîíîòîííûì, åñëè äëÿ

ëþáîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ I îäíî èç äâóõ ìíîæåñòâ A \
⋃

i∈I Ai è B \⋃
i/∈I Bi ïóñòî.
Ïðè ëþáîì k ≥ 2 îïðåäåëèì ýêñïîíåíòó ñëîæíîñòè äâóäîëüíûõ ãðà-

ôîâ χk (ñîîòâåòñòâåííî ýêñïîíåíòó ìîíîòîííîé ñëîæíîñòè χ∗k) êàê ìàê-
ñèìàëüíîå ÷èñëî χ, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà G è äëÿ
ëþáîãî åãî ïîêðûòèÿ (ñîîòâåòñòâåííî ìîíîòîííîãî ïîêðûòèÿ) G1, . . . , Gk

âûïîëíåíî óñëîâèå ñóáàääèòèâíîñòè

sχ(G1) + . . .+ sχ(Gk) ≥ sχ(G).
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Òàê îïðåäåëåííûå ôóíêöèîíàëû sχk è sχ∗
k ÿâëÿþòñÿ ñóáàääèòèâíûìè

ìåðàìè ñëîæíîñòè äâóäîëüíûõ ãðàôîâ (íî ïî îòíîøåíèþ ê ðàçëè÷íûì
îïåðàöèÿì). Ïîäðîáíåå î ïðèìåíåíèè ñóáàääèòèâíûõ ìåð â òåîðèè ñëîæ-
íîñòè ñì. â [145, Ch. 6].

Òðèâèàëüíî âûïîëíÿåòñÿ χ2 ≥ χ3 ≥ . . . è χ∗2 ≥ χ∗3 ≥ . . . Áîëåå ñîäåðæà-
òåëüíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Óòâåðæäåíèå 2.5. Ïðè ëþáîì k ≥ 2 ñïðàâåäëèâî χk ≤ χ∗k ≤ χUk
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî òðèâèàëüíî, ïîñêîëüêó ìîíîòîííîå
ïîêðûòèå òîæå ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì. Âòîðîå íåðàâåíñòâî äîêàæåì â áîëåå
îáùåé ôîðìå.

Óòâåðæäåíèå 2.6. Ïóñòü T ⊂ {0, 1}n × {0, 1}n. Äëÿ ìíîæåñòâ A,B ⊂
{0, 1}n îïðåäåëèì RT (A,B) = (A × B) ∩ T . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé

ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ïîëîæèì

sT (f) = max
N⊂f−1(0), P⊂f−1(1)

|RT (N,P )|2

|N | · |P |
.

Òîãäà

LUk
(f) ≥

(
sT (f)

s

)χ∗
k

, s = max
1≤i≤n

max{sT (xi), sT (xi)}. (2.44)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñ Uk ñòðîãî ýêâèâàëåíòåí áàçèñó èç
âñåõ ìîíîòîííûõ k-ìåñòíûõ ôóíêöèé è îòðèöàíèÿ. Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì
âñå îòðèöàíèÿ â ôîðìóëå íàä ýòèì áàçèñîì ìîãóò áûòü îïóùåíû íà ìåñòî
ïåðåìåííûõ (ïðàâèëà äå Ìîðãàíà).

Ðàññóæäåíèå ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôóíêöèé. Äëÿ êîíñòàí-
òû σ ∈ {0, 1} ñïðàâåäëèâî sT (σ) = 0. Äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé x è åå îòðè-
öàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ sT (x), sT (x) ≤ s (áàçà èíäóêöèè).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (2.44) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ôóíêöèé ñëîæíîñòè
ìåíüøå L. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f ñëîæíîñòè L. Ïóñòü â ìè-
íèìàëüíîé íåèçáûòî÷íîé ôîðìóëå îíà âû÷èñëÿåòñÿ êàê f = ϕ(f1, . . . , fk),
ãäå ϕ � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà LUk

(fi) < L ïðè âñåõ i. Îïðåäåëèì
G = (A,B,E), ãäå A ⊂ f−1(0), B ⊂ f−1(1), E = RT (A,B) � ìíîæåñòâà, íà
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êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ sT (f). Ïîëîæèì Gi = (Ai, Bi, Ei), ãäå Ai = f−1
i (0)∩A,

Bi = f−1
i (1) ∩B, Ei = (Ai ×Bi) ∩ E.

Ïî îïðåäåëåíèþ, sT (f) = s(G) è sT (fi) ≥ s(Gi) â ñèëó Ai ⊂ f−1
i (0)

è Bi ⊂ f−1
i (1). Ïîêàæåì, ÷òî ãðàôû Gi îáðàçóþò ìîíîòîííîå ïîêðûòèå

ãðàôà G.
Óñëîâèÿ Ai ⊂ A è Bi ⊂ B âûïîëíåíû ïî ïîñòðîåíèþ. Åñëè f(α) = 0 è

f(β) = 1, òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ fi, äëÿ êîòîðîé òàêæå fi(α) = 0 è fi(β) = 1.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç fi(α) ≥ fi(β) äëÿ âñåõ i ñëåäîâàëî áû f(α) ≥ f(β)

èç-çà ìîíîòîííîñòè ϕ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ρ ∈ E, òî ρ ∈
⋃
Ei, èíà÷å

ãîâîðÿ, E ⊂
⋃
Ei.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàðóøåíî óñëîâèå ìîíîòîííîñòè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ I íàéäóòñÿ íàáîðû α ∈ A \

⋃
i∈I Ai

è β ∈ B \
⋃

i/∈I Bi. Èíà÷å ãîâîðÿ, f(α) = 0 è fi(α) = 1 ïðè âñåõ i ∈ I,
à òàêæå f(β) = 1 è fi(β) = 0 ïðè âñåõ i /∈ I. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ââèäó
(f1(α), . . . , fk(α)) ≥ (f1(β), . . . , fk(β)) è ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè ϕ äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ f(α) ≥ f(β). Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîýòîìó ïðè χ = χ∗k â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè è îïðåäåëåíèÿ χ∗k
èìååò ìåñòî

LUk
(f) = LUk

(f1) + . . .+ LUk
(fk) ≥

sχ
T (f1) + . . .+ sχ

T (fk)

sχ
≥

≥ sχ(G1) + . . .+ sχ(Gk)

sχ
≥
(
s(G)

s

)χ

=

(
sT (f)

s

)χ

.

Ïðè âûáîðå T = R({0, 1}n, {0, 1}n) ñîîòíîøåíèå (2.44) ïðåâðàùàåòñÿ
â LUk

(f) ≥ sχ∗
k(f) ââèäó sT (f) = s(f) è s = s(xi) = s(xi) = 1. Óòâåðæäå-

íèå 2.5 äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 2.5 ïîçâîëÿåò îöåíêè íà χUk
èçâëåêàòü â êà÷åñòâå ñëåä-

ñòâèé èç îöåíîê íà χk è χ∗k. Ïîñëåäíèå âåëè÷èíû ìîãóò áûòü ïðîùå äëÿ
àíàëèçà, òàê êàê ñâÿçàíû ñ ìåíåå ñïåöèôè÷íûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ áóëåâûìè
ôóíêöèÿìè îáúåêòàìè � äâóäîëüíûìè ãðàôàìè.

Äëÿ ðàçìèíêè ðàññìîòðèì ñëó÷àé k = 2 è âûâåäåì íåñêîëüêî èçâåñò-
íûõ ðåçóëüòàòîâ â íîâîé èíòåðïðåòàöèè. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïî ñóòè
ïîâòîðÿåò òåîðåìó 8.1 èç [209], ãäå ðåçóëüòàò Õðàï÷åíêî äîêàçûâàåòñÿ íà
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ÿçûêå ôîðìàëüíûõ ìåð ñëîæíîñòè � òàêîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëî-
æåí íåçàâèñèìî À.Å. Àíäðååâûì è Ì. Ïàòåðñîíîì.

Óòâåðæäåíèå 2.7. χ∗2 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì χ∗2 ≥ 1, ò. å. ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äâóäîëü-
íîãî ãðàôà G = (A,B,E) è åãî ìîíîòîííîãî ïîêðûòèÿ G1 = (A1, B1, E1),
G2 = (A2, B2, E2) âûïîëíÿåòñÿ s(G1) + s(G2) ≥ s(G). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáù-
íîñòè17, ïîëàãàåì s(G) = |E|2

|A|·|B| .
Ïî óñëîâèþ ìîíîòîííîñòè ëèáî A\A2 = ∅, ëèáî B \B1 = ∅. È íàîáîðîò,

ëèáî A \ A1 = ∅, ëèáî B \B2 = ∅.
Åñëè A \ A2 = B \ B2 = ∅, òî A2 = A è B2 = B, çíà÷èò G2 = G, è

äîêàçûâàòü íå÷åãî.
Åñëè A \ A2 = A \ A1 = ∅, òî A1 = A2 = A. Ïîëó÷àåì s(G1) ≥ |E1|2

|A|·|B1| è,

ïîñêîëüêó |E \E1| ðåáåð ñîåäèíÿþò A ñ B \B1 ⊂ B2, òî s(G2) ≥ (|E|−|E1|)2
|A|·(|B|−|B1|) .

Ïðèìåíÿÿ ïðîñòîå íåðàâåíñòâî x2
1

y1
+ x2

2

y2
≥ (x1+x2)2

y1+y2
, ñïðàâåäëèâîå ïðè y1, y2 >

0, âûâîäèì

s(G1) + s(G2) ≥
|E1|2

|A| · |B1|
+

(|E| − |E1|)2

|A| · (|B| − |B1|)
≥ |E|2

|A| · |B|
= s(G).

Îñòàâøèåñÿ äâà ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷íû ðàññìîòðåííûì.
Âåðõíÿÿ îöåíêà χ∗2 ≤ 1 òðèâèàëüíà. Äëÿ ãðàôà G, ñîñòîÿùåãî èç

äâóõ ðåáåð ñ îáùåé âåðøèíîé, è (ìîíîòîííîãî) ïîêðûòèÿ åãî ãðàôàìè
G1, G2, ñîñòîÿùèìè èç îäíîãî ðåáðà êàæäûé, âûïîëíåíî s(G) = 2 è
s(G1) = s(G2) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, 2 ≥ 2χ∗

2.

Êàê ñëåäñòâèå èç óòâåðæäåíèé 2.5 è 2.7 ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò Õðàï÷åíêî
χU2

≥ 1 [80]. Ëåãêî âûâåñòè è îáîáùåíèå, ïðèíàäëåæàùåå Ê.Ë. Ðû÷êî-
âó [65]:

LU2
(f) ≥ sd(f) = max

N⊂f−1(0), P⊂f−1(1)

|Rd(N,P )|2(
Cd−1

n−1 + . . .+ C1
n−1 + 1

)
|N | · |P |

, (2.45)

ãäå Rd(N,P ) � ìíîæåñòâî ïàð íàáîðîâ èç N è P ñ ðàññòîÿíèåì íå áîëåå d,
à n � ÷èñëî àðãóìåíòîâ ôóíêöèè f . Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåì óòâåðæäåíèå 2.6

17Èíà÷å ðàññìîòðèì ïîäãðàô G′ ⊂ G, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ s(G), è åãî ïîêðûòèå ãðàôàìè G1∩G′

è G2 ∩G′. Èç s(G1 ∩G′) + s(G2 ∩G′) ≥ s(G′) òîãäà ñëåäóåò s(G1) + s(G2) ≥ s(G).
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ñ âûáîðîì RT = Rd. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî sd(x) = sd(x) = Cd−1
n−1 + . . . +

C1
n−1 + 1. Îöåíêà (2.45) ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü êâàäðàòè÷íûå íèæíèå îöåíêè

ñëîæíîñòè äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ ïëîòíî óïàêîâàííûìè
êîäàìè, ñì. [65].

Ëþáîïûòíî, ÷òî χ2 < χ∗2. Äîêàæåì ïðîñòóþ îöåíêó.

Óòâåðæäåíèå 2.8. χ2 < 0.95.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ãðàôà G è åãî ïîêðûòèÿ ãðàôàìè
G1, G2 íà ðèñ. 6.
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Ðèñ. 6: Ïðèìåð ïîêðûòèÿ äâóäîëüíîãî ãðàôà

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî s(G) ≥ 102

42 = 25
4 , ïðè ýòîì s(G1) = s(G2) =

3 (ïîñëåäíèå âåëè÷èíû äîñòèãàþòñÿ íà ïîäãðàôàõ ñ äîëÿìè èç îäíîé è
òðåõ âåðøèí). Íåðàâåíñòâî 2 · 3χ ≥ (25/4)χ âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè χ ≤
log25/12 2 < 0.95.

2.6.2 Îöåíêè äëÿ ýêñïîíåíò ñëîæíîñòè â îáùåì ñëó÷àå

Òåîðåìà 2.6. Ïðè ëþáîì k ≥ 2 âûïîëíåíî χUk
≤ logdk/2e(bk/2c+1) k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ãîëîñîâàíèÿ mk. Âûáåðåì â êà-
÷åñòâå ìíîæåñòâ N è P ñîñåäíèå ñëîè áóëåâà êóáà, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ
ìåíÿåò çíà÷åíèå: ýòî ñîîòâåòñòâåííî íàáîðû âåñà p− 1 è p, ãäå p = dk/2e.
Î÷åâèäíî LUk

(mk) = k. Ñ äðóãîé ñòîðîíû

s(mk) ≥
|R(N,P )|

|P |
· |R(N,P )|

|N |
=

= p(k − p+ 1) = dk/2e(bk/2c+ 1) = (LUk
(mk))

1/χ,
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ãäå χ = logdk/2e(bk/2c+1) k. Òàêèì îáðàçîì, ïðè á�îëüøèõ çíà÷åíèÿõ χ óñëîâèå
(3.1) íå âûïîëíÿåòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî îöåíêó òåîðåìû 2.6 ìîæíî çàïèñàòü áîëåå ãðóáî êàê

χUk
≤ log2 k

log2(dk/2e(bk/2c+ 1))
<

log2 k

2 log2(k/2)
=

1

2
+

1

2 log2(k/2)

(ïðè k = 2 íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñìûñëå 1 <∞).

Òåîðåìà 2.7. Ïðè ëþáîì k ≥ 2 ñïðàâåäëèâî χk ≥ 1/2 + 1/(10 ln k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãðàôûGi = (Ai, Bi, Ei) ñîñòàâëÿþò ïîêðûòèå ãðà-
ôà G = (A,B,E). Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïðè χ = 1/2 + 1/(10 ln k) âû-
ïîëíåíî

sχ(G1) + . . .+ sχ(Gk) ≥ sχ(G),

ãäå k � ÷èñëî ãðàôîâ â ïîêðûòèè. Îáîçíà÷èì ai = |Ai|/|A|, bi = |Bi|/|B|,
ei = |Ei|/|E|. Êàê è âûøå â óòâåðæäåíèè 2.7, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî s(G) =
|E|2
|A|·|B| .

Ðàññóæäåíèå ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî k. Â âûðîæäåííîì ñëó÷àå k = 1

ïðèìåì äëÿ óäîáñòâà χ1 = 1. Äîêàæåì ïåðåõîä îò k−1 ê k ≥ 2. Ðàññìîòðèì
äâà ñëó÷àÿ.

I. Ïóñòü îäèí èç ãðàôîâ ïîêðûòèÿ, ñêàæåì,G1, ñîäåðæèò çíà÷èòåëüíóþ
÷àñòü îáåèõ äîëåé ãðàôà G. Áîëåå êîíêðåòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1 + b1 ≥
1.63.

Çàìåòèì, ÷òî ãðàôû G′ = (A,B \ B1, E \ E1) è G′′ = (A \ A1, B,E \
E1) èìåþò ïîêðûòèÿ G′

2, . . . , G
′
k è ñîîòâåòñòâåííî G′′

2, . . . , G
′′
k, ãäå G′

i =

(Ai, Bi \B1, Ei \ E1), G′′
i = (Ai \ A1, Bi, Ei \ E1), ïðè ýòîì G′

i, G
′′
i ⊂ Gi.

Âìåñòå ãðàôû G′ è G′′ ñîäåðæàò âñå ðåáðà ãðàôà G, íå ñâÿçûâàþùèå A1 è
B1, ò. å. ñóììàðíî íå ìåíåå (1−e1)|E| ðåáåð. Èñïîëüçóÿ ïðîñòîå íåðàâåíñòâî

max

{
x1

y1
,
x2

y2

}
≥ x1 + x2

y1 + y2
, (2.46)

ñïðàâåäëèâîå ïðè y1, y2 > 0, ïîëó÷àåì

max{s(G′), s(G′′)} = max{
√
s(G′),

√
s(G′′) }2 ≥

≥ (1− e1)
2|E|2

(
√

1− a1 +
√

1− b1 )2|A| · |B|
. (2.47)
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Ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïðè χ = 1/2 + 1/(10 ln(k− 1))

(ïðè χ = 1 â ñëó÷àå k = 2) âûïîëíåíî

sχ(G2) + . . .+ sχ(Gk) ≥
≥ max{sχ(G′

2) + . . .+ sχ(G′
k), s

χ(G′′
2) + . . .+ sχ(G′′

k)} ≥

≥ max{sχ(G′), sχ(G′′)} ≥
(

(1− e1)
2|E|2

(
√

1− a1 +
√

1− b1 )2|A| · |B|

)χ

. (2.48)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî∑
xp

i ≥
(∑

xi

)p

, p ≤ 1, xi ≥ 0,

(ñì. [77, ãë. II]), ñîîòíîøåíèå (2.48) âûïîëíåíî è ïðè âñåõ ìåíüøèõ çíà÷å-
íèÿõ χ.

Êàê ñëåäñòâèå, ïðè χ = 1/2 + 1/(10 ln k) èìååì

sχ(G1) + . . .+ sχ(Gk) ≥ sχ(G1) + max{sχ(G′), sχ(G′′)} ≥((
e2
1

a1b1

)χ

+

(
(1− e1)

2

(
√

1− a1 +
√

1− b1)2

)χ)( |E|2

|A| · |B|

)χ

≥[(e1

t

)2χ

+

(
1− e1

2
√

1− t

)2χ
](

|E|2

|A| · |B|

)χ

, (2.49)

ãäå t = (a1 + b1)/2 (ïîñëåäíèé ïåðåõîä èñïîëüçóåò íåðàâåíñòâà ìåæ-
äó ñðåäíèìè ãåîìåòðè÷åñêèì, àðèôìåòè÷åñêèì è êâàäðàòè÷íûì:

√
ab ≤

(a+ b)/2 ≤
√

(a2 + b2)/2 ).
Ïðèìåíÿÿ ê âûðàæåíèþ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ íåðàâåíñòâî Ã�åëüäåðà∑

xiyi ≤
(∑

xp
i

)1/p (∑
yq

i

)1/q

,
1

p
+

1

q
= 1, xi, yi ≥ 0

(ïîäðîáíåå ñì. â [77, ãë. II]) ñ ïàðàìåòðàìè x1 = e1/t, x2 = (1 −
e1)/(2

√
1− t ), y1 = t, y2 = 2

√
1− t, p = 2χ, q = 2χ/(2χ − 1), ïîëó÷à-

åì(e1

t

)2χ

+

(
1− e1

2
√

1− t

)2χ

≥ (e1 + (1− e1))
2χ(

t
2χ

2χ−1 + (2
√

1− t )
2χ

2χ−1

)2χ−1 =

(
t

2χ
2χ−1 + (4(1− t))

χ
2χ−1

)1−2χ

. (2.50)
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Ââèäó χ < 1 ôóíêöèÿ g(t) = t
2χ

2χ−1 + (4(1 − t))
χ

2χ−1 ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé
â òî÷êå 1. Ïîýòîìó îíà íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû íà îòðåçêå [tχ, 1], ãäå tχ �
áëèæàéøèé ê åäèíèöå êîðåíü óðàâíåíèÿ g(t) = 1. Åñëè χ ≤ 2/3 (à ýòî
òàê ïðè k ≥ 2), òî íà îòðåçêå [3/4, 1] âûïîëíåíî g(t) ≤ t4 + 16(1 − t)2.
Ñëåäîâàòåëüíî, tχ ≤ t2/3 ≈ 0.812 < 0.815.

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ t = (a1 + b1)/2 ≥ 0.815, òî (2.49) ñ ó÷åòîì (2.50)
ïðîäîëæàåòñÿ êàê

sχ(G1) + . . .+ sχ(Gk) ≥ (g(t))1−2χ

(
|E|2

|A| · |B|

)χ

≥
(

|E|2

|A| · |B|

)χ

= sχ(G).

II. Â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî i âûïîëíÿåòñÿ aibi ≤ (ai + bi)
2/4 ≤

0.8152. Òîãäà, îïÿòü èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ã�åëüäåðà (ñ ïàðàìåòðàìè xi =

ei, yi = 1, p = 2χ, q = 2χ/(2χ − 1)) è ïîäñòàâëÿÿ χ = 1/2 + 1/(10 ln k),
âûâîäèì

sχ(G1) + . . .+ sχ(Gk) ≥
(( e1

0.815

)2χ

+ . . .+
( ek

0.815

)2χ
)
sχ(G) ≥

(e1 + . . .+ ek)
2χ

k2χ−1 · 0.8152χ
· sχ(G) ≥ sχ(G)

e1/5 · 0.815
> sχ(G).

Îáúåäèíÿÿ óòâåðæäåíèå 2.5, òåîðåìû 2.6 è 2.7, ïîëó÷àåì

1

2
+

1

10 ln k
≤ χk ≤ χ∗k ≤ χUk

≤ 1

2
+

1

2 log2(k/2)
.

2.6.3 Óòî÷íåíèå íèæíåé îöåíêè ýêñïîíåíòû Õðàï÷åíêî ïðè k =

3

Äàëåå ìû ïîïðîáóåì àêêóðàòíåå îöåíèòü âåëè÷èíó χU3
. Ïðàêòè÷åñêè íåò

ñîìíåíèé â òîì, ÷òî îöåíêà òåîðåìû 2.6 â ñëó÷àå k = 3 òî÷íà. Íî íà ïóòè
äîêàçàòåëüñòâà íèæíåé îöåíêè ìû âûíóæäåíû ïðèáåãíóòü ê íåñêîëüêèì
óïðîùåíèÿì, êàæäîå èç êîòîðûõ îòäàëÿåò íàñ îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ ýêñ-
ïîíåíòû.

Òåîðåìà 2.8. Ñïðàâåäëèâî χ∗3 ≥ 0.769.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãðàôû Gi = (Ai, Bi, Ei), i = 1, 2, 3, îáðàçóþò ìî-
íîòîííîå ïîêðûòèå ãðàôà G = (A,B,E). Ïðè ýòîì s(G) = |E|2

|A|·|B| (òîãäà, â
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÷àñòíîñòè, A = ∪Ai è B = ∪Bi). Äîêàæåì, ÷òî ïðè χ = 0.769 âûïîëíåíî

sχ(G1) + sχ(G2) + sχ(G3) ≥ sχ(G). (2.51)

I. Ñíà÷àëà ðàçáåðåì ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà îäíà èç äîëåé ãðàôà G ïðè-
íàäëåæèò îäíîìó èç ãðàôîâ ïîêðûòèÿ. Íàïðèìåð, ïóñòü B3 = B. Ðàññìîò-
ðèì ãðàô G′ = (A \ A3, B, E \ E3). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãðàôû G′ è G3

îáðàçóþò ìîíîòîííîå ïîêðûòèå ãðàôà G. Ïîýòîìó s(G′) + s(G3) ≥ s(G)

ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.7.
Åñëè òàêæå âûïîëíåíî B \ (B1 ∪ B2) 6= ∅, òî A3 = A ââèäó ìîíîòîí-

íîñòè èñõîäíîãî ïîêðûòèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, G3 = G, è äîêàçûâàòü íå÷åãî.
Ïîýòîìó ìîæíî ïîëàãàòü B = B1 ∪B2. Ïóñòü

G′
1 = (A1 ∩ (A \ A3), B1, E1 ∩ (E \ E3)) ⊂ G1,

G′
2 = (A2 ∩ (A \ A3), B2, E2 ∩ (E \ E3)) ⊂ G2.

Ïðîâåðèì, ÷òî ãðàôû G′
1 è G′

2 îáðàçóþò ìîíîòîííîå ïîêðûòèå ãðàôà G′.
Â ïðîâåðêå íóæäàåòñÿ òîëüêî óñëîâèå ìîíîòîííîñòè. Ïóñòü îíî íàðóøåíî,
òîãäà, ñêàæåì, âûïîëíåíî (A \ A3) \ (A2 ∩ (A \ A3)) = A \ (A2 ∪ A3) 6= ∅
è B \B1 6= ∅. Ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå ñ ìîíîòîííîñòüþ ïîêðûòèÿ ãðàôà
G. Ïîýòîìó çàêëþ÷àåì s(G′

1) + s(G′
2) ≥ s(G′) ïî óòâåðæäåíèþ 2.7. Îêîí-

÷àòåëüíî èìååì

s(G1) + s(G2) + s(G3) ≥ s(G′
1) + s(G′

2) + s(G3) ≥ s(G′) + s(G3) ≥ s(G).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì χ ≤ 1 ñîîòíîøåíèå (2.51) âûïîëíåíî.
II. Ïåðåéäåì ê îñíîâíîìó ñëó÷àþ, â êîòîðîì íè îäíà èç äîëåé ãðàôà

G íå ëåæèò â ãðàôå èç ïîêðûòèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ëþáàÿ âåðøèíà ãðàôà
G ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû äâóì ãðàôàì èç G1, G2, G3. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
åñëè áû âûïîëíÿëîñü, ñêàæåì, A\(A1∪A2) 6= ∅, òî â ñèëó ìîíîòîííîñòè ïî-
êðûòèÿ èìåëî ìåñòî B = B3. Íà ÿçûêå ôîðìóë ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèòóàöèÿ
ñîîòâåòñòâóåò âû÷èñëåíèþ ôóíêöèè f êàê f = m3(f1, f2, f3).

Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà � ïðèíöèïèàëüíî òàêîé æå êàê â òåîðåìå 2.7. Â
êîíå÷íîì ñ÷åòå ðàññóæäåíèå ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ äâóõ ïîäñëó÷àåâ,
îïðåäåëÿåìûõ íàëè÷èåì â ïîêðûòèè ãðàôà Gi, íàêðûâàþùåãî çíà÷èòåëü-
íóþ ÷àñòü ãðàôà G (ïï. IV è V�VII). Ðàçáîðó ïîäñëó÷àåâ ïðåäøåñòâóåò
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ïîäãîòîâèòåëüíàÿ ðàáîòà, ñîñòîÿùàÿ â ó÷åòå ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè ïî-
êðûòèÿ.

Ðàçëîæèì ìíîæåñòâî A ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà òðè íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà N1, N2, N3 ñ óñëîâèÿìè

N1 ⊂ A2 ∩ A3, N2 ⊂ A1 ∩ A3, N3 ⊂ A1 ∩ A2.

Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñ ìíîæåñòâîì B:

P1 ⊂ B2 ∩B3, P2 ⊂ B1 ∩B3, P3 ⊂ B1 ∩B2.

Ïî óñëîâèþ îñíîâíîãî ñëó÷àÿ âñå ìíîæåñòâà Ni è Pi íåïóñòû. Îáîçíà÷èì
eij = |E ∩ (Ni × Pj)|/|E|, ai = |Ni|/|A|, bi = |Pi|/|B|.

Ñ öåëüþ êîìïàêòíîñòè çàïèñè ââåäåì îáîçíà÷åíèå

s∗(G
′) = s(G′) · |A| · |B|

|E|2

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G′ ⊂ G. Òîãäà s∗(G) = 1.
Â ñèëó (Ni ∪Nj) ⊂ Ak è (Pi ∪ Pj) ⊂ Bk ïðè {i, j, k} = {1, 2, 3} âûïîë-

íåíî

s∗(Gk) ≥ max

{
(eii + eij + eji + ejj)

2

(ai + aj) · (bi + bj)
,

e2
ij

ai · bj
,

e2
ji

aj · bi

}
. (2.52)

Êîíå÷íî, òàêæå âåðíû ñîîòíîøåíèÿ âèäà s∗(Gk) ≥ (eii + eij)
2/(ai(bi + bj)),

íî ìû èñêëþ÷àåì èõ èç äàëüíåéøåãî àíàëèçà ñ öåëüþ åãî óïðîùåíèÿ, òåì
ñàìûì óõîäÿ ñ ïóòè äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè χ∗3 ≥ log4 3.

Çàìåòèì, ÷òî ãðàôû G′
k = (Nk, B,E ∩ (Nk × B)) è G′′

k = (A,Pk, E ∩
(A × Pk)) îáëàäàþò ìîíîòîííûìè ïîêðûòèÿìè G′

ik, G′
jk è ñîîòâåòñòâåííî

G′′
ik, G′′

jk, ãäå G′
ik = (Nk, Bi, Ei ∩ (Nk ×B)) è G′′

ik = (Ai, Pk, Ei ∩ (A× Pk)),
ïðè ýòîì G′

ik, G
′′
ik ⊂ Gi. Ïîýòîìó ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.7

s∗(Gi) + s∗(Gj) ≥ max {s∗(G′
k), s∗(G

′′
k)} ≥

max

{
(ek1 + ek2 + ek3)

2

ak
,

(e1k + e2k + e3k)
2

bk

}
. (2.53)
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Ïîëîæèì e∗ij = eij + eji ïðè i 6= j è îáîçíà÷èì αij =
√

(ai + aj)(bi + bj),
βij =

√
aibj +

√
ajbi. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (2.46), îöåíêè (2.52) è (2.53)

ïåðåïèøåì êàê

s∗(Gk) ≥ max{Hk, Qk}, Hk =
(eii + e∗ij + ejj)

2

α 2
ij

, Qk =
(e∗ij)

2

β 2
ij

, (2.54)

s∗(Gi) + s∗(Gj) ≥ Fij =
(2ekk + e∗ik + e∗jk)

2

γ2
k

, (2.55)

ãäå γk =
√
ak +

√
bk. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè χ ≤ 1 èç (2.55) âûòåêàåò sχ

∗ (Gi) +

sχ
∗ (Gj) ≥ F χ

ij .
III. Èòàê, äàëåå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî èç (2.54) è (2.55) ïðè ïîäõîäÿùåì

âûáîðå χ âûòåêàåò

1 = sχ
∗ (G) ≤ sχ

∗ (G1) + sχ
∗ (G2) + sχ

∗ (G3). (2.56)

Òåïåðü çàäà÷à ñâåäåíà ê äîêàçàòåëüñòâó ÷èñëîâûõ íåðàâåíñòâ.
Ïðè ôèêñàöèè çíà÷åíèé âñåõ ñóìì ai + bi çíàìåíàòåëè â îöåíêàõ (2.54)

è (2.55) ïðèíèìàþò ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè ai = bi äëÿ âñåõ i:

αij =
√

(ai + aj)(bi + bj) ≤
ai + bi

2
+
aj + bj

2
,

βij =
√
aibj +

√
ajbi ≤

√
(ai + bi)(aj + bj),

γk =
√
ak +

√
bk ≤

√
2(ak + bk)

(ïðîâåðÿåòñÿ âîçâåäåíèåì â êâàäðàò è ïðèìåíåíèåì ïðîñòûõ íåðàâåíñòâ î
ñðåäíèõ). Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ai = bi ïðè âñåõ i. Ñëåäîâà-
òåëüíî, αij = ai + aj = 1− ak (ãäå k 6= i, j), βij = 2

√
aiaj è γk = 2

√
ak.

Êðîìå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Hk ≤ Qk ïðè âñåõ k. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè, íàïðèìåð, H1 > Q1, òî ïðè íåêîòîðîì ε > 0 çàìåíà e∗23 := e∗23 +

2ε, e22 := e22 − ε, e33 := e33 − ε ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó H1 = Q1. Ïðè
ýòîì óêàçàííàÿ çàìåíà ñîõðàíÿåò ñóììó

∑
eij è íå óâåëè÷èâàåò îöåíêè

(2.54) è (2.55) äëÿ âåëè÷èí s∗(Gi), ïîñêîëüêó âñå îöåíêè äëÿ Hi, Qi, Fij, çà
èñêëþ÷åíèåì îöåíêè Q1, íå óâåëè÷èâàþòñÿ.

Èç Hk ≤ Qk ñëåäóåò
αij

βij
· e∗ij ≥ eii + ejj + e∗ij (2.57)
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ïðè âñåõ i 6= j è äàëåå ïðè îáîçíà÷åíèÿõ xij = e∗ij/βij

(α12 + β12)x12 + (α13 + β13)x13 + (α23 + β23)x23 ≥ 2
∑

eij = 2. (2.58)

IV. Òåïåðü âîñïðîèçâåäåì ôðàãìåíò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.7. Èç
(2.57) ñëåäóåò

Fij =
(1 + ekk − eii − ejj − e∗ij)

2

γ2
k

≥

(
1− αij

βij
· e∗ij
)2

γ2
k

=
(1− αijxij)

2

γ2
k

.

Ýòîò ïåðåõîä åùå íåìíîãî ïîíèæàåò ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíóþ îöåíêó äëÿ
χ, íî óïðîùàåò äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ. Òåïåðü ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå
{i, j, k} = {1, 2, 3} âûïîëíåíî

sχ
∗ (G1) + sχ

∗ (G2) + sχ
∗ (G3) ≥ Qχ

k + F χ
ij ≥ x2χ

ij +

(
1− αijxij

γk

)2χ

. (2.59)

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ã�åëüäåðà ê ïðàâîé ÷àñòè (2.59), ïîëó÷àåì

x2χ
ij +

(
1− αijxij

γk

)2χ

≥ (αijxij + (1− αijxij))
2χ(

α
2χ

2χ−1

ij + γ
2χ

2χ−1

k

)2χ−1 =

(
α

2χ
2χ−1

ij + γ
2χ

2χ−1

k

)1−2χ

.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèè

α
2χ

2χ−1

ij + γ
2χ

2χ−1

k ≤ 1 (2.60)

ïðàâàÿ ÷àñòü (2.59) íå ìåíüøå sχ
∗ (G) = 1 ïðè ëþáîì âîçìîæíîì xij ≥ 0.

Íàïîìíèì, ÷òî αij = 1 − ak è γk = 2
√
ak. Ââèäó χ < 1 ôóíêöèÿ

g(t) = (1 − t)
2χ

2χ−1 + (2
√
t)

2χ
2χ−1 ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé â íóëå. Ïîýòîìó îíà

íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû íà îòðåçêå [0, tχ], ãäå tχ � ìèíèìàëüíûé ïîëîæè-
òåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ g(t) = 1. Òîãäà ïðè ak ≤ tχ ñïðàâåäëèâî (2.60)
è êàê ñëåäñòâèå âûïîëíÿåòñÿ (2.56).

V. Íàì îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ïðè âñåõ i âûïîëíåíî

ai ≥ tχ. (2.61)

Â ñèëó (2.54) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

sχ
∗ (G1) + sχ

∗ (G2) + sχ
∗ (G3) ≥ Qχ

1 +Qχ
2 +Qχ

3 = x2χ
12 + x2χ

13 + x2χ
23 .
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Îöåíèì çíà÷åíèå χ, ïðè êîòîðîì íåðàâåíñòâî

x2χ
12 + x2χ

13 + x2χ
23 ≥ 1 (2.62)

ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ xij è çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ai ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
(2.58) è (2.61). Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà â (2.58) âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî; ñ îáîçíà÷åíèåì cij = (αij + βij)/2 óñëîâèå (2.58) ïðèíèìàåò âèä

c12x12 + c13x13 + c23x23 = 1.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ã�åëüäåðà, ïîëó÷àåì

x2χ
12 + x2χ

13 + x2χ
23 ≥

(c12x12 + c13x13 + c23x23)
2χ(

c
2χ

2χ−1

12 + c
2χ

2χ−1

13 + c
2χ

2χ−1

23

)2χ−1 =

(
c

2χ
2χ−1

12 + c
2χ

2χ−1

13 + c
2χ

2χ−1

23

)1−2χ

.

Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2.61) äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå

c
2χ

2χ−1

12 + c
2χ

2χ−1

13 + c
2χ

2χ−1

23 ≤ 1. (2.63)

VI. Çàìåòèì, ÷òî cij = (
√
ai +

√
aj)

2/2. Ïîëîæèì

g(x, y) =
(√

x+
√
y
)θ

+
(√

x+
√
z
)θ

+
(√

y +
√
z
)θ
, z = 1− x− y,

ãäå θ = 4χ
2χ−1 . Îáîçíà÷èì D = {(x, y) | x, y ≥ tχ, x + y ≤ 1 − tχ}. Äëÿ

âûâîäà (2.63) äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

max
(x, y)∈D

g(x, y) ≤ 2θ/2. (2.64)

Âûáåðåì χ = 0.769, òîãäà θ ≈ 5.717 è tχ ≈ 0.09314. Íåðàâåíñòâî (2.64)
ëåãêî ïðîâåðèòü, ïðèìåíÿÿ îãðàíè÷åííûé êîìïüþòåðíûé ïåðåáîð çíà÷åíèé
ôóíêöèè g â óçëàõ ðåøåòêè ñ ïîäõîäÿùèì ìàëûì øàãîì, ñ ó÷åòîì îãðàíè-
÷åííîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îäíàêî ïðèâåäåì àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ìàêñèìóì ôóíêöèè g(x, y) ∈ C1(D) äîñòèãàåòñÿ ëèáî íà ãðàíèöå îáëà-
ñòè D, ëèáî â íåêîòîðîé òî÷êå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà, ãäå g′x = g′y = 0.
Ñíà÷àëà ïðîâåðèì âòîðîé âàðèàíò.
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Îáîçíà÷èì Axy =
(√

x+
√
y
)θ−1. Òîãäà óñëîâèå g′x(x, y) = g′y(x, y) = 0

çàïèñûâàåòñÿ êàê

Axy + Axz√
x

=
Axz + Ayz√

z
=
Axy + Ayz√

y
. (2.65)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò (
√
x − √

y)(Axz + Ayz) =
√
z(Axz − Ayz) è

äàëåå â ñèëó ñèììåòðèè

Axy√
x+

√
y −

√
z

=
Axz√

x+
√
z −√

y
=

Ayz√
y +

√
z −

√
x

(2.66)

(íè îäèí èç çíàìåíàòåëåé íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, ïîñêîëüêó Axy, Axz, Ayz íå
ðàâíû íóëþ).

Ìû íå áóäåì èñêàòü ñàìè òî÷êè ýêñòðåìóìà, ò. å. ðåøåíèå óðàâíåíèé
(2.66). Âìåñòî ýòîãî çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå ýêñòðåìóìà (òàêèå òî÷êè â îáëà-
ñòè D åñòü, íàïðèìåð, x = y = 1/3) ôóíêöèÿ g ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

(
√
x+

√
y)Axy + (

√
x+

√
z)Axz + (

√
y +

√
z)Ayz =(√

x+
√
y +

(
√
x+

√
z)(
√
x+

√
z −√

y) + (
√
y +

√
z)(
√
y +

√
z −

√
x)

√
x+

√
y −

√
z

)
·

· Axy =
2Axy√

x+
√
y −

√
z

=
2
(√

x+
√
y
)θ−1

√
x+

√
y −

√
z
. (2.67)

Ïîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (2.67) íå ïðåâîñõîäèò 2θ/2 ïðè
ëþáûõ (x, y) ∈ D. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîëàãàåì x ≥ z ≥ y.

Åñëè ñóììà σ =
√
x +

√
y ôèêñèðîâàíà, òî çíà÷åíèå (2.67) âîçðàñòàåò

ñ ðîñòîì z, ò. å. ïðè óáûâàíèè ñóììû x + y. Ïðè z 6= x è z 6= y çíà÷åíèå
(2.67) ìîæíî óâåëè÷èòü, ñáëèæàÿ x ñ y è ñîõðàíÿÿ σ. Ïîýòîìó ìû èùåì
ìàêñèìóì âåëè÷èíû (2.67) ïðè óñëîâèÿõ x = z ≥ y èëè x ≥ z = y. Â îáîèõ

ñëó÷àÿõ ïðàâàÿ ÷àñòü (2.67) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ξ(u) =
2
(√

u+
√

(1−u)/2
)θ−1

√
u

,
ãäå u = x èëè u = y, à èíòåðâàë äëÿ ïîèñêà ìàêñèìóìà ìîæíî îïðåäåëèòü
êàê u ∈ [tχ, 1] â ñèëó tχ ≤ y ≤ x < 1.

Àíàëèçèðóÿ ïðîèçâîäíóþ, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî íà ðàññìàòðèâàåìîì îò-
ðåçêå ôóíêöèÿ ξ(u) ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â òî÷êå ýêñòðåìóìà,
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îïðåäåëÿåìîé èç óðàâíåíèÿ

(θ − 1)

(
1− 1

2

√
2u

1− u

)
= 1 +

√
1− u

2u
.

Óðàâíåíèå ðàçðåøàåòñÿ êàê u = 1
1+2τ2 , ãäå τ =

(
θ − 2−

√
θ2 − 6θ + 6

)
/2 ≈

0.8118 (äðóãîå ðåøåíèå ëåæèò çà ïðåäåëàìè îòðåçêà). Â óêàçàííîé òî÷êå
ξ(u) ≈ 6.92 < 2θ/2 ≈ 7.25.

VII. Îñòàëîñü èññëåäîâàòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g(x, y) íà ãðàíèöå îáëà-
ñòèD. Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî z = tχ. Ïîêàæåì, ÷òî ìàêñèìóì ôóíêöèè îäíîé
ïåðåìåííîé

g1(x) =
(√

x+
√
y
)θ

+
(√

x+
√
tχ
)θ

+
(√

y +
√
tχ
)θ
, y = 1− tχ − x,

äîñòèãàåòñÿ ïðè x = y = (1−tχ)/2. Ïîëàãàÿ x ≤ y, îãðàíè÷èì ðàññìîòðåíèå
îòðåçêîì x ∈ [tχ, (1−tχ)/2]. Òåïåðü äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íà óêàçàííîì
îòðåçêå âûïîëíåíî g′1(x) ≥ 0.

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè g1 èìååò âèä

g′1(x) =
θ · (ϕ(y)− ϕ(x))

2
√
xy

, ϕ(x) =
√
x
((√

x+
√
y
)θ−1

+
(√

y +
√
tχ
)θ−1

)
.

Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(x) âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [tχ, (1−
tχ)/2], ò.å. ϕ′(x) ≥ 0. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó tχ ≤ x ≤ y è θ > 4

2ϕ′(x) =
1√
x

(√
x+

√
y
)θ−1

+ (θ − 1)
√
x

(
1√
x
− 1
√
y

)(√
x+

√
y
)θ−2

+

1√
x

(√
y +

√
tχ
)θ−1 − (θ − 1)

√
x

√
y

(√
y +

√
tχ
)θ−2 ≥

4(x+ y)
(√

x+
√
y
)θ−4

+

+
(
y + 3

√
tχy − (θ − 1)

(√
xy + tχ + 2

√
tχx
)) (√

y +
√
tχ
)θ−4 ≥(

4x+ 5y − (θ − 1)
√
xy − (θ − 1)tχ − (2θ − 5)

√
tχx
) (√

y +
√
tχ
)θ−4

> 0,
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ïîñêîëüêó

4x+ 5y − (θ − 1)
√
xy − (θ − 1)tχ − (2θ − 5)

√
tχx ≥

(10− θ) · x+ y

2
− (θ − 1)tχ − (2θ − 5)

√
tχ(x+ y)/2 =

(10− θ)(1− tχ)/2− (θ − 1)tχ − (2θ − 5)
√
tχ(1− tχ)/2 ≈ 0.18.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

max
(x, y)∈D

g(x, y) = g1((1− tχ)/2) ≈ 7.252 < 2θ/2 ≈ 7.254.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûáðàííîì çíà÷åíèè χ óñòàíîâëåíî (2.64), à âìåñòå ñ
òåì (2.56), îòêóäà ñëåäóåò (2.51).

2.6.4 Âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè

Â çàêëþ÷åíèå ìû ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííûå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè
äî îïðåäåëåííîé ñòåïåíè òî÷íû ïðèìåíèòåëüíî ê ëèíåéíîé ôóíêöèè. Äëÿ
ôóíêöèè ãîëîñîâàíèÿ è ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé âîîáùå, êàê è â èçâåñò-
íûõ ðåçóëüòàòàõ äëÿ áèíàðíûõ áàçèñîâ, çàçîð ìåæäó íèæíèìè è âåðõíèìè
îöåíêàìè ñóùåñòâåííî øèðå.

Òåîðåìà 2.9. (i) Ïðè âñåõ k ≥ 2 ñïðàâåäëèâî

LU2k
(ln) ≤ 2n1+1/ log k, DU2k

(ln) ≤ dlogk ne.

(ii) Ïðè ëþáîì k ≥ 3 âûïîëíåíî

LU2k
(mn) = O

(
n1+c1 ln ln k/ ln k · (lnn)c2 ln ln k

)
,

ãäå c1, c2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ f îò k ïåðåìåí-
íûõ ðåàëèçóåòñÿ â áàçèñå U2k ôîðìóëîé, â êîòîðóþ êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ
âõîäèò íå áîëåå äâóõ ðàç, â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî

LU2k
(f) ≤ 2k. (2.68)
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Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ äèçúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó
(ÄÍÔ) ôóíêöèè f(x1, . . . , xk) è çàìåíèì â íåé âõîæäåíèÿ îòðèöàíèé ïå-
ðåìåííûõ xi íîâûìè ïåðåìåííûìè yi. Ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ íåêîòîðîé
ìîíîòîííîé ôóíêöèè ϕ(x1, . . . , xk, y1, . . . , yk) ∈ U2k. Èç ïîñòðîåíèÿ î÷åâèä-
íî, ÷òî ôîðìóëà

ϕ(x1, . . . , xk, x1, . . . , xk) (2.69)

ñëîæíîñòè 2k ðåàëèçóåò f .
Äîêàæåì ï. (i). Èç (2.68) ñëåäóåò, ÷òî ïðè n ≤ k âåðíî LU2k

(ln) ≤
2n. Òåïåðü íåñëîæíî âûâåñòè ïî èíäóêöèè îöåíêó LU2k

(ln) ≤ n · 2dlogk ne.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó òèïà (2.69) äëÿ ôóíêöèè lk, ïðè n = n1 + . . . + nk

ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

LU2k
(ln) ≤ 2(LU2k

(ln1
) + . . .+ LU2k

(lnk
)).

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðîèçâîëü-
íîå ÷èñëî n ∈ (kd−1, kd] ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé k ÷èñåë ni ≤ kd−1. Ãëóáèíà
ïîñòðîåííîé ôîðìóëû ðàâíà dlogk ne.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ï. (ii). Âû÷èñëèì àðèôìåòè÷åñêóþ ñóììó
áóëåâûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïðîñòåéøèì âà-
ðèàíòîì ìåòîäà êîìïðåññîðîâ. Â êà÷åñòâå êîìïðåññîðà âûáèðàåì ïîëíûé
ñóììàòîð k áèòîâ. Êàæäûé èç r = dlog ke ðàçðÿäîâ ñóììû k áèòîâ èìååò
ñëîæíîñòü íå âûøå 2k ñîãëàñíî (2.68). Ïîñðåäñòâîì ïàðàëëåëüíûõ êîïèé
êîìïðåññîðà k ìíîãîðàçðÿäíûõ ÷èñåë ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â r ÷èñåë ñ
ñîõðàíåíèåì ñóììû. Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü ðàçðÿäà ñëàãàå-
ìûõ âîçðàñòàåò íå áîëåå ÷åì â 2k ðàç. Ïðè ïîìîùè äåðåâà êîìïðåññîðîâ
ñëîæåíèå n ≤ (k/r)d ÷èñåë (â íàøåì ñëó÷àå ðîëü ÷èñåë èãðàþò áóëåâû ïå-
ðåìåííûå xi) ñâîäèòñÿ ê ñëîæåíèþ r ÷èñåë ñî ñëîæíîñòüþ êàæäîãî ðàçðÿäà
íå âûøå (2k)d.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ðàçðÿä ñóììû äâóõ p-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë èìååò
ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü, íå âûøå cp, äàæå íàä áàçèñîì U2. Òîãäà ïîñðåäñòâîì
äåðåâà èç r− 1 ñóììàòîðîâ ñóììà r øòóê p-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë âû÷èñëÿåòñÿ
ñ óâåëè÷åíèåì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè ðàçðÿäà â (cp)dlog re ðàç.

Íàêîíåö, ôóíêöèÿ ñðàâíåíèÿ p-ðàçðÿäíîãî ÷èñëà ñ ôèêñèðîâàííûì ïî-
ðîãîì âûðàæàåòñÿ áåñïîâòîðíîé ôîðìóëîé â áàçèñå {∨, ∧}. Îáúåäèíÿÿ âñå
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ïåðå÷èñëåííûå îöåíêè, äëÿ ñëîæíîñòè ôóíêöèè ãîëîñîâàíèÿ (è ëþáîé äðó-
ãîé ïîðîãîâîé ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè) n ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì âåðõíþþ
îöåíêó (ïî óñëîâèþ çàäà÷è p = dlog2 ne è d = dlogk/r ne):

LU2k
(mn) ≤ p · (2k)d(cp)dlog re ≤ nlogk/r(2k)(lnn)O(ln r).

Êàê ñëåäñòâèå èç òåîðåì 2.7 è 2.9, ïðè k ≥ 4 äëÿ ãëóáèíû ëèíåéíîé
ôóíêöèè ïîëó÷àåì äâóñòîðîííèå îöåíêè:

logk n+
lnn

5 ln2 k
≤ DUk

(ln) ≤ dlogbk/2c ne ≤ logk n+
2 lnn

ln2 k
+ 1.
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3 Ëèíåéíûå ñõåìû îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû

3.1 Ââåäåíèå

Ïóñòü (S,+) � êîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà, ò. å. ìíîæåñòâî S çàìêíóòî îò-
íîñèòåëüíî áèíàðíîé àññîöèàòèâíîé è êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè +. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû ñóìì

yi =
∑
j∈Ti

xj, i = 1, . . . ,m

ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ â ïîëóãðóïïå. Ýòî âû÷èñëåíèå
îòâå÷àåò ðåàëèçàöèè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà y = Ax ñ áóëåâîé ìàòðèöåé A.

Åñòåñòâåííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü, âîçíèêàþùàÿ ïðè ðåøåíèè äàí-
íîé çàäà÷è � ëèíåéíûå ñõåìû íàä (S,+). Ëèíåéíàÿ ñõåìà îïðåäåëÿåòñÿ êàê
îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô ñ n âåðøèíàìè-âõîäàìè x1, . . . , xn, íå
èìåþùèìè âõîäÿùèõ ðåáåð, è m âåðøèíàìè-âûõîäàìè y1, . . . , ym, íå èìå-
þùèìè èñõîäÿùèõ ðåáåð. Â êàæäîé âåðøèíå, êðîìå âõîäîâ, âû÷èñëÿåòñÿ
ñóììà íàä (S,+) ïî âñåì âõîäÿùèì ðåáðàì. Ñëîæíîñòü ñõåìû � îáùåå ÷èñ-
ëî ðåáåð â íåé, à ãëóáèíà � ÷èñëî ðåáåð â ñàìîì äëèííîì îðèåíòèðîâàííîì
ïóòè.

Ìû ñîñðåäîòî÷èì âíèìàíèå íà òðåõ îñíîâíûõ ïîëóãðóïïàõ: OR-ïîëó-
ãðóïïå ({0, 1},∨), XOR-ãðóïïå ({0, 1},⊕) è SUM-ïîëóãðóïïå (N,+).

Ïðè âû÷èñëåíèÿõ â OR-ïîëóãðóïïå ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò ïðàâèëî
ñîêðàùåíèÿ x + x = x, ïðè âû÷èñëåíèÿõ â XOR-ãðóïïå � ïðàâèëî ñîêðà-
ùåíèÿ x+ x = 0. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ â SUM-ïîëóãðóïïå óêàçàííûå ïðàâèëà
íå äåéñòâóþò.

Ëèíåéíûå ñõåìû íàä OR-ïîëóãðóïïîé (OR-ñõåìû) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ïðîñòåéøóþ ìîíîòîííóþ ìîäåëü âû÷èñëåíèé, XOR-ñõåìû � ïðîñòåéøóþ
ãðóïïîâóþ ìîäåëü âû÷èñëåíèé, SUM-ñõåìû � óíèâåðñàëüíû â òîì ñìûñëå,
÷òî ñõåìà, âû÷èñëÿþùàÿ îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé A íàä SUM-ïîëóãðóïïîé,
âû÷èñëÿåò îïåðàòîð ñ ýòîé æå ìàòðèöåé íàä ïðîèçâîëüíîé êîììóòàòèâíîé
ïîëóãðóïïîé (S,+).

Ïîíÿòèå OR-ñõåìû ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì âåíòèëüíîé ñõåìû, ââåäåííîé
Î. Á. Ëóïàíîâûì â ðàáîòå [41] (èìåííî ñ ýòîé ðàáîòû íà÷èíàåòñÿ èçó÷å-
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íèå âåíòèëüíûõ è, áîëåå øèðîêî, ëèíåéíûõ ñõåì). XOR-ñõåìû â ëèòåðàòó-
ðå ÷àñòî íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè áóëåâûìè ñõåìàìè. Ïîíÿòèå SUM-ñõåìû
ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì âåíòèëüíîé ñõåìû â ñîâðåìåííîì ñìûñëå [32] è ñî-
îòâåòñòâóåò ïîíÿòèþ (âåêòîðíîé) àääèòèâíîé öåïî÷êè (ñì., íàïðèìåð, [25,
�4.6.3]).

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âû÷èñëåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Ax c ìàòðèöåé
A = (ai,j) ëèíåéíîé ñõåìîé ÿâëÿåòñÿ ¾êîäèðîâàíèåì¿ ìàòðèöû ïóòÿìè â
îðèåíòèðîâàííîì àöèêëè÷åñêîì ãðàôå. À èìåííî, åñëè pi,j � ÷èñëî ïóòåé
ìåæäó âõîäîì xj è âûõîäîì yi â ñõåìå, òî ñõåìà âû÷èñëÿåò ìàòðèöó A â
ñëåäóþùåì ñìûñëå:

� SUM-ñõåìà: ai,j = pi,j;
� OR-ñõåìà: ai,j = (pi,j > 0);
� XOR-ñõåìà: ai,j = (pi,j mod 2).
Ñëîæíîñòü (÷èñëî ðåáåð) ìèíèìàëüíîé L-ñõåìû, L ∈ {SUM, OR, XOR},

äëÿ ìàòðèöû A áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç L(A); ñëîæíîñòü ìèíèìàëüíîé ñõå-
ìû ãëóáèíû d � ÷åðåç Ld(A).

Ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ
ñëîæíîñòè ëèíåéíûõ áóëåâûõ îïåðàòîðîâ:

� Ïîëó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûõ îöåíîê ñëîæíîñòè äëÿ êëàññîâ áó-
ëåâûõ ìàòðèö. Ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ îòíîñÿòñÿ ñàìûå ïåðâûå ðåçóëüòàòû,
ïîëó÷åííûå Î.Á. Ëóïàíîâûì è Ý.È. Íå÷èïîðóêîì â 1950�60 ãã.

� Ïîëó÷åíèå íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè äëÿ èíäèâèäóàëüíûõ êîíêðåòíî
(ýôôåêòèâíî) çàäàííûõ ìàòðèö. Äëÿ ìîíîòîííûõ ëèíåéíûõ ñõåì èçâåñòíû
ïî÷òè êâàäðàòè÷íûå îöåíêè. Ïðîáëåìà íåëèíåéíûõ íèæíèõ îöåíîê XOR-
ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ îòêðûòûõ ïðîáëåì â òåîðèè ñëîæ-
íîñòè.

� Èçó÷åíèå ñëîæíîñòè ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ìàòðèö (ïîëíûå òðåóãîëü-
íûå ìàòðèöû, ìàòðèöû Ñèëüâåñòðà, ìàòðèöû Ñåðïèíñêîãî è äð.).

� Âûÿñíåíèå âîïðîñà, íàñêîëüêî ñèëüíî ìîãóò îòëè÷àòüñÿ SUM-, OR- è
XOR-ñëîæíîñòü îäíîé è òîé æå ìàòðèöû. Ýòî íàïðàâëåíèå àêòèâíî ðàçâè-
âàåòñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû.

� Ñðàâíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé ëèíåé-
íûõ ñõåì (ïðåæäå âñåãî, XOR-ñõåì) è ñõåì áîëåå îáùåãî âèäà, â âåðøèíàõ
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êîòîðûõ äîïóñêàåòñÿ âû÷èñëåíèå ïðîèçâîëüíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé.
Êðàòêèå îáçîðû ðåçóëüòàòîâ â îáñóæäàåìîé îáëàñòè (ñ àêöåíòîì íà

àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíêàõ) âûïîëíåíû Î. Á. Ëóïàíîâûì [48] è Â. Â. Êî÷åð-
ãèíûì [32]. Ïîäðîáíûé îáçîð îïóáëèêîâàí ñîâìåñòíî Ñ. Þêíîé è àâòîðîì
â [230].

Â äàííîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå ïðîáëåìû àñèìïòîòè÷åñêè îïòè-
ìàëüíîãî ñèíòåçà ëèíåéíûõ ñõåì îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû äëÿ êëàññà áóëå-
âûõ ìàòðèö âìåñòå ñ íåêîòîðûìè îáîáùåíèÿìè [223] (ðàçäåë 3.2), à òàê-
æå èçëîæåí ðÿä ðåçóëüòàòîâ î ðàñõîæäåíèÿõ ìåæäó ðàçëè÷íûìè ìåðàìè
ñëîæíîñòè ìàòðèö [215, 216, 230, 238] (ðàçäåë 3.3).

Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå 3.4 ïðèìåíåíèå àïïàðàòà ëèíåéíûõ ñõåì
äåìîíñòðèðóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå íèæíèõ îöåíîê ìîíîòîííîé ñëîæíîñòè
ñèììåòðè÷åñêîé ïîðîãîâîé ôóíêöèè T 2

n [226].

3.2 Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ñëîæíîñòè äëÿ êëàññîâ

áóëåâûõ è öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö ïðè îãðàíè÷å-

íèè ãëóáèíû

Â ìàòåðèàëå íàñòîÿùåãî ðàçäåëà L îáîçíà÷àåò ñëîæíîñòü ëþáîãî èç òè-
ïîâ ëèíåéíûõ ñõåì: SUM, OR, XOR, åñëè ðå÷ü èäåò î áóëåâûõ ìàòðèöàõ.
Îöåíêè, îòíîñÿùèåñÿ ê íåáóëåâûì ìàòðèöàì, ïîäðàçóìåâàþò èñïîëüçîâà-
íèå SUM-ñõåì.

Îáîçíà÷èì Eq = {0, 1, . . . , q− 1}. Ïóñòü Ld(q,m, n) îçíà÷àåò ôóíêöèþ
Øåííîíà ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè êëàññà ìàòðèö ðàçìåðà m× n (m ñòðîê è
n ñòîëáöîâ) ñ ýëåìåíòàìè èç Eq ñ ãëóáèíîé d; L(q,m, n) � îáîçíà÷åíèå äëÿ
ôóíêöèè Øåííîíà áåç îãðàíè÷åíèÿ íà ãëóáèíó.

Â ñèëó ñèììåòðèè, Ld(q,m, n) = Ld(q, n,m) (ñõåìà äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ìàòðèöû A ïðåâðàùàåòñÿ â ñõåìó äëÿ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû AT èç-
ìåíåíèåì îðèåíòàöèè ðåáåð). Ïîýòîìó ïðè èçëîæåíèè ñëåäóþùèõ èçâåñò-
íûõ ðåçóëüòàòîâ ïîëàãàåì m ≤ n.

Äëÿ êîìïàêòíîñòè ôîðìóëèðîâîê, â ðàìêàõ ýòîãî ðàçäåëà îïðåäåëèì
log x = max{log2 x, 1}.

Â ðàáîòå [41] Î. Á. Ëóïàíîâ ïîëó÷èë ïåðâûå ðåçóëüòàòû î ñëîæíîñòè
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êëàññà áóëåâûõ ìàòðèö. Îí äîêàçàë, ÷òî ïðè m = ω(log n)

L2(2,m, n) ∼ mn

log n
,

à ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè logm = o(log n)

L(2,m, n) ∼ L2(2,m, n).

Â ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíûõ ðàçìåðîâ logm � log n àñèìï-
òîòèêè L(2,m, n) è L2(2,m, n) ðàñõîäÿòñÿ. Ìîùíîñòíîå ðàññóæäåíèå (ñì.,
íàïðèìåð, [57]) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè m = Ω

(
log2 n

)
ñïðàâåäëèâà íèæíÿÿ

îöåíêà

L(2,m, n) ≥ mn

log(mn)

(
1 + Θ

(
log log n

log n

))
. (3.1)

Ý. È. Íå÷èïîðóê [53, 57] óñòàíîâèë, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ àñèìïòîòèêà äî-
ñòèãàåòñÿ íà ñõåìàõ ãëóáèíû 3. À èìåííî, åñëè logm ∼ cp,r log n, ãäå
cp,r = p

p(r−1)+r , p, r ∈ N, òî

L(2,m, n) ∼ L3(2,m, n) ∼ mn

log(mn)
. (3.2)

Äëÿ êëàññîâ óçêèõ ìàòðèö m � log n àñèìïòîòèêà â ãëóáèíå 2 ïî÷òè
äëÿ âñåõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó m è n ïîëó÷åíà Â. À. Îðëîâûì [60]:

L2(2,m, n) ∼ bα+ 1cn, m

log n
→ α /∈ N.

Âîïðîñ îá àñèìïòîòèêå L(2,m, n) îñòàåòñÿ îòêðûòûì. À. Â. ×àøêèí [86] ïî-
êàçàë, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò OR-ñõåì ê ñõåìàì â ðàñøèðåííîì áàçèñå {∨,∧},
îæèäàåìàÿ àñèìïòîòèêà mn/ log n ïîëó÷àåòñÿ.

Í. Ïèïïåíäæåð [176] ïðîâåë äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì ñëó÷àå, ïîëó÷èâ
ïðè H = mn log q →∞ óíèâåðñàëüíóþ âåðõíþþ îöåíêó

L(q,m, n) ≤ 3m log3(q − 1) + (1 + τ(H))
H

logH
+O(n), (3.3)

ãäå τ(H) �
√

log log H
log H , àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íóþ â ñëó÷àå log n = o(m log q),

êàê ïîêàçûâàåò îáîáùàþùàÿ (3.1) íèæíÿÿ îöåíêà, ïðèâåäåííàÿ â [176]:

L(q,m, n) ≥ 3m log3(q − 1) +

(
1−Θ

(
log logH

logH

))
H

logH
. (3.4)
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Â ÷àñòíîñòè, ýòîò ðåçóëüòàò Ïèïïåíäæåðà çàêðûâàåò âîïðîñ îá àñèìï-
òîòèêå ñëîæíîñòè êëàññà áóëåâûõ ìàòðèö ðàçìåðàm×n,m = ω(log n). Îä-
íàêî, ôîðìàëüíî ñõåìû Ïèïïåíäæåðà èìåþò ðàñòóùóþ ãëóáèíó, ïîýòîìó â
ðÿäå ðàáîò (íàïðèìåð, [32, 230]) ïîñòàâëåí âîïðîñ î äîñòèæèìîñòè àñèìï-
òîòèêè ñëîæíîñòè êëàññà áóëåâûõ ìàòðèö ñõåìàìè îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû.

Àâòîðîì â ðàáîòå [223] ïîëó÷åí óòâåðäèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, î
÷åì ðå÷ü ïîéäåò íèæå18. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè m = Ω

(
log3/2 n

)
îöåíêà

Ld(q,m, n) ≤ (1 + τ(n))
mn

logq(mn)
(3.5)

â ñëó÷àå q = no(1) âûïîëíÿåòñÿ ïðè τ(n) = o(1) è d = 3; â ñëó÷àå q =

logO(1) n � ïðè τ(n) �
√

log log n
log n è d = 3, à â ñëó÷àå q = o(n/ log2 n) � ïðè

τ(n) �
√

log log n
log n è d = 4.

Áîëåå òîãî, ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ m = Ω
(
log2 n

)
è m ∈

nµ log±O(1) n äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé µ ∈ Q îöåíêà (3.5) äîêàçûâàåòñÿ c
îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ¾ïðàâèëüíîãî¿ ïîðÿäêà τ(n) � log log n

log n ïðè q = logO(1) n

è d = 3, à òàêæå ïðè q = o(n/ log2 n) è d = 4.
Â çàêëþ÷åíèå, ìû ïðèâîäèì óíèâåðñàëüíóþ îöåíêó â ôîðìå

L(q,m, n) ≤ 3m log3(q − 1) + (1 + τ(H))
H

logH
+ n

ïðè H = mn log q → ∞ è τ(H) �
√

log log H
log H . Ýòà îöåíêà ïðè q = nO(1)

äîñòèãàåòñÿ íà ñõåìàõ ãëóáèíû O(1), à ïðè n = logO(1) q îñòàòî÷íûé ÷ëåí
â íåé ìîæíî óòî÷íèòü äî τ(H) � log log H

log H .
Ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ

çàëîæåíà â êîíñòðóêöèè Ïèïïåíäæåðà [176], è òðåáóåòñÿ ëèøü âçãëÿíóòü
íà íåå ïîä íóæíûì óãëîì çðåíèÿ. Ïî ñóùåñòâó, îïòèìàëüíàÿ ñõåìà ãëóáè-
íû 3 ïîëó÷àåòñÿ èç ñõåìû [176], åñëè, îñòàâèâ íåòðîíóòûì ñðåäíèé ñëîé, íà
êîòîðîì ñîñðåäîòî÷åíà îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ñõåìû, îñòàëüíûå ñëîè âûøå
è, ñîîòâåòñòâåííî, íèæå íåãî ¾ñêëåèòü¿. Ïðèåì ñêëåèâàíèÿ ñëîåâ òàêæå
ïðèìåíÿë Íå÷èïîðóê ïðè âûâîäå îöåíêè (3.2).

18Åñòü ñâåäåíèÿ î òîì, ÷òî ñàì Ý. È. Íå÷èïîðóê ïîëó÷èë óêàçàííûé ðåçóëüòàò îêîëî 1970 ã., íî íå
óñïåë îïóáëèêîâàòü.
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Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷å î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ìàòðèöû âåíòèëüíûìè
ñõåìàìè ïîäîáíà çàäà÷à î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ìàòðèöû (âåêòîðíûìè)
àääèòèâíûìè öåïî÷êàìè. Â ÷àñòíîñòè, ìåòîäû îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà âåí-
òèëüíûõ ñõåì, êàê ïðàâèëî, ìîãóò áûòü ïåðåñòðîåíû â ìåòîäû îïòèìàëüíî-
ãî ñèíòåçà àääèòèâíûõ öåïî÷åê, è íàîáîðîò. Òàê, îöåíêè, àíàëîãè÷íûå (3.3)
è (3.4), äëÿ àääèòèâíûõ öåïî÷åê äîêàçàíû Ïèïïåíäæåðîì â [178], à óòî÷-
íåíèå âåðõíåé îöåíêè ïîëó÷åíî C. Á. Ãàøêîâûì è Â. Â. Êî÷åðãèíûì â [9].
Âïîñëåäñòâèè Â. Â. Êî÷åðãèí â ñåðèè ðàáîò ïîëó÷èë ðÿä îáîáùåíèé, â
÷àñòíîñòè, äëÿ êëàññà ìàòðèö ñ èíäèâèäóàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ðàç-
ìåð êàæäîãî êîýôôèöèåíòà, ñì., íàïðèìåð, [30, 31].

Ïîíÿòèÿ ãëóáèíû äëÿ âåíòèëüíûõ ñõåì è äëÿ àääèòèâíûõ öåïî÷åê íå
âïîëíå àíàëîãè÷íû (ãëóáèíà àääèòèâíîé öåïî÷êè ñîîòâåòñòâóåò ãëóáèíå
âåíòèëüíîé ñõåìû ñ îãðàíè÷åíèåì 2 íà ÷èñëî âõîäÿùèõ â êàæäóþ âåðøèíó
ðåáåð), ïîýòîìó ïðÿìîé ïåðåíîñèìîñòè ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ãëóáèíîé,
èç îäíîé ìîäåëè â äðóãóþ, êàê ïðàâèëî, íåò. Ðåøåíèå çàäà÷è îäíîâðåìåí-
íîé ìèíèìèçàöèè ãëóáèíû è ñëîæíîñòè â àñèìïòîòè÷åñêîì ñìûñëå äëÿ
îáû÷íîé àääèòèâíîé öåïî÷êè ïðèâåäåíî â [10].

Ìàòåðèàë èçëàãàåòñÿ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå. Â �3.2.1 ìû ïðèâîäèì âñïî-
ìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò î ñâîéñòâàõ ïðèáëèæåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà, âîç-
íèêàþùèõ â êîíñòðóêöèÿõ ñõåì òèïà [176]. Â �3.2.2 äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíîé
ðåçóëüòàò î ñèíòåçå ñõåì ãëóáèíû 3. Â �3.2.3 äîêàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèå äëÿ
ãëóáèíû 4. Â �3.2.4 óñòàíàâëèâàþòñÿ îöåíêè äëÿ êëàññà ìàòðèö ñ îãðàíè-
÷åíèåì îáùåãî âèäà íà ðàçìåð êîýôôèöèåíòîâ.

3.2.1 Ïðèáëèæåíèå

Â êîíñòðóêöèè [176] èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èç
îòðåçêà [1/2, 1] äðîáÿìè âèäà

P (r1, . . . , rk) =
r1 · . . . · rk − r2 · . . . · rk + . . .+ (−1)k−1rk + (−1)k

r1 · . . . · rk
=

1− 1

r1

(
1− 1

r2

(
1− 1

r3

(
. . .

(
1− 1

rk

)
. . .

)))
, (3.6)

ãäå ri ∈ N. Ïîëîæèì ôîðìàëüíî P () = 1.
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Ëåììà 3.1. Ïóñòü α ∈ [1/2, 1].

(i) Ïðè ëþáîì δ ∈ (0, 1/2] ñóùåñòâóþò ÷åòíîå ÷èñëî k ≥ 0 è íàòó-

ðàëüíûå ÷èñëà r1, . . . , rk òàêèå, ÷òî

0 ≤ ε = P (r1, . . . , rk)− α ≤ δ, R = r1 · . . . · rk ≤
2

δ
, k ≤ log2(2/δ).

(ii) Åñëè α = u
v , ãäå u, v ∈ N, òî ïðè íåêîòîðîì ÷åòíîì k èìååò

ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

α = P (r1, . . . , rk), R = r1 · . . . · rk ≤ vv.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñòðîèòü ïðèáëèæåíèå (3.6) äëÿ ÷èñëà α ãðàäèåíò-
íûì àëãîðèòìîì, êàê îïèñàíî íèæå.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû hi, ñâÿçàííûå ñ ïðåäñòàâëåíè-
åì (3.6) è îïðåäåëÿåìûå èç ñîîòíîøåíèé

h0 = α, hi−1 = 1− 1

ri
hi, i > 0. (3.7)

Ãðàäèåíòíûé ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû íà êàæäîì øàãå âû-
áèðàåì ìàêñèìàëüíîå ri òàêîå, ÷òî hi ∈ [0, 1]. Åñëè hi = 1, òî ïðîöåññ
çàêàí÷èâàåòñÿ â ñèëó α = P (r1, . . . , ri).

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûáîð âñåãäà âîçìîæåí. Ñïðàâåäëèâû ôîð-
ìóëû

ri =

⌊
1

1− hi−1

⌋
, hi = ri(1− hi−1), (3.8)

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî hi èìååò âèä bxc/x ïðè x ≥ 1, ïîýòîìó hi ∈ [0, 1].
Êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hi} � âîçðàñòàþùàÿ, â ñèëó

1− hi = 1− bxc
x

<
1

x
= 1− hi−1.

Êàê ñëåäñòâèå, åñëè h0 ≥ 1/2, òî hi > 1/2 è ri ≥ 2 ïðè âñåõ i > 0.
Ïîëîæèì R0 = 1 è îáîçíà÷èì Ri = r1 · . . . · ri. Âñëåäñòâèå (3.7) è (3.8),

P (r1, . . . , ri)− α = (−1)i · 1− hi

Ri
= (−1)i · hi+1

Ri+1
. (3.9)

Åñëè 1− α ≤ δ, òî óñëîâèÿ ëåììû âûïîëíåíû ïðè k = 0. Èíà÷å, îïðå-
äåëèì t èç óñëîâèé Rt < 1/δ è ëèáî 1/δ ≤ Rt+1, ëèáî ht = 1. Òåïåðü
íåðàâåíñòâî 0 ≤ (−1)t(P (r1, . . . , rt)− α) ≤ δ ñëåäóåò èç (3.9).
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Â ñëó÷àå ÷åòíîãî t ïîëîæèì k = t. Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî t ïîëîæèì k =

t + 1 è r′t+1 = d1/(δRt)e. Ïðè ýòîì 1/δ ≤ R′
t+1 = Rtr

′
t+1 < 2/δ è r′t+1 ≥ 2.

Åñëè ht 6= 1, òî r′t+1 ≤ rt+1, à òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ ãàðàíòèðóåòñÿ îöåíêîé

P (r1, . . . , rt, r
′
t+1)− α =

1− r′t+1

rt+1
· ht+1

R′
t+1

∈
[
0,

1

R′
t+1

]
⊂ [0, δ].

Åñëè ht = 1, òî

P (r1, . . . , rt, r
′
t+1)− α = P (r1, . . . , rt, r

′
t+1)− P (r1, . . . , rt) =

1

R′
t+1

≤ δ.

Íåðàâåíñòâî k ≤ log2(2/δ) òðèâèàëüíî â ñèëó ri ≥ 2 äëÿ âñåõ i. Óòâåð-
æäåíèå (i) äîêàçàíî.

Åñëè α � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ñî çíàìåíàòåëåì äðîáè v, òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {hi} ñîñòîèò èç ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñî çíàìåíàòåëÿìè äðîáåé v.
Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷àÿ hi = ui/v, ñ ó÷åòîì u0 = u ∈ N, ïî ôîðìóëå (3.8)
ïîëó÷àåì ui = ri(v − ui−1) ∈ N ïðè âñåõ i. Êðîìå òîãî, èç ui ≤ v ñëåäóåò
ri ≤ v.

Ââèäó hi > hi−1, âñå ui ðàçëè÷íû, ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hi}
ñîäåðæèò íå áîëåå v − 1 ÷ëåíîâ.

Âìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ α = P (r1, . . . , rk) ñ íå÷åòíûì k ìîæíî âûáðàòü
ïðåäñòàâëåíèå α = P (r1, . . . , rk−1, rk− 1, rk). Ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó
òîæäåñòâà 1

r = 1
r−1

(
1− 1

r

)
.

Îöåíêà íà R â (ii) ñëåäóåò èç k ≤ v − 1 è ri ≤ v.
Áîëåå àêêóðàòíî ñâîéñòâà ïðèáëèæåíèÿ (3.6) èññëåäóþòñÿ â [176].

3.2.2 Ñõåìû ãëóáèíû 3

Êàê ïðàâèëî, ñõåìû, ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå, èìåþò ñëîèñòóþ ñòðóêòóðó.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëèíà âñåõ ïóòåé â ñõåìå îäèíàêîâà, à ìíîæåñòâî ðåáåð
åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïàäàåòñÿ íà ñëîè: ñëîé îáðàçóþò ðåáðà, ðàñïîëî-
æåííûå íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò âõîäîâ (èëè âûõîäîâ).

Â ñëåäóþùèõ äâóõ ëåììàõ îïèñûâàþòñÿ ïðîñòûå ïðèåìû ñèíòåçà ñõåì,
êîìáèíàöèÿ êîòîðûõ ïðèâîäèò ê îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó. Ïåðâûé ïðèåì èç-
âåñòåí êàê ìåòîä ðàçðåçàíèÿ íà ïîëîñû Ëóïàíîâà [41]. Âòîðîé ÿâëÿåòñÿ
÷àñòüþ ìåòîäà Íå÷èïîðóêà [57] ñèíòåçà ñõåì ãëóáèíû 3.
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Ëåììà 3.2. Ïóñòü s ∈ N. Ïðîèçâîëüíàÿ (m, n)-ìàòðèöà íàä Eq ìîæåò

áûòü ðåàëèçîâàíà âåíòèëüíîé ñõåìîé ãëóáèíû 2 ñ qsn/s âíóòðåííèìè

âåðøèíàìè, qs+1n âåíòèëÿìè íà ïåðâîì ñëîå è m(n/s+ 1) âåíòèëÿìè íà

âòîðîì ñëîå19.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì ìàòðèöó íà âåðòèêàëüíûå ïîëîñû øèðèíû s.
Íà ïåðâîì óðîâíå ðåàëèçóåì âñåâîçìîæíûå ñóììû â ïîëîñàõ (íàïîìíèì,
÷òî âåíòèëüíóþ ñõåìó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñõåìó èç ýëåìåíòîâ
ñëîæåíèÿ): âñåãî äëÿ êàæäîé ïîëîñû qs ñóìì, äëÿ íåïîëíîé ïîëîñû øè-
ðèíû s′ < s èõ ìåíåå (s′/s)qs. Äëÿ ðåàëèçàöèè îäíîé ñóììû òðåáóåòñÿ íå
áîëåå sq âåíòèëåé. Íà âòîðîì ñëîå ñóììû â ñòðîêàõ ñêëàäûâàþòñÿ èç ñóìì
â ïîëîñàõ.

Äàëåå, êàê îáû÷íî, ïîä âåñîì áóëåâîé ìàòðèöû ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî åäè-
íèö â íåé.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü p, r ∈ N. Ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà (m, n)-ìàòðèöà âåñà V

ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ñõåìîé ãëóáèíû 2 ñ npr−1 âíóòðåííèìè âåðøè-

íàìè, rnpr−1 âåíòèëÿìè íà ïåðâîì ñëîå è V/r + m(n/p + 1) âåíòèëÿìè

íà âòîðîì ñëîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì ìàòðèöó íà âåðòèêàëüíûå ïîëîñû øèðèíû p.
Íà ïåðâîì óðîâíå ðåàëèçóåì âñåâîçìîæíûå ñóììû íå áîëåå ÷åì r ïåðå-
ìåííûõ èç êàæäîé ïîëîñû. Äëÿ îäíîé ïîëîñû òàêèõ ñóìì íå áîëåå pr, äëÿ
íåïîëíîé ïîëîñû øèðèíû p′ < p èõ ìåíåå (p′/p)pr.

Êàæäóþ ñòðîêó ìàòðèöû âíóòðè êàæäîé ïîëîñû ïðåäñòàâèì â âèäå
ñóììû ïîäñòðîê âåñà r è, ïðè íåîáõîäèìîñòè, îäíîé ïîäñòðîêè ìåíüøåãî
âåñà. Íà âòîðîì ñëîå ñõåìû âûïîëíÿåòñÿ ñëîæåíèå ïîäñòðîê.

Ïîìèìî ñõåì èç äâóõ óêàçàííûõ ëåìì, ìû áóäåì ïðèìåíÿòü äâîéñòâåí-
íûå ê íèì ñõåìû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñõåìà äëÿ ìàòðèöû A ïîëó÷åíà èç ñõåìû,
ïîñòðîåííîé îäíèì èç ñïîñîáîâ ëåìì 3.2 è 3.3, äëÿ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàò-
ðèöû AT ñ ïîñëåäóþùèì îáðàùåíèåì îðèåíòàöèè âåíòèëåé. ×òîáû ñôîð-
ìóëèðîâàòü äâîéñòâåííîå óòâåðæäåíèå, íóæíî â èñõîäíîé ôîðìóëèðîâêå
êàæäîé èç ëåìì ïîìåíÿòü ðîëÿìè m è n.

19Çäåñü è äàëåå â âåðõíèõ îöåíêàõ ìû îïóñêàåì îêðóãëåíèÿ.
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Èç ëåììû 3.2 âûòåêàåò ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé ïðîáëåìû ïðè ìàëûõ
m è q.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü qm = no(1). Òîãäà

L2(q,m, n) ≤ (1 + τ(q,m, n))
mn

logq(mn)
+ n, τ(q,m, n) � log(qm log n)

log n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà äîñòèãàåòñÿ íà ñõåìå èç ëåììû 3.2 (òðàíñïîíè-
ðîâàííàÿ âåðñèÿ) ñ ïàðàìåòðîì s = blogq n− 2 logq log n− 1c.

Â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé òåîðåìû ôàêòè÷åñêè ñòðîèòñÿ óïðîùåí-
íàÿ ñõåìà Ïèïïåíäæåðà [176].

Òåîðåìà 3.1. (i) Ïóñòü m ≤ n, m = Ω
(
log3/2 n

)
è q = no(1). Òîãäà

L3(q,m, n) ≤ (1 + τ(q, n))
mn

logq(mn)
, τ(q, n) �

√
log(q log n)

log n
.

(ii) Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíî q = logO(1) n, m = Ω
(
log2 n

)
è

m ∈ nµ log±O(1) n äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé µ ∈ Q. Òîãäà

L3(q,m, n) ≤ (1 + τ(n))
mn

logq(mn)
, τ(n) � log log n

log n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü m = nα. Åñëè (3/2) log log n−O(1)
log n ≤ α ≤√

log(q log n)
log n , òî íóæíóþ îöåíêó îáåñïå÷èâàþò ñõåìû ãëóáèíû 2 èç ñëåä-

ñòâèÿ 3.1. Ïîýòîìó äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî α ≥
√

log(q log n)
log n .

Ïîëîæèì δ = 1
2

√
log(q log n)

log n è ïðè ïîìîùè ëåììû 3.1 ïîñòðîèì ïðèáëè-
æåíèå

1

1 + α
= P (rt, . . . , r1)− ε, 0 ≤ ε ≤ δ, R = r1 · . . . · rt ≤ 2/δ,

ãäå t = 2k. Ïàðàìåòðû ri óìûøëåííî ïðîíóìåðîâàíû â îáðàòíîì ïîðÿäêå
ïî îòíîøåíèþ ê (3.6).

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k > 0, ïîñêîëüêó â ñèëó âûáîðà δ ñëó÷àé k = 0

ñîîòâåòñòâóåò ìàëûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà α: α . 1
2

√
log(q log n)

log n .
Äàëåå ìû îïèøåì èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ìíîãîñëîéíîé

ñõåìû, âû÷èñëÿþùåé ïðîèçâîëüíóþ (m, n)-ìàòðèöó A. Ïðåäâàðèòåëüíî
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äàäèì íåôîðìàëüíîå îáùåå îïèñàíèå ýòîé ïðîöåäóðû. Íà ïåðâîì øàãå ìå-
òîäîì ëåììû 3.2 äëÿ ìàòðèöû ñòðîèòñÿ ñõåìà ãëóáèíû 2. Ïðè ýòîì îäèí
ñëîé ñõåìû � óñëîâíî ãîâîðÿ, ïðîñòîé (ñ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèì ÷èñ-
ëîì ðåáåð), âòîðîé � ñëîæíûé. Ïóñòü A0 � áóëåâà ìàòðèöà, âû÷èñëÿåìàÿ
ñëîæíûì ñëîåì. Íà ñëåäóþùåì øàãå ïðîöåäóðû ñëîé, ðåàëèçóþùèé ìàò-
ðèöó A0, çàìåíÿåòñÿ äâóõñëîéíîé ñõåìîé, ïîñòðîåííîé ìåòîäîì ëåììû 3.3.
Â ýòîé ñõåìå òàêæå îäèí èç ñëîåâ ïðîñòîé, à äðóãîé � ñëîæíûé. Áóëåâà
ìàòðèöà, ðåàëèçóåìàÿ ñëîæíûì ñëîåì, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A1. Íà î÷åðåä-
íîì øàãå âìåñòî ýòîãî ñëîÿ ïîäñòàâëÿåòñÿ äâóõñëîéíàÿ ñõåìà, ïîñòðîåííàÿ
ìåòîäîì ëåììû 3.3, è òàê äàëåå. Ïðè ðåàëèçàöèè ìàòðèö Ai èñïîëüçóþòñÿ
ïîî÷åðåäíî ïðÿìàÿ è äâîéñòâåííàÿ âåðñèÿ ñõåì ëåììû 3.3. Â èòîãå ìû ïî-
ëó÷èì ñõåìó èç 2k + 1 ñëîåâ, ñðåäè êîòîðûõ òîëüêî îäèí âíóòðåííèé ñëîé
ñëîæíûé � îí áóäåò îïðåäåëÿòü ñëîæíîñòü âñåé ñõåìû.

Ïåðåéäåì ê ôîðìàëüíîìó îïèñàíèþ ïðîöåäóðû, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ
ïàðàìåòðàìè β, a1, . . . , a2k, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ áóäóò îïðåäåëåíû ïîçäíåå.

1) Ïóñòü β � íåêîòîðûé ïàðàìåòð, ïðè êîòîðîì β logq n � öåëîå ÷èñëî.
Äëÿ ðåàëèçàöèè ìàòðèöû A ïðèìåíèì òðàíñïîíèðîâàííîå ïðåîáðàçîâàíèå
ëåììû 3.2 ñ ðàçðåçàíèåì íà ãîðèçîíòàëüíûå ïîëîñû âûñîòû s = β logq n.
Âòîðîé ñëîé ñõåìû çàïîëíÿåòñÿ ïó÷êàìè èç íå áîëåå ÷åì qs ðåáåð, à íà ïåð-
âîì ñëîå ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðàÿ áóëåâà ìàòðèöà A0 èç m0 ≤ mnβ/(β logq n)

ñòðîê, n0 = n ñòîëáöîâ, âåñà v0 ≤ n(m/(β logq n) + 1).
Ðàçìåðû âîçíèêàþùèõ äàëåå â ïðîöåññå òðàíñôîðìàöèè ñõåìû áóëåâûõ

ìàòðèö Ai îáîçíà÷èì ÷åðåç mi × ni, à âåñ � ÷åðåç vi.
2) Íå÷åòíàÿ èòåðàöèÿ. Ðàçáèâàåì ìàòðèöó A2i íà âåðòèêàëüíûå ïîëîñû

øèðèíû na2i+1. Ðåàëèçóåì ïðè ïîìîùè ëåììû 3.3 ñ ïàðàìåòðîì r = r2i+1

ìàòðèöó èç êàæäîé ïîëîñû. Ïåðâûé ñëîé ñõåìû ñîñòàâëÿþò ïó÷êè èç íå
áîëåå ÷åì r2i+1 âåíòèëåé. Íà âòîðîì ñëîå ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðàÿ ìàòðèöà
A2i+1 ñ ðàçìåðíûìè ïàðàìåòðàìè m2i+1 = m2i, n2i+1 ≤ n2in

a2i+1(r2i+1−1) è
âåñîì v2i+1 ≤ v2i/r2i+1 + m2i(n2in

−a2i+1 + 1). Ïîäñòàâèì ýòó äâóõñëîéíóþ
ðåàëèçàöèþ â ñõåìó äëÿ ìàòðèöû A.

3) ×åòíàÿ èòåðàöèÿ. Ðàçáèâàåì ìàòðèöó A2i−1 íà ãîðèçîíòàëüíûå ïî-
ëîñû âûñîòû na2i. Ðåàëèçóåì ïðè ïîìîùè ëåììû 3.3 ñ ïàðàìåòðîì r = r2i

òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó èç êàæäîé ïîëîñû. Âòîðîé ñëîé ñõåìû ñî-
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ñòàâëÿþò ïó÷êè èç íå áîëåå ÷åì r2i âåíòèëåé. Íà ïåðâîì ñëîå ðåàëèçóåòñÿ
íåêîòîðàÿ ìàòðèöà A2i ñ ðàçìåðíûìè ïàðàìåòðàìè m2i ≤ m2i−1n

a2i(r2i−1),
n2i = n2i−1 è âåñîì v2i ≤ v2i−1/r2i + n2i−1(m2i−1n

−a2i + 1). Ïîäñòàâèì îïè-
ñàííóþ êîíñòðóêöèþ â ñõåìó äëÿ ìàòðèöû A.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñõåìó, ñîñòîÿùóþ èç 2k + 2 ñëîåâ, â êîòîðîé
âíóòðåííèé ñëîé (ñ íîìåðîì k + 1, ñ÷èòàÿ îò âõîäîâ) âû÷èñëÿåò ìàòðèöó
A2k, ðàçìåðû è âåñ êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì:

m2k ≤
m · nβ+a2(r2−1)+a4(r4−1)+...+a2k(r2k−1)

β logq n
, (3.10)

n2k ≤ n1+a1(r1−1)+a3(r3−1)+...+a2k−1(r2k−1−1), (3.11)

v2k ≤
mn

R · β logq n
+

m · n1+β+a1(r1−1)+a2(r2−1)+...+a2k−1(r2k−1−1)−a2k

β logq n
+

m · n1+β+a1(r1−1)+a2(r2−1)+...+a2k−2(r2k−2−1)−a2k−1

r2k · β logq n
+ . . .

. . .+
m · n1+β−a1

r2 · . . . · r2k · β logq n
+

n2k−1 +
m2k−2

r2k
+ . . .+

m0

r2 · . . . · r2k
+

n

r1 · . . . · r2k
. (3.12)

Ïîëîæèì β = (1+α)/R−γ0, a1 = β+γ ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ
ïàðàìåòðàõ γ0, γ ∈ o(δ) ñ óñëîâèåì na1 � öåëîå ÷èñëî. Ïóñòü äàëåå ai =

ai−1ri−1 äëÿ âñåõ i > 1.
Ïðè òàêîì âûáîðå äëÿ ëþáîãî i ≤ 2k − 1 èìååì

β + a1(r1 − 1) + a2(r2 − 1) + . . .+ ai(ri − 1) =

= β + (a2 − a1) + (a3 − a2) + . . .+ (ai+1 − ai) = ai+1 − γ.

Ïîýòîìó ÷èñëèòåëè â ñðåäíåé ãðóïïå ñëàãàåìûõ îöåíêè (3.12) ðàâíû
mn1−γ. Ñóììà ýòèõ ÷ëåíîâ â òàêîì ñëó÷àå íå ïðåâîñõîäèò

tmn1−γ

β logq n
. (3.13)
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Ñóììó ÷ëåíîâ â ïîñëåäíåé ñòðîêå (3.12) ãðóáî îöåíèì ñâåðõó êàê

t(n2k +m2k). (3.14)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îöåíêó

vt ≤
mn

(1 + α− γ0R) logq n
+
tmn1−γ

β logq n
+ t(n2k +m2k). (3.15)

Ñõåìà ãëóáèíû 3 äëÿ èñõîäíîé ìàòðèöû A ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Íà ñðåäíåì ñëîå ðåàëèçóåòñÿ ìàòðèöà A2k. Îñòàëüíûå ñëîè ïîñòðîåí-
íîé ñõåìû âîêðóã ñëîÿ, ðåàëèçóþùåãî ìàòðèöó A2k, ñêëåèâàþòñÿ. Ïåðâûé
ñëîé ïîëó÷åííîé òàêèì îáðàçîì ñõåìû ñîñòàâëÿþò n2k ïó÷êîâ èç íå áîëåå
÷åì r1r3 · . . . · r2k−1 âåíòèëåé, à òðåòèé ñëîé � m2k ïó÷êîâ èç íå áîëåå ÷åì
r2r4 · . . . · r2k · qβ logq n âåíòèëåé. Ñóììàðíîå ÷èñëî âåíòèëåé â ýòèõ äâóõ
ñëîÿõ ìîæíî îöåíèòü êàê

Rqβ logq n · (n2k +m2k). (3.16)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ai = ri−1 · . . . ·r1a1 è β = a1−γ, ïîêàçàòåëü ñòåïåíè
ó n â (3.10) ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

β + a2(r2 − 1) + a4(r4 − 1) + . . .+ a2k(r2k − 1) =

a1R · P (r2k, . . . , r1)− γ = (1 + α− (γ0 − γ)R)

(
1

1 + α
+ ε

)
− γ

= 1 + ε(1 + α)− (γ0 − γ)R

(
1

1 + α
+ ε

)
− γ.

Àíàëîãè÷íî, ñóììà â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè â (3.11) ïðåîáðàçóåòñÿ êàê

a1(r1 − 1) + a3(r3 − 1) + . . .+ a2k−1(r2k−1 − 1) =

a1R(1− P (r2k, . . . , r1)) = (1 + α− (γ0 − γ)R)

(
α

1 + α
− ε

)
= α− ε(1 + α)− (γ0 − γ)R

(
α

1 + α
− ε

)
.

Òåïåðü íåðàâåíñòâà (3.10) è (3.11) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

m2k ≤
mn1+ε(1+α)−(γ0−γ)R( 1

1+α+ε)−γ

β logq n
, (3.17)

n2k ≤ mn1−ε(1+α)−(γ0−γ)R( α
1+α−ε). (3.18)
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Îñòàëîñü óêàçàòü âûáîð ïàðàìåòðîâ. Âûáåðåì γ � 1
R

√
log(q log n)

log n è γ0 ∼
2γ òàê, ÷òîáû ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ó n â îöåíêàõ (3.13), (3.17), (3.18) íå
ïðåâîñõîäèëè 1− log

(
q log3 n

)
/ log n, è ïðè ýòîì β logq n è na1 áûëè öåëû-

ìè ÷èñëàìè. (Áëàãîäàðÿ âûáîðó ìíîæèòåëÿ 1
2 â îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû δ,

ðàçíîñòü α
1+α−ε â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè â (3.18) íåîòðèöàòåëüíà è ïî ïîðÿäêó

ðàâíà α.) Òðåáîâàíèå β logq n ∈ Z âûïîëíèìî, ïîñêîëüêó γ logq n = Ω(1).
Òîãäà âêëàä ñëàãàåìûõ (3.13), (3.14) è (3.16) â îöåíêó ñëîæíîñòè ÿâ-

ëÿåòñÿ âåëè÷èíîé O(mn/ log2 n). Òåïåðü ñëîæíîñòü ñõåìû îöåíèâàåòñÿ êàê
ñóììà (3.15) è (3.16):

mn

(1 + α− γ0R) logq n
+O

(
mn

log2 n

)
=

mn

(1 + α) logq n

(
1 +O

(√
log(q log n)

log n

))
.

Äîêàæåì (ii). Åñëè µ = 0, òî äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäñòâè-
åì 3.1. Èíà÷å, ïóñòü m = nα. Êàê ñëåäóåò èç ï. (ii) ëåììû 2.56, ñóùåñòâóåò
ïðèáëèæåíèå

1

1 + α
= P (r1, . . . , rk)− ε, |ε| = O

(
log log n

log n

)
, r1 · . . . · rk = O(1).

Åñëè ε > 0, òî ïðîñòî ïðèìåíÿåì êîíñòðóêöèþ èç äîêàçàòåëüñòâà ï. (i).
Ïðè ýòîì ìîæíî ïîëîæèòü δ, γ � log log n

log n .
Ñëó÷àé ε < 0 ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ε > 0. Äëÿ ýòîãî ìàòðèöà ðàçáèâàåòñÿ

íà âåðòèêàëüíûå ïîëîñû øèðèíû n̂ = n
logc n , ãäå êîíñòàíòà c âûáèðàåòñÿ èç

óñëîâèÿ m ≥ n̂µ. Ïîäìàòðèöû â ïîëîñàõ ðåàëèçóþòñÿ íåçàâèñèìî. Çàòåì
ñõåìû äëÿ ïîäìàòðèö îáúåäèíÿþòñÿ ïóòåì îòîæäåñòâëåíèÿ âûõîäîâ.

3.2.3 Ñõåìû ãëóáèíû 4

Öåíîé ðîñòà ãëóáèíû, ìîæíî îñëàáèòü çàâèñèìîñòü ñëîæíîñòè ñõåìû òåî-
ðåìû 3.1 îò q. Â ñõåìå òåîðåìû 3.1 óâåëè÷åíèþ q ïðåïÿòñòâóþò äâà îá-
ñòîÿòåëüñòâà: ìíîæèòåëü q â îöåíêå (3.16) ñëîæíîñòè ãðàíè÷íîãî ñëîÿ è
òðåáîâàíèå öåëî÷èñëåííîñòè ïàðàìåòðà øèðèíû ïîëîñû s = β logq n. Îáà
ïðåïÿòñòâèÿ îáóñëîâëåíû êîíñòðóêöèåé ëåììû 3.2.

Ïåðâîå ïðåïÿòñòâèå (ëèøíèé ìíîæèòåëü) ìîæíî óñòðàíèòü, äîáàâèâ
â ñõåìó åùå îäèí ñëîé. Âòîðîå ïðåïÿòñòâèå óñòðàíÿåòñÿ, åñëè ðàçðåøèòü
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ðàçáèåíèå íà ïîëîñû äðîáíîé øèðèíû. Îáà ïðèåìà ñîâìåùåíû â ñëåäóþ-
ùåé ëåììå, èäåÿ êîòîðîé ïðîñìàòðèâàåòñÿ â ìåòîäå [176], è êîòîðóþ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ëåììå 3.2.

Ëåììà 3.4. Ïóñòü σ > 0. Ïðîèçâîëüíàÿ (m, n)-ìàòðèöà íàä Eq ìîæåò

áûòü ðåàëèçîâàíà âåíòèëüíîé ñõåìîé ãëóáèíû 3 ñ 2nq/ log q âåíòèëÿìè

íà ïåðâîì ñëîå, n(log q + 1) âåðøèíàìè íà ãëóáèíå 1, 12qσ(n/σ + 1)(σ +

3) log q âåíòèëÿìè íà ñðåäíåì ñëîå, 4qσ(n/σ+ 1) âåðøèíàìè íà ãëóáèíå 2

è m(n/σ + 1) âåíòèëÿìè íà òðåòüåì ñëîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì åìêîñòü ÿ÷åéêè ìàòðèöû íàä Eq � ÷èñëî âîç-
ìîæíûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå îíà ìîæåò çàêëþ÷àòü � ðàâíîé q. Äîïóñòèì
âîçìîæíîñòü ðàçáèåíèÿ íåêîòîðûõ ÿ÷ååê íà ÷àñòè, êîòîðûå áóäåì íàçû-
âàòü íåïîëíûìè ÿ÷åéêàìè. Íåïîëíàÿ ÿ÷åéêà ìîæåò çàêëþ÷àòü ÷èñëà èç
aEb = {0, a, 2a, . . . , (b − 1)a} è èìååò, ïî îïðåäåëåíèþ, åìêîñòü b. ß÷åé-
êà äëÿ ÷èñåë èç aEb (â ñëó÷àå a = 1 è b = q ýòî öåëàÿ ÿ÷åéêà, èíà÷å �
íåïîëíàÿ) ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà äâå ÷àñòè ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Ïóñòü
b1b2 ≥ b è b1, b2 < b. Ðàçðåøèì îäíîé ÷àñòè ÿ÷åéêè çàêëþ÷àòü ÷èñëà èç ìíî-
æåñòâà aEb1

, à äðóãîé � ÷èñëà èç ab1Eb2
. Ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç aEb ìîæíî

ïðåäñòàâèòü ñóììîé äâóõ ÷èñåë èç aEb1
è ab1Eb2

, è ðàçìåñòèòü ñëàãàåìûå
â ïîäõîäÿùèõ ÷àñòÿõ ÿ÷åéêè.

Åìêîñòü ìíîæåñòâà ÿ÷ååê, âêëþ÷àÿ, âîçìîæíî, íåïîëíûå, åñòåñòâåííî
îïðåäåëèòü êàê ïðîèçâåäåíèå åìêîñòåé ñîñòàâëÿþùèõ (åìêîñòü öåëîé ÿ÷åé-
êè ìîæåò áûòü ìåíüøå åìêîñòè ìíîæåñòâà åå ÷àñòåé).

Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî ÿ÷ååê ñòðîêè ìàòðèöû íà ïîäìíîæåñòâà ñ åìêî-
ñòüþ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà â èíòåðâàëå [2qσ, 4qσ] (âêëþ÷àÿ, âîçìîæíî,
îäíî ïîäìíîæåñòâî ìåíüøåé åìêîñòè). Äëÿ ýòîãî ìû ñîâåðøàåì ïðîõîä
âäîëü ñòðîêè, äîáàâëÿÿ â òåêóùåå ïîäìíîæåñòâî åìêîñòè C î÷åðåäíóþ
ÿ÷åéêó åìêîñòè b, åñëè Cb ≤ 2qσ, èíà÷å � ÷àñòü ýòîé ÿ÷åéêè ñ åìêîñòüþ
b1 = d2qσ/Ce. Âòîðàÿ ÷àñòü ÿ÷åéêè ïðèîáðåòàåò åìêîñòü db/b1e è ñòàíîâèò-
ñÿ î÷åðåäíîé äëÿ ñëåäóþùåãî ïîäìíîæåñòâà.

Óêàçàííîå ðàçáèåíèå äåëèò ìàòðèöó íà âåðòèêàëüíûå ïîëîñû. Ñòðîêà
â ïîëîñå ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå σ + 1 öåëûõ ÿ÷ååê è íå áîëåå äâóõ
íåïîëíûõ. ×èñëî ïîëîñ ìîæíî îöåíèòü, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî âûäåëåíèå îä-
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íîãî ïîäìíîæåñòâà åìêîñòè íå ìåíåå 2qσ óìåíüøàåò åìêîñòü îñòàâøåéñÿ
÷àñòè ìíîæåñòâà ìèíèìóì â qσ ðàç. Îòòàëêèâàÿñü îò åìêîñòè èñõîäíîãî
ìíîæåñòâà qn, ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöà ñîäåðæèò íå áîëåå n/σ + 1 ïîëîñ.

Òåïåðü îïèøåì ñõåìó. Íà ïåðâîì ñëîå ñõåìû äëÿ êàæäîãî âõîäà x âû-
÷èñëÿåòñÿ âåêòîð êðàòíîñòåé:

(
1, 2, 4, . . . , 2blog(q/ log q)c) x. Îäèí òàêîé âåê-

òîð ðåàëèçóåòñÿ ïðè ïîìîùè íå áîëåå ÷åì 2q/ log q âåíòèëåé. Íà âòîðîì
ñëîå âû÷èñëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ñóììû â ïîëîñàõ: ÷èñëî ñóìì â îäíîé
ïîëîñå íå ïðåâîñõîäèò 4qσ ïî ïîñòðîåíèþ, äëÿ âû÷èñëåíèÿ îäíîé ñóììû
èñïîëüçóåòñÿ íå áîëåå σ + 3 ÿ÷ååê, äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ â ÿ÷åéêå
èç êðàòíîñòåé, âû÷èñëåííûõ íà ïåðâîì óðîâíå ñõåìû, äîñòàòî÷íî 3 log q

âåíòèëåé. Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà îïèðàåòñÿ íà âîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ ïðî-
èçâîëüíîãî ÷èñëà a ∈ Eq â ñóììó a = a1l + a2, l = 2blog(q/ log q)c, ïðè ýòîì
a1 ≤ 2 log q, a2 < l. Íà çàêëþ÷èòåëüíîì ñëîå, êàê è â ëåììå 3.2, ñóììû â
ñòðîêàõ ñêëàäûâàþòñÿ èç ñóìì â ïîëîñàõ.

Äîêàçàííàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü ðåçóëüòàò ñëåäñòâèÿ 3.1 è äî-
ïîëíèòü ðåçóëüòàò òåîðåìû 3.1 î âîçìîæíîñòÿõ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëü-
íîãî ñèíòåçà â ãëóáèíå 3.

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü q = o
(
n/ log2 n

)
, m = no(1). Òîãäà

L3(q,m, n) ≤ (1 + τ(m,n))
mn

logq(mn)
+ n, τ(m,n) � log(m log n)

log n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà äîñòèãàåòñÿ íà ñõåìå èç ëåììû 3.4 (òðàíñïîíè-
ðîâàííàÿ âåðñèÿ) ñ ïàðàìåòðîì σ = logq(n/ log2 n).

Òåîðåìà 3.2. (i) Ïóñòü m ≤ n, m = Ω
(
log3/2 n

)
è q = o

(
n/ log2 n

)
. Òîãäà

L4(q,m, n) ≤ (1 + τ(n))
mn

logq(mn)
, τ(n) �

√
log log n

log n
.

(ii) Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî m = Ω
(
log2 n

)
è m ∈ nµ log±O(1) n äëÿ íåêî-

òîðîé ïîñòîÿííîé µ ∈ Q. Òîãäà

L4(q,m, n) ≤ (1 + τ(n))
mn

logq(mn)
, τ(n) � log log n

log n
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïîëîæèì δ = 1
2

√
log log n

log n . Âåëè÷èíû α, ε, k, t, R îïðå-
äåëèì êàê â òåîðåìå 3.1.

Ïðè α ≤ 2δ ñõåìû ãëóáèíû 3 èç ñëåäñòâèÿ 3.2 îáåñïå÷èâàþò íóæíûé ðå-
çóëüòàò. Ïðè á�îëüøèõ α ïîâòîðÿåì ïîñòðîåíèå òåîðåìû 3.1, òîëüêî èñïîëü-
çóåì â êà÷åñòâå îòïðàâíîé òî÷êè ñõåìó ëåììû 3.4 âìåñòî ñõåìû ëåììû 3.2
(ò. å. ìîäèôèöèðóåòñÿ øàã ï. 1 â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1).

1) Ïóñòü β � íåêîòîðûé ïàðàìåòð. Äëÿ ðåàëèçàöèè (m, n)-ìàòðèöû A

ïðèìåíèì òðàíñïîíèðîâàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ëåììû 3.4 ñ ïàðàìåòðîì σ =

β logq n. Â ïîëó÷åííîé ñõåìå òðåòèé ñëîé ñîäåðæèò íå áîëåå 2mq âåíòèëåé.
Âòîðîé ñëîé ñõåìû îáðàçóþò ïó÷êè èç íå áîëåå ÷åì (β logq n+ 3)(log q+ 1)

ðåáåð, à íà ïåðâîì ñëîå ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðàÿ áóëåâà ìàòðèöà A0 èç
m0 ≤ 4nβ(m + β logq n)/(β logq n) ñòðîê, n0 = n ñòîëáöîâ, âåñà v0 ≤
n(m/(β logq n) + 1).

Äàëåå äåéñòâóåì êàê îïèñàíî â ïï. 2) è 3) òåîðåìû 3.1. Â èòîãå ïðèõîäèì
ê ñõåìå èç 2k+3 ñëîåâ, â êîòîðîé ñðåäíèé ñëîé (ñ íîìåðîì k+1) âû÷èñëÿåò
ìàòðèöó A2k, äëÿ ðàçìåðîâ è âåñà êîòîðîé ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

m2k ≤
4(m+ β logq n)nβ+a2(r2−1)+a4(r4−1)+...+a2k(r2k−1)

β logq n
, (3.19)

n2k ≤ n1+a1(r1−1)+a3(r3−1)+...+a2k−1(r2k−1−1), (3.20)

v2k ≤
mn

R · β logq n
+

4(m+ β logq n)n1+β+a1(r1−1)+a2(r2−1)+...+a2k−1(r2k−1−1)−a2k

β logq n
+

4(m+ β logq n)n1+β+a1(r1−1)+a2(r2−1)+...+a2k−2(r2k−2−1)−a2k−1

r2k · β logq n
+ . . .

. . .+
4(m+ β logq n)n1+β−a1

r2 · . . . · r2k · β logq n
+

n2k−1 +
m2k−2

r2k
+ . . .+

m0

r2 · . . . · r2k
+

n

r1 · . . . · r2k
.

Ïîëîæèì β = (1 + α)/R − γ0, a1 = β + γ è ai = ai−1ri−1 äëÿ âñåõ
i > 1. Â ðåçóëüòàòå (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1), äëÿ âåñà ìàòðèöû
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A2k âûâîäèòñÿ îöåíêà

vt ≤
mn

(1 + α− γ0R) logq n
+

4t(m+ β logq n)n1−γ

β logq n
+ t(n2k +m2k). (3.21)

Ñõåìà ãëóáèíû 4 äëÿ èñõîäíîé ìàòðèöû A ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ñîõðàíÿåì âíåøíèé ñëîé èç ðåáåð, ñîåäèíåííûõ ñ âûõîäàìè, ïîñòðî-
åííûé íà ïåðâîì øàãå, à òàêæå ñðåäíèé ñëîé, ãäå ðåàëèçóåòñÿ ìàòðèöà A2k.
Ñëîè â êàæäîé èç îñòàâøèõñÿ äâóõ ñâÿçíûõ ÷àñòåé ñõåìû ñîâìåùàþòñÿ. Íà
ïåðâîì ñëîå ïîëó÷åííîé òàêèì îáðàçîì ñõåìû ðàñïîëîæåíû n2k ïó÷êîâ èç
íå áîëåå ÷åì r1r3 · . . . · r2k−1 âåíòèëåé, íà òðåòüåì ñëîå � m2k ïó÷êîâ èç
íå áîëåå ÷åì r2r4 · . . . · r2k · 3(β logq n + 3) log q âåíòèëåé. Òîãäà ñóììàðíîå
÷èñëî âåíòèëåé íà ïåðâîì, òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ñëîÿõ îöåíèâàåòñÿ êàê

3R(β logq n+ 3) log q · (n2k +m2k) + 2mq/ log q. (3.22)

Òàê æå, êàê â òåîðåìå 3.1, îöåíêè (3.19), (3.20) ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå

m2k ≤
4(m+ β logq n)n1+ε(1+α)−(γ0−γ)R( 1

1+α+ε)−γ

β logq n
, (3.23)

n2k ≤ mn1−ε(1+α)−(γ0−γ)R( α
1+α−ε). (3.24)

Âûáåðåì γ ∼ c
R

√
log log n

log n è γ0 ∼ 2γ òàê, ÷òîáû ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ó n
â ñðåäíåì ñëàãàåìîì îöåíêè (3.13) è îöåíêàõ (3.23), (3.24) íå ïðåâîñõîäèëè
1− 3 log log n/ log n, è ïðè ýòîì âûïîëíÿëîñü óñëîâèå na1 ∈ Z.

Òåïåðü ñëîæíîñòü ñõåìû îöåíèâàåòñÿ êàê ñóììà (3.21) è (3.22):

mn

(1 + α− γ0R) logq n
+O

(
mn

log2 n

)
=

mn

(1 + α) logq n

(
1 +O

(√
log log n

log n

))
.

Äîêàçàòåëüñòâî ï. (ii) íå îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà ï. (ii) òåîðå-
ìû 3.1.

3.2.4 Âû÷èñëåíèå ìàòðèö ñ áûñòðî ðàñòóùèìè êîýôôèöèåíòà-

ìè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ìàòðèö ñ ïðîèçâîëüíûì îãðàíè-
÷åíèåì q íà ðàçìåð êîýôôèöèåíòîâ. Ñëåäóþùàÿ ëåììà îïèñûâàåò ñòðîè-
òåëüíûé áëîê äëÿ îïòèìàëüíûõ ñõåì.
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Ëåììà 3.5. Ïóñòü v = (3u1, . . . , 3us), ui ∈ N ∪ {0}, u = maxi=1,...,s{ui}.
Òîãäà ïðè ëþáîì d, 1 ≤ d ≤ u, ñïðàâåäëèâî

Ld(v) ≤ min{u, 2d− 1} · 3u/d + (s− 1)3b(u−1)/dc.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óäîáíåå ðàññìîòðåòü ðåàëèçàöèþ òðàíñïîíèðîâàííîãî
âåêòîðà vT . Íà ðèñ. 7 èçîáðàæåíà áàçîâàÿ ñõåìà, âû÷èñëÿþùàÿ âåêòîð
w = (1, 3, . . . , 3u)T . Îíà èìååò ñëîæíîñòü 4u è ãëóáèíó u. Íóæíàÿ ñõåìà
äëÿ vT â ñëó÷àå d = u ïîëó÷èòñÿ, åñëè èç âèñÿ÷èõ ðåáåð îñòàâèòü òîëüêî
òå, êîòîðûå âåäóò ê âûõîäàì êðàòíîñòè 3ui.

q q q q q- -@@R @@R
��� ���A

A
A
AU

A
A
A
AU

-@@R
���A

A
A
AU

p p px

1 · x 3 · x 3u−1 · x

3u · x

Ðèñ. 7: Ñõåìà äëÿ âåêòîðà w

Ïðè ïðîèçâîëüíîì d çàïèøåì u = pd + r, 0 ≤ r < d. Îáîáùàÿ ñõåìó
ðèñ. 7, ìàêñèìàëüíóþ êðàòíîñòü 3u âû÷èñëèì â öåïî÷êå èç d ñëîåâ: èç
íèõ r ñëîåâ ñîäåðæàò ãðóïïû èç 3p+1 ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûõ âåíòèëåé,
îñòàëüíûå d − r ñëîåâ � ãðóïïû èç 3p øòóê. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàæäîãî
èç íåäîñòàþùèõ âûõîäîâ äîñòàòî÷íî äîáàâèòü ãðóïïó èç íå áîëåå ÷åì 3p

âåíòèëåé, à åñëè r = 0, òî äàæå íå áîëåå ÷åì èç 3p−1 âåíòèëåé.
Îáîçíà÷èì x = r/d. ×èñëî âåíòèëåé â öåïî÷êå, âû÷èñëÿþùåé 3u, îöå-

íèâàåòñÿ êàê

(d− r)3p + r3p+1 = (d+ 2r)3p = d(1 + 2x)3p ≤ d(1 + x)3p+x = d(1 + x)3u/d,

â ñèëó 1+2x ≤ (1+x)(1+ln 3 ·x) ≤ (1+x)3x äëÿ x ≥ 0. Îñòàëîñü çàìåòèòü,
÷òî r ≤ min{u− d, d− 1}.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ê âûõîäó ñõåìû âåäåò åäèíñòâåííîå ðåáðî, è ýòîò âûõîä
ñîåäèíÿåòñÿ ñî âõîäîì äðóãîé ñõåìû, òî ðåáðî ìîæíî óäàëèòü, îòîæäåñòâèâ
åãî êîíöû, íå íàðóøàÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îáúåäèíåííîé ñõåìû. Âèñÿ÷èå
ðåáðà, âåäóùèå ê âûõîäàì, êàê â ñõåìå ðèñ. 7, íóæíû òîëüêî çàòåì, ÷òîáû
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óäîâëåòâîðèòü òðåáîâàíèþ îïðåäåëåíèÿ ñõåìû, çàïðåùàþùåé ïóòè ìåæäó
âõîäàìè èëè âûõîäàìè. Ñîîòâåòñòâåííî, êîãäà âûõîäû ñòàíîâÿòñÿ âíóòðåí-
íèìè âåðøèíàìè, íåîáõîäèìîñòü â ýòèõ ðåáðàõ îòïàäàåò. Ïî ïîñòðîåíèþ,
â ñõåìå èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ïî ìåíüøåé ìåðå s− 1− (u− d) âûõîäîâ
ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè âèñÿ÷èõ ðåáåð.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü m ≤ n, H = mn log q →∞.

(i) Ïóñòü 1 ≤ d ≤ blog3(q − 1)c. Îïðåäåëèì sd = blog3(q − 1)c − d ïðè

d ≥ log3(q − 1)/2 è sd = d− 1, èíà÷å. Òîãäà

Ld+3(q,m, n) ≤ (1 + τ(H))
H

logH
+ n+mq1/d(blog3(q − 1)c+ sd), (3.25)

ãäå τ(H) �
√

log log H
log H .

(ii) Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíî óñëîâèå n = logO(1) q. Òîãäà ñïðà-

âåäëèâî

Ld(q,m, n) ≤ 3m log3(q − 1) + (1 + τ(H))
H

logH
, (3.26)

ãäå d = blog3 q +
√

log3 qc+ 3 è τ(H) � log log H
log H .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé q ≤ n/ log3 n îõâàòûâàþò ñëåäñòâèå 3.2, òåîðå-
ìû 3.1 è 3.2 (ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â îöåíêå (3.25) â ýòîì ñëó÷àå íåñóùå-
ñòâåííî). Ðàññìîòðèì îñíîâíîé ñëó÷àé q ≥ n/ log3 n.

Áàçîâûé ìåòîä. Ïóñòü 3k(t−1) ≤ q − 1 < 3kt ïðè íåêîòîðûõ k, t ∈ N.
Èñïîëüçóÿ çàïèñü â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, êàæäûé èç ýëåìåíòîâ ai,j

ìàòðèöû A ïðåäñòàâèì â âèäå

ai,j = bDi,jc
T , b =

(
1, 3k, 32k, . . . , 3(t−1)k

)
, c = (1, 3, 32, . . . , 3k−1),

ãäå Di,j � ìàòðèöà ðàçìåðà t× k íàä E3.
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Òîãäà ñïðàâåäëèâî

A = (ai,j) = BDC, B =


b 0 · · · 0

0 b · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · b

 ,

D =

D1,1 · · · D1,n

· · · · · · · · ·
Dm,1 · · · Dm,n

 , C =


cT 0 · · · 0

0 cT · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · cT

 .

Ñõåìó äëÿ ìàòðèöû A ìîæíî ïîñòðîèòü, ñîåäèíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñõåìû
äëÿ ìàòðèö C, D, B.

Åñëè âåêòîðà-ïîäìàòðèöû ìàòðèö B è C ðåàëèçóþòñÿ ñõåìàìè ëåì-
ìû 3.5, òî âèñÿ÷èå ðåáðà îáðàùåíû âíóòðü ñõåìû, è èõ ìîæíî óäàëèòü,
ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ ê ëåììå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ï. (i) âûáåðåì k = 1. Òîãäà

Ld+3(A) ≤ L′d(B) + L3(D) ≤ mL′d(b) + L3(3,mt, n),

ãäå ôóíêöèîíàë L′d îòëè÷àåòñÿ îò Ld îòñóòñòâèåì ó÷åòà âèñÿ÷èõ ðåáåð,
âåäóùèõ ê âûõîäàì. Ñîãëàñíî ëåììå 3.5 ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ ê íåé,

L′d(b) ≤ (min{t− 1, 2d− 1}+ t− 1− d)3(t−1)/d ≤ (blog3(q − 1)c+ sd)q
1/d.

Âåëè÷èíó L3(3,mt, n) îöåíèì ïðè ïîìîùè ñëåäñòâèÿ 3.1 èëè òåîðå-
ìû 3.1 â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó mt è n êàê

L3(3,mt, n) ≤ (1 + τ(H))
H

logH
+ n.

Çäåñü ñóùåñòâåííî, ÷òî t = dlog3 qe = (1 + O(1/ logH)) log3 q â ñèëó îãðà-
íè÷åíèÿ ñíèçó íà q.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ï. (ii) äîñòàòî÷íî âûáðàòü k ≤ t òàê, ÷òîáû âûïîë-
íÿëîñü óñëîâèå mt ∈ (nk)µ log±O(1)(nk) äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé µ ∈ Q.
Ñëó÷àé m = n = 1 òðèâèàëåí. Èíà÷å, ïóñòü n ≥ 2, m = nα è log3 q = nβ.
Âûáåðåì µ ∈ [α, min{1, α+β/2}]∩Q è ïîëîæèì k =

⌊
n

µ(1+β)−α
1+µ

⌋
, t =

⌈
log3 q

k

⌉
.
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Ðåàëèçóåì ìàòðèöû B è C ñõåìàìè ëåììû 3.5 (ìàêñèìàëüíîé) ñóììàðíîé
ãëóáèíû kt− 1 ≤ log3 q + k − 1, à ìàòðèöó D ðåàëèçóåì ñõåìîé ãëóáèíû 3
êàê â ï. (i). Ïî ïîñòðîåíèþ, kt ≤ log3 q + k =

(
1 +O

(
1/
√
H
))

log3 q.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå d = blog3(q − 1)c îöåíêà ï. (i) òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ

íåçíà÷èòåëüíûì óòî÷íåíèåì îöåíêè (3.3).

Ñëåäñòâèå 3.3. Ïðè óñëîâèÿõ m ≤ n, H = mn log q →∞ ñïðàâåäëèâî

L(q,m, n) ≤ 3m log3(q − 1) + (1 + τ(H))
H

logH
+ n, (3.27)

ãäå τ(H) �
√

log log H
log H , à ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè q = nO(1) îöåíêà

(3.27) äîñòèãàåòñÿ íà ñõåìàõ ãëóáèíû O(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè íàäëåæàùåì
âûáîðå d ≥ logq n+ 1.

Â ï. (ii) ìû îãðàíè÷èëèñü óêàçàíèåì òîëüêî äîñòàòî÷íî îáùåãî ñëó÷àÿ
(î÷åíü áîëüøîå q), êîãäà îöåíêà (3.26) ìîæåò áûòü äîêàçàíà ñ óëó÷øåí-
íûì îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì. Ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà è ðåçóëüòàò òåîðåìû 3.1
ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ¾ïðàâèëüíûé¿ ïîðÿäîê âåëè÷èíû τ(H) è â íåêîòîðûõ
äðóãèõ ñèòóàöèÿõ.

Â öåëîì, îöåíêà ï. (ii) ñëóæèò îáîáùåíèåì ñâîåãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ
m = n = 1, äëÿ êîòîðîãî ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí àäàïòàöèåé ìåòî-
äà À. Áðàóýðà [108] ïîñòðîåíèÿ àääèòèâíûõ öåïî÷åê ê ìîäåëè âåíòèëüíûõ
ñõåì. Ïî ñóùåñòâó, ïðèìåíÿåìàÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3 äåêîìïîçè-
öèÿ A = BDC ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ìåñòîì â ìåòîäå Áðàóýðà.

3.3 Ýêñòðåìàëüíûå ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó ëèíåéíûìè

ìåðàìè ñëîæíîñòè áóëåâûõ ìàòðèö

Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ
n × n ìàòðèö SUM-, OR- è XOR-ñëîæíîñòü ïðèìåðíî ñîâïàäàþò. Ñèòóà-
öèÿ, îäíàêî, ìîæåò èçìåíèòüñÿ, åñëè ìû ðàññìîòðèì êîíêðåòíóþ ¾íåòè-
ïè÷íóþ¿ ìàòðèöó. Áîëåå ôîðìàëüíî, ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ: íàñêîëüêî
âåëèêî ìîæåò ìîæåò áûòü îòíîøåíèå L(A)/L′(A) äëÿ n×n ìàòðèöû A, ãäå
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L, L′ ∈ {SUMd,ORd,XORd}. Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî àñèìï-
òîòè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì òàêîå îòíîøåíèå íå ìîæåò ïî ïîðÿäêó ïðåâîñõî-
äèòü n/ log n.

Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå ïîäîáíûé âîïðîñ (íåìíîãî â äðóãèõ òåðìèíàõ)
áûë ïîñòàâëåí â ðàáîòå [50] ïðè L = OR è L′ = XOR äëÿ êëàññà áóëåâûõ
ìàòðèö áåç ïðÿìîóãîëüíèêîâ (ò. å. áåç ñïëîøü åäèíè÷íûõ ïîäìàòðèö ðàç-
ìåðà 2×2). Äëÿ êîíêðåòíîé n×n ìàòðèöû A (ìàòðèöû Çèíãåðà, ñì. íèæå)
òàì áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà OR(A)/XOR(A) = n1/2−o(1), íî äîêàçàòåëüñòâî
îêàçàëîñü íåêîððåêòíûì, è âîïðîñ íå áûë çàêðûò åùå îêîëî ïîëóâåêà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îá ýêñòðåìàëüíûõ ðàñõîæäåíèÿõ ìåæäó ðàçëè÷-
íûìè ìåðàìè ñëîæíîñòè ïîëó÷åíû óæå â 21-ì âåêå. Àêòèâíàÿ ðàçðàáîòêà
òåìû îòêðûëàñü ðàáîòîé Ñ. Á. Ãàøêîâà è àâòîðà [215], â êîòîðîé ðåçóëü-
òàò [50] ïîëó÷èë êîððåêòíîå äîêàçàòåëüñòâî. Êðîìå òîãî, òàì áûëî äîêà-
çàíî îòíîøåíèå n1−o(1) äëÿ êîíêðåòíî çàäàííîé áóëåâîé n × n ìàòðèöû
(íîðì-ìàòðèöû èç ðàáîòû [152]). Èç äðóãîé ñîâìåñòíîé ðàáîòû àâòîðà ñ
Ì. È. Ãðèí÷óêîì [216] âûòåêàëà íåêîíñòðóêòèâíàÿ îöåíêà n/ log6+o(1) n äëÿ
êëàññà áóëåâûõ n× n ìàòðèö.

Â èòîãå, ðàáîòû [215, 216] ñòèìóëèðîâàëè èññëåäîâàíèÿ óêàçàííîãî êðó-
ãà âîïðîñîâ. Ïî÷òè îäíîâðåìåííî â ðàáîòàõ [128, 107] 2013 ã. ðàçíûìè
ñïîñîáàìè áûëà ïîëó÷åíà ïî÷òè îêîí÷àòåëüíàÿ îöåíêà n/ log2 n ïîðÿäêà
OR/XOR îòíîøåíèÿ, è îäíîâðåìåííî Ñ. Þêíà çàìåòèë, ÷òî ýòà æå îöåíêà
âûòåêàåò èç åãî áîëåå ðàííåãî ðåçóëüòàòà [143]. Ïðè÷åì ïîñëåäíèé ðåçóëü-
òàò ïîçâîëÿåò äîêàçàòü îòíîøåíèå n/ log2 n â ëþáîé ãëóáèíå, íà÷èíàÿ ñ
äâóõ (ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â [230]).

Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [128] âïåðâûå ïîëó÷åíà íåòðèâèàëüíàÿ îöåíêà äëÿ
SUM/OR îòíîøåíèÿ. Îíà èìåëà âåëè÷èíó ïîðÿäêà

√
n/ log n è äîêàçû-

âàëàñü íåêîíñòðóêòèâíî. Îäíàêî, ðåçóëüòàò äîïóñêàåò è êîíñòðóêòèâíûé
àíàëîã ñ âåëè÷èíîé îòíîøåíèÿ n1/2−o(1), ñì. [230]. Ìåòîä [128] íå ïîçâîëÿåò
ïîëó÷àòü ðàñòóùåå îòíîøåíèå SUM- è OR-ñëîæíîñòåé â ãëóáèíå 2. Ïðè-
ìåð n × n ìàòðèöû A ñ îòíîøåíèåì SUM2(A)/OR2(A) � log n ïîñòðîèë
Ò. Ïèíòî [174] â òîì æå 2013 ã.

×óòü ðàíüøå, Í. Êàö, îòâå÷àÿ íà âîïðîñ èç [145], ïîñòðîèë ìåòîä, ïîç-
âîëÿþùèé íåêîíñòðóêòèâíî äîêàçûâàòü âûñîêèå îöåíêè îòíîøåíèé òèïà
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ORd(A)/ORd(A). Ñàìè îöåíêè ïðèâåäåíû â [230]. Ïîçäíåå àâòîðîì ïðåäëî-
æåí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ âûñîêèõ êîíñòðóêòèâíûõ îöåíîê [238].

Â óïîìèíàâøåéñÿ âûøå ðàáîòå Ñ. Þêíû è àâòîðà [230] ïðåäïðèíÿòî ñè-
ñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå òåîðèè ñëîæíîñòè ëèíåéíûõ ñõåì, îõâàòûâàþùåå
á�îëüøóþ ÷àñòü èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, â ÷àñòíîñòè, ïîäâåäåíû ïðîìåæó-
òî÷íûå èòîãè èññëåäîâàíèé ýêñòðåìàëüíûõ ðàñõîæäåíèé. Òàêæå òàì ïðåä-
ñòàâëåíî íåñêîëüêî íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåí ïðèìåð n×n
ìàòðèöû A, äëÿ êîòîðîé XOR2-ñëîæíîñòü ñóùåñòâåííî áîëüøå OR2(A)-
ñëîæíîñòè.

Â òàáë. 4 ïðèâåäåíû ñâåäåíèÿ î ïîðÿäêàõ âåëè÷èíû íåêîíñòðóêòèâíî è
êîíñòðóêòèâíî äîêàçàííûõ ðàñõîæäåíèé ìåæäó ìåðàìè ñëîæíîñòè ëèíåé-
íûõ ñõåì (ñõåìû ñ îãðàíè÷åíèåì íà ãëóáèíó ïðåäñòàâëåíû ñõåìàìè ãëó-
áèíû 2)20. Òðèâèàëüíûå âåðõíèå îöåíêè âî âñåõ ñëó÷àÿõ èìåþò âåëè÷èíó
ïîðÿäêà n/ lnn. Íî äëÿ îòíîøåíèÿ SUM2(A)/SUM(A) íåñëîæíî ïîëó÷èòü
îöåíêó O(

√
n).

íèæíÿÿ îöåíêà
ýôôåêòèâíàÿ
íèæíÿÿ îöåíêà

OR(A)/XOR(A) n/ ln2 n [230, 128, 107] n2−Θ(
√

lnn ln lnn) [215]
OR2(A)/XOR2(A) n/ ln2 n [230]

√
n/ lnn, ôîëüêëîð

SUM(A)/OR(A)
√
n/ lnn [128]

√
n2−Θ(

√
lnn ln lnn) [230]

SUM2(A)/OR2(A) lnn [174]
XOR2(A)/OR2(A) ln ln lnn [230]
OR(A)/OR(A) n/ ln3 n [230] n2−Θ(

√
lnn ln lnn) [238]

OR2(A)/OR2(A) n/ ln3 n [230]
√
n2−Θ(ln2/3 n) [230]

OR2(A)/OR(A)
√
n/ lnn [230]

SUM(A)/SUM(A) n1/4−o(1) [147]
SUM2(A)/SUM(A)

√
n/ lnn [230]

XOR2(A)/XOR(A) n(3−ω)/2/ lnn [146] ln2 n/ ln2 lnn [132]

Òàáëèöà 4: Ýêñòðåìàëüíûå îòíîøåíèÿ òèïà L(A)/L′(A)

20Ïðèìå÷àíèå ê òàáëèöå: ω � ýêñïîíåíòà ñëîæíîñòè ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ.
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Ðåøåíèå çàäà÷ îá ýêñòðåìàëüíûõ îòíîøåíèÿõ, åñòåñòâåííî, îïèðàåòñÿ
íà ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ âûñîêèõ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè ìàòðèö. Ñåãîäíÿ
ìîæíî âûäåëèòü îêîëî äåñÿòêà ìåòîäîâ, îïåðèðóþùèõ òåìè èëè èíûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè, ëèáî ñòðóêòóðíûìè îñîáåííîñòÿìè ìàòðèö, ñì. [230].
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êðóãà çàäà÷ îñîáóþ ðîëü èãðàåò ìåòîä îöåíêè OR-
ñëîæíîñòè ìàòðèöû ÷åðåç ïîêàçàòåëü ¾ðåäêîñòè¿ � ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð
ïðÿìîóãîëüíèêîâ (ñïëîøü åäèíè÷íûõ ïîäìàòðèö) â ìàòðèöå. Ýòîò ìåòîä
áûë ïðåäëîæåí Ý. È. Íå÷èïîðóêîì [54, 57] â 1960-õ ãã. È ïîêà ýòî åäèí-
ñòâåííûé èçâåñòíûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü áëèçêèå ê êâàäðàòè÷-
íûì (ò. å. ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì) îöåíêè ñëîæíîñòè.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Íå÷èïîðóêà òðåáóåòñÿ ïîñòðîåíèå ðåäêèõ ìàò-
ðèö áîëüøîãî âåñà. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî áîëüøèíñòâî n×n ìàòðèö ÿâëÿ-
þòñÿ òàêèìè: èìåþò âåñ ïîðÿäêà n2 è íå ñîäåðæàò ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàç-
ìåðà 2 log n× 2 log n (ñì., íàïðèìåð, [145, 230]). Ãîðàçäî òðóäíåå ïîñòðîèòü
ýôôåêòèâíûé ïðèìåð. Ïåðâûé ïðèìåð ìàòðèöû, èìåþùåé OR-ñëîæíîñòü
n2−o(1), ïîñòðîèë À. Å. Àíäðååâ [2]. Íàèëó÷øèå èçâåñòíûå îöåíêè äîñòè-
ãàþòñÿ íà ¾íîðì-ìàòðèöàõ¿ èç ðàáîò ß. Êîëëàðà, Ë. Ðîíüÿè, Ò. Ñàáî è
Í. Àëîíà [152, 97]. Àâòîðîì â ðàáîòå [218] ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé
ðàñøèðÿòü êðóã ïðèìåðîâ, â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîèòü öèðêóëÿíòíûé (öèêëè-
÷åñêèé) àíàëîã íîðì-ìàòðèö. Íîâûå ïðèìåðû îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè ïðè
èññëåäîâàíèè çàäà÷ îá ýêñòðåìàëüíûõ îòíîøåíèÿõ.

Äàëåå, â �3.3.1 ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ðåäêîãî ìíîæåñòâà è ðåäêîé ìàòðè-
öû, è èçëîæåí òåõíè÷åñêèé ðåçóëüòàò [218] î ïîãðóæåíèè ìíîãîìåðíîãî
ðåäêîãî ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâî ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Â �3.3.2 ïåðå-
÷èñëåíû íåêîòîðûå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè ìàòðèö,
êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â âûâîäå ïîñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ. Â �3.3.3 ïðè-
âîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû îá ýêñòðåìàëüíûõ îòíîøåíèÿõ òèïà OR/XOR â íåêî-
òîðûõ êëàññàõ ìàòðèö, â òîé èëè èíîé ñòåïåíè èñïîëüçóþùèõ îïèñàííûé
â �3.3.1 ìåòîä. Â �3.3.4 ñòðîèòñÿ ïðèìåð ìàòðèöû ñ ðàñòóùèì îòíîøåíè-
åì XOR2/OR2. Â �3.3.5 ïðèâîäèòñÿ ýôôåêòèâíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìàò-
ðèö, OR-ñëîæíîñòü êîòîðûõ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ñëîæíîñòè äîïîë-
íèòåëüíûõ ìàòðèö.
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3.3.1 Ðåäêèå ìíîæåñòâà. Ïîãðóæåíèå ìíîãîìåðíîãî ðåäêîãî

ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâî ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè

Ðåäêèå ìíîæåñòâà è ðåäêèå ìàòðèöû

Ïîäìíîæåñòâî H ïîëóãðóïïû (G, +) íàçîâåì (k, l)-ðåäêèì, åñëè îíî
íå ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâ âèäà A ⊕ B = {a + b | a ∈ A, b ∈ B}, ãäå
|A| = k è |B| = l. Êðîìå òîãî, (k, k)-ðåäêîå ïîäìíîæåñòâî áóäåì íàçûâàòü
ñîêðàùåííî k-ðåäêèì21.

Â àáåëåâîé ãðóïïå (G, +) áåç ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2 ïîíÿòèå 2-ðåäêîãî
ìíîæåñòâà ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì ìíîæåñòâà Ñèäîíà. Íàïîìíèì, ÷òî ïîä-
ìíîæåñòâî H ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì Ñèäîíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c, d ∈ H ñïðàâåäëèâî

a+ b = c+ d ⇒ ((a = c) & (b = d)) ∨ ((a = d) & (b = c)).

Ïîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé. Ïóñòü H ⊂ G íå ÿâëÿåòñÿ 2-
ðåäêèì, ò. å. äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ a 6= b, c 6= d âûïîëíåíî a + c, a +

d, b + c, b + d ∈ H. Íî òîãäà 0 6= (b + c) − (a + c) = (b + d) − (a + d), ïðè
ýòîì b+ c 6= b+ d, çíà÷èò, H íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì Ñèäîíà.

Ïóñòü òåïåðü H íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì Ñèäîíà, ò. å. äëÿ íåêîòîðûõ
ýëåìåíòîâ a, b, c, d ∈ H âûïîëíÿåòñÿ a + b = c + d, ïðè ýòîì a 6= c, a 6= d.
Íî òîãäà {a, d}⊕ {c− a, 0} = {a, b, c, d} ⊂ H, ò. å. H íå ÿâëÿåòñÿ 2-ðåäêèì.

Ê ïîíÿòèþ ðåäêîãî ìíîæåñòâà áëèçêî áîëåå ÷àñòî óïîòðåáèìîå ïîíÿòèå
ðåäêîé ìàòðèöû (àíãë. � free matrix). Áóëåâà ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ (k, l)-
ðåäêîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò ñïëîøü åäèíè÷íûõ ïîäìàòðèö ðàçìåðà k× l.

Î÷åâèäíî, (k, l)-ðåäêîìó ìíîæåñòâó M ⊂ Zn
m ñîîòâåòñòâóåò áóëå-

âà (k, l)-ðåäêàÿ è îäíîâðåìåííî (l, k)-ðåäêàÿ ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî
ãëàâíîé äèàãîíàëè áóëåâà ìàòðèöà (µα,β) ðàçìåðàmn×mn (ñòðîêè è ñòîëá-
öû íóìåðóþòñÿ ýëåìåíòàìè Zn

m), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

µα,β = 1 ⇐⇒ α+ β ∈M.

Òàêàÿ ìàòðèöà îêàçûâàåòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå öèêëè÷åñêîé, à ïðè
n = 1 � öèðêóëÿíòíîé (ñîñòîÿùåé èç åäèíè÷íûõ öèêëè÷åñêèõ äèàãîíàëåé).

21Òåðìèí ¾ðåäêèé¿ ïðåäëîæåí â ðàáîòå [50].
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Ñ ðåäêèìè ìàòðèöàìè ñâÿçàíà èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà Ê. Çàðàíêåâè÷à. Îíà
ñòàâèò âîïðîñ: íàñêîëüêî áîëüøèì ìîæåò áûòü âåñ (k, l)-ðåäêîé áóëåâîé
ìàòðèöû ðàçìåðàm×n. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè â ñëó÷àå k, l ≥ 4 íåèçâåñòåí
äàæå ïîðÿäîê âåëè÷èíû âåñà ýêñòðåìàëüíûõ ìàòðèö.

Êîíñòðóêöèè ðåäêèõ ìàòðèö è ñâÿçàííûõ ñ íèìè ðåäêèõ ìíîæåñòâ èñ-
ïîëüçóþòñÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè âî ìíîãèõ çàäà-
÷àõ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Íåñêîëüêî òàêèõ çàäà÷ áóäóò ðàññìîòðåíû
íèæå.

Îáçîð êîíñòðóêöèé ðåäêèõ ìíîæåñòâ

Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî â àáåëåâîé ãðóïïå 2-ðåäêîå ïîäìíîæåñòâî � ýòî
òî æå ñàìîå, ÷òî ìíîæåñòâî Ñèäîíà.

Îáçîð èçâåñòíûõ êîíñòðóêöèé ìíîæåñòâ Ñèäîíà, à òàêæå îöåíîê ìîù-
íîñòè òàêèõ ìíîæåñòâ ïðèâîäèòñÿ â [166] è â ðàáîòàõ èç áèáëèîãðàôè÷åñêî-
ãî óêàçàòåëÿ ê [166]. Äëÿ íàñ âàæíî îòìåòèòü ñëåäóþùèå ôàêòû: ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà Ñèäîíà â En è â ãðóïïå Zn àñèìïòîòè÷åñêè íå ïðåâîñõîäèò

√
n.

Ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ â ïåðâîì ñëó÷àå ïðè âñåõ (äîñòàòî÷íî áîëüøèõ) n,
à âî âòîðîì � ïðè íåêîòîðûõ n. Ïåðå÷èñëèì íàèáîëåå èçâåñòíûå ïðèìåðû.

à) Ìíîæåñòâî Äæ. Çèíãåðà [198] ìîùíîñòè q + 1 â Zq2+q+1, ãäå q �
ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà, îïðåäåëÿåòñÿ êàê {0} ∪ {si | θsi/(θ + αi) ∈
GF (q), GF (q) = {α1, . . . , αq}}, ãäå θ � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò â ïîëå
GF (q3). Áîëåå ïîäðîáíî ñì. â [78].

á) Ìíîæåñòâî Ð. Áîóçà [106] ìîùíîñòè q â Zq2−1, ãäå q � ñòåïåíü ïðî-
ñòîãî ÷èñëà, îïðåäåëÿåòñÿ êàê {si | θsi = θ+αi, GF (q) = {α1, . . . , αq}}, ãäå
θ � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò â ïîëå GF (q2).

â) Ìíîæåñòâî Â. Å. Àëåêñååâà [1] ìîùíîñòè p − 1 â Zp(p−1), ãäå p �
ïðîñòîå ÷èñëî, îïðåäåëÿåòñÿ êàê {si | si ≡ i mod (p−1), si ≡ ζ i mod p},
ãäå ζ � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ GF (p).

Ëþáîé èç ïåðå÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ìíîæåñòâî Ñè-
äîíà â En ìîùíîñòè (1−o(1))

√
n. Ýòî óñòàíàâëèâàåòñÿ, âî-ïåðâûõ, òåì, ÷òî

ðåäêîå ïîäìíîæåñòâî â ZQ òåì áîëåå ÿâëÿåòñÿ ðåäêèì â EQ (â ñìûñëå åñòå-
ñòâåííîãî âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ãîìîìîðôèçìà èç EQ â ZQ). Âî-âòîðûõ,
åñëè QR(m) � áëèæàéøåå ñíèçó ê m ÷èñëî âèäà R(p), ãäå R � (ôèêñèðî-
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âàííûé) ìíîãî÷ëåí, à p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî, êàê èçâåñòíî, QR(m) ∼ m ïðè
m → ∞ (ýòî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ î ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ
÷èñåë, ñì., íàïðèìåð, [190]).

Íåñêîëüêî èçâåñòíûõ ïðèìåðîâ ìíîãîìåðíûõ ðåäêèõ ìíîæåñòâ ïðèâî-
äÿòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå èç [218]. Ïóñòü N = N ∪ {0}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
ψn ñëåäóþùåå (äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííîå) îòîáðàæåíèå èç GF (2n) â Nn (÷å-
ðåç GF (q) îáîçíà÷àåòñÿ ïîëå Ãàëóà ïîðÿäêà q). Ïóñòü èñïîëüçóåòñÿ ïðåä-
ñòàâëåíèå ïîëÿ GF (2n) êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n íàä
GF (2). Òîãäà ψn ïåðåâîäèò âåêòîðà íàä GF (2) â âåêòîðà íàä N , ïðè ýòîì
åäèíè÷íûå êîìïîíåíòû � â åäèíèöû, íóëåâûå êîìïîíåíòû � â íóëè.

Òåîðåìà 3.4.

(i.a) Â ãðóïïå (GF (q)2, +), ãäå q � íå÷åòíî, ïàðàáîëà {(x, x2) | x ∈
GF (q)} ÿâëÿåòñÿ 2-ðåäêèì ïîäìíîæåñòâîì ìîùíîñòè q.

(i.b) Â ïîëóãðóïïå (N 2n, +) ¾êóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà¿ {(ψn(x), ψn(x
3)) |

x ∈ GF (2n)} ÿâëÿåòñÿ 2-ðåäêèì ïîäìíîæåñòâîì ìîùíîñòè 2n.

(ii.a) Â ãðóïïå (GF (q)3, +), ãäå q � íå÷åòíî, ñôåðà {(x, y, z) | x2 +y2 +

z2 = γ}, ãäå −γ � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò â GF (q), ÿâëÿåòñÿ 3-ðåäêèì

ïîäìíîæåñòâîì ìîùíîñòè q2 − q.

(ii.b) Â ãðóïïå (GF (q)3, +), ãäå q = 22k+1, ïîâåðõíîñòü {(x, y, z) | x3 +

y7 + z15 = 1} ÿâëÿåòñÿ (47, 315)-ðåäêèì ïîäìíîæåñòâîì ìîùíîñòè q2.

(iii) Â ãðóïïå (GF (qt), +) ìíîæåñòâî

{
x

∣∣∣∣x qt−1
q−1 = 1

}
ýëåìåíòîâ åäè-

íè÷íîé íîðìû ÿâëÿåòñÿ (t, t! + 1)-ðåäêèì ïîäìíîæåñòâîì ìîùíîñòè

(qt − 1)/(q − 1).

Ïðèìåð èç ï. (i.a), âåðîÿòíî, ÿâëÿåòñÿ ôîëüêëîðíûì.
Ïðèìåð èç ï. (i.b) ïðåäëîæåí Á. Ëèíäñòð�åìîì â [158].
Óòâåðæäåíèå ï. (ii.a) ôàêòè÷åñêè äîêàçàíî Ó. Áðàóíîì â [112] äëÿ ñëó-

÷àÿ ïðîñòîãî ÷èñëà q. Áîëåå òî÷íî, îí äîêàçàë, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ òðåõ
ðàçëè÷íûõ ñôåð S(a, b, c) = {(x, y, z) | (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = γ}
ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç äâóõ òî÷åê. Ðàññóæäåíèå ïðîõîäèò è â îáùåì ñëó-
÷àå.

Ïðèìåð èç ï. (ii.b) ïðåäëîæåí Ñ. Á. Ãàøêîâûì â [6].
Óòâåðæäåíèå ï. (iii) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòà ðàáîòû
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ß. Êîëëàðà, Ë. Ðîíüÿè, Ò. Ñàáî [152], â êîòîðîé ïîêàçàíî, ÷òî ëþáûå t

ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ N(a) =

{
x

∣∣∣∣(x− a)
qt−1
q−1 = 1

}
ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå,

÷åì ïî t! òî÷êàì; íàîáîðîò, ëþáûå t! + 1 òàêèõ ìíîæåñòâ èìåþò íå áîëåå
t− 1 îáùèõ òî÷åê.

Òåîðåìà 3.4 äîñòàâëÿåò ïðèìåðû ðåäêèõ ìíîæåñòâ áîëüøîé ìîùíîñòè
â ìíîãîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Èçëàãàåìûé äàëåå ñïîñîá [218]
ïîçâîëÿåò òàêèå ìíîæåñòâà òðàíñôîðìèðîâàòü â ÷èñëîâûå (¾îäíîìåðíûå¿)
ðåäêèå ìíîæåñòâà.

Òðàíñôîðìàöèÿ ðåäêèõ ìíîæåñòâ

Ëåììà 3.6. Îáîçíà÷èì Nq,t =
{∑t−1

i=0 ai(2q − 1)i
∣∣∣ ai ∈ Eq

}
. Ïóñòü A,B ⊂

N è A⊕B ⊂ Nq,t. Òîãäà ñóùåñòâóþò âçàèìíî îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

ξA : A → Nq,t è ξB : B → Nq,t òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a ∈ A, b ∈ B

âûïîëíÿåòñÿ a+ b = ξA(a) + ξB(b).

Ñîäåðæàòåëüíî ëåììà îçíà÷àåò, ÷òî åñëè â çàïèñè ýëåìåíòîâ ñóììû
Ìèíêîâñêîãî A ⊕ B äâóõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ A,B â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ
îñíîâàíèåì 2q− 1 ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ¾öèôðû¿ îò 0 äî q− 1, òî ýëåìåí-
òû ñàìèõ ìíîæåñòâ ìîæíî âèäîèçìåíèòü òàê, ÷òî èõ çàïèñü â óêàçàííîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ òàêæå áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî öèôðû îò 0 äî q − 1, à
ïîïàðíûå ñóììû ïðè ýòîì íå èçìåíÿòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî t. Åñëè t = 1,
òî íåèçáåæíî A,B ⊂ Eq, ïîýòîìó â êà÷åñòâå ξA è ξB ìîæíî âçÿòü òîæ-
äåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâó èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà ïðåäïî-
øëåì âñïîìîãàòåëüíîå ðàññóæäåíèå.

Â êîëüöå âû÷åòîâ Zm = {0, . . . ,m− 1} ââåäåì ïîíÿòèå îòðåçêà

[a, b], îïðåäåëÿåìîå ïðè a ≤ b êàê {a, a+ 1, . . . , b}, à ïðè a > b êàê
{a, . . . ,m− 1, 0, . . . , b}. Äëèíó îòðåçêà îïðåäåëèì êàê |[a, b]|−1, ò. å. â ïåð-
âîì ñëó÷àå êàê b−a, à âî âòîðîì � êàê b+m−a. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà
M ⊂ Zm íàéäåòñÿ îòðåçîê ìèíèìàëüíîé äëèíû (âîçìîæíî, íå îäèí), ñîäåð-
æàùèé M . ßñíî, ÷òî îáà êîíöà òàêîãî îòðåçêà äîëæíû ïðèíàäëåæàòü M .
Äëèíó ìèíèìàëüíîãî îòðåçêà, ñîäåðæàùåãî M , íàçîâåì äèàìåòðîì M è
îáîçíà÷èì d(M). Çàìåòèì, ÷òî åñëè d(M) ≤ (m − 1)/2, òî ìèíèìàëüíûé
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îòðåçîê äëÿ M îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî è îí ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì ñîäåðæà-
ùåì M îòðåçêå äëèíû íå áîëåå (m− 1)/2. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

max{d(M1), d(M2)} ≤ d(M1 ⊕M2) ≤ min{d(M1) + d(M2), m− 1}.

Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Åñëè d(M1 ⊕M2) ≤ (m − 1)/2, òî
d(M1⊕M2) = d(M1) + d(M2). Ïðè ýòîì åñëè [a, b] è [c, d] � îòðåçêè ìèíè-
ìàëüíîé äëèíû äëÿ ìíîæåñòâ M1 è M2 ñîîòâåòñòâåííî, òî äëÿ ìíîæåñòâà
M1 ⊕M2 ìèíèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê

ρ = [(a+ c) mod m, (b+ d) mod m]

(íàïîìíèì, ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ îãðàíè÷åíèÿõ âñå ìèíèìàëüíûå îòðåçêè
îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî).

Ñëó÷àé, êîãäà îäíî èç ìíîæåñòâ èìååò íóëåâîé äèàìåòð, ÿâëÿåòñÿ òðè-
âèàëüíûì, ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 <

d(M1) ≤ d(M2). Â ñèëó òîãî, ÷òî d(M2) ≤ (m−1)/2, îòðåçîê ρ èìååò äëèíó
d(M1) + d(M2) è ñîäåðæèò ìíîæåñòâî M1 ⊕M2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò
îòðåçîê íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì äëÿ M1 ⊕M2. Ïîñêîëüêó âñå âû÷åòû

(a+ c) mod m, (b+ c) mod m, (a+ d) mod m, (b+ d) mod m

ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó M1 ⊕M2, òî ëþáîé îòðåçîê, ñîäåðæàùèé äàííîå
ìíîæåñòâî, ñîäåðæèò ïðè d(M2) > d(M1) îäèí èç îòðåçêîâ

ρ = [(a+ c) mod m, (b+ d) mod m], [(b+ c) mod m, (a+ c) mod m],

[(a+ d) mod m, (b+ c) mod m], [(b+ d) mod m, (a+ d) mod m],

à ïðè d(M1) = d(M2) � îäèí èç ïåðå÷èñëåííûõ îòðåçêîâ, íå ñ÷èòàÿ òðå-
òüåãî.

Âòîðîé è ÷åòâåðòûé îòðåçîê èìåþò äëèíó m − d(M1) > (m − 1)/2, à
òðåòèé îòðåçîê ïðè d(M2) > d(M1) èìååò äëèíó m − (d(M2) − d(M1)) >

(m − 1)/2. Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíûé îòðåçîê äëÿ M1 ⊕ M2 äîëæåí
ñîäåðæàòü îòðåçîê ρ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà ëåììû. Ïóñòü
t ≥ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî ïðè ïîäñòà-
íîâêå t − 1 âìåñòî t. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ¾ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ¿ A0 =
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{
a mod (2q − 1)

∣∣∣ a ∈ A} è àíàëîãè÷íî � ìíîæåñòâî B0. Ïî óñëîâèþ ëåì-
ìû â êîëüöå âû÷åòîâ Z2q−1 ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå A0 ⊕ B0 ⊂ [0, q − 1].
Ïóñòü ρA = [lA, rA] è ρB = [lB, rB] � ìèíèìàëüíûå îòðåçêè äëÿ A0 è B0

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïî äîêàçàííîìó âûøå îòðåçîê

ρ = [(lA + lB) mod (2q − 1), (rA + rB) mod (2q − 1)]

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì äëÿ A0 ⊕ B0. ßñíî, ÷òî ρ ⊂ [0, q − 1] (ïîñêîëüêó
ëþáîé ñîäåðæàùèé íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Zm îòðåçîê äëèíû íå áîëåå
(m−1)/2 ñîäåðæèò òàêæå ìèíèìàëüíûé îòðåçîê äëÿ ýòîãî ïîäìíîæåñòâà).

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî åñëè lA = 0 èëè lB = 0, òî rA, rB ≤ q − 1. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð, lA = 0. Òîãäà lB ≤ q − 1 è rA ≤ q − 1. Åñëè
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî rB ≥ q, òî â ñëó÷àå lB ≤ rA ïîëó÷àåì

d(A0 ⊕B0) = (rA − lA) + (rB − lB) ≥ rB ≥ q

(ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì d(A0⊕B0) ≤ q−1), à â ñëó÷àå lB ≥ rA ïîëó÷àåì

q ≤ rA + rB = (lA + lB) + d(A0 ⊕B0) ≤ lB + q − 1 ≤ 2q − 2

(ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì ρ ⊂ [0, q − 1]). Ïîýòîìó rB ≤ q − 1.
Äàëåå çàìåòèì, ÷òî åñëè 0 ∈ (ρA ∩ ρB), òî 0 ∈ ρ, ñëåäîâàòåëüíî lA =

lB = 0. Ïîýòîìó åñëè lA 6= 0 è lB 6= 0, òî 0 /∈ (ρA ∩ ρB), äðóãèìè ñëîâàìè,
ëèáî 0 < lA ≤ rA, ëèáî 0 < lB ≤ rB.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîì ñëó÷àå âûïîëíåíî ëèáî lA ≤ rA, ëèáî lB ≤ rB.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî ïåðâîå íåðàâåí-
ñòâî � îíî îçíà÷àåò, ÷òî ∀a∈A(a ≥ lA). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ ξ′A è ξ′B
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ξ′A(a) = a− lA, ξ′B(b) = b+ lA.

ßñíî, ÷òî ξ′A(a) + ξ′B(b) = a + b. Â ñèëó lξ′A(A) = 0 èìååì òàêæå 0 ≤
lξ′B(B), rξ′A(A), rξ′B(B) ≤ q − 1 (ãäå lξ′A(A) è rξ′A(A) îïðåäåëÿþòñÿ ïî àíàëîãèè ñ
lA è rA). Êàê ñëåäñòâèå, èìååò ìåñòî ξ′A(A), ξ′B(B) ⊂ (2q − 1)N ⊕ Eq, ÷òî
çíà÷èò: ýëåìåíò a ëþáîãî èç ìíîæåñòâ ξ′A(A), ξ′B(B) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
a = (2q − 1)a′ + a′′, ãäå a′′ ∈ Eq, a′ ∈ N . Îïðåäåëèì íîâûå ìíîæåñòâà

A′ = {a′ | a = (2q − 1)a′ + a′′ ∈ ξ′A(A), a′′ ∈ Eq},
B′ = {b′ | b = (2q − 1)b′ + b′′ ∈ ξ′B(B), b′′ ∈ Eq}.
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Äëÿ ëþáûõ a′ ∈ A′ è b′ ∈ B′ âûïîëíåíî a′ + b′ = b(a+ b)/(2q − 1)c ïðè
íåêîòîðûõ a ∈ ξ′A(A) è b ∈ ξ′B(B), ïîòîìó ÷òî 0 ≤ a′′ + b′′ ≤ 2q − 2, ãäå
a′′ = a mod (2q−1) è b′′ = b mod (2q−1), è ïåðåíîñîâ èç ìëàäøåãî ðàçðÿäà
(â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì 2q − 1) íå âîçíèêàåò. Ïîýòîìó A′ ⊕
B′ ⊂ Nq,t−1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóþò
âçàèìíî îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ ξ′′A : A′ → Nq,t−1 è ξ′′B : B′ → Nq,t−1,
ñîõðàíÿþùèå ñóììû.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëîæèì ξA(a) = (2q − 1)ξ′′A(a′) + a′′, ãäå ξ′A(a) = (2q −
1)a′+a′′, a′′ ∈ Eq, è àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ξB(b). Ïî ïîñòðîåíèþ, îòîáðàæå-
íèå ξA (àíàëîãè÷íî ξB) ñîñòîèò â ïðèáàâëåíèè (âû÷èòàíèè) íåêîòîðîé öå-
ëîé êîíñòàíòû, ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.

Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå ëåììû îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè ñóì-
ìó ïî ñòåïåíÿì 2q − 1 â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà Nq,t çàìåíèòü ñóììîé ïî
ñòåïåíÿì ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà Q ≥ 2q − 1.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ψq,s,t èç Est
q â Es

(2q−1)t, ïåðåâîäÿùåå âåêòîð
(a0, . . . , ast−1) â âåêòîð(

t−1∑
i=0

ai(2q − 1)i,

t−1∑
i=0

at+i(2q − 1)i, . . . ,

t−1∑
i=0

a(s−1)t+i(2q − 1)i

)
. (3.28)

Òåîðåìà 3.5. Åñëè ïîäìíîæåñòâîM ⊂ Est
q ïîëóãðóïïû (N st, +) ÿâëÿåò-

ñÿ (k, l)-ðåäêèì, òî ïîäìíîæåñòâî ψq,s,t(M) ïîëóãðóïïû (N s, +) òàêæå

ÿâëÿåòñÿ (k, l)-ðåäêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç pri(A) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî i-õ êîìïîíåíò
ìíîæåñòâà A ⊂ N s, à èìåííî pri(A) = {ai | (a0, . . . , as−1) ∈ A}. Îïåðàòîð
pri îáëàäàåò î÷åâèäíûì ñâîéñòâîì: pri(A⊕B) = pri(A)⊕ pri(B).

Ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ψq,s,t ñîõðàíÿåò ðåäêîñòü ìíîæåñòâà. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 3.6, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ A,B ⊂ N s

âåðíî, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊕ B ñîäåðæèòñÿ â ψq,s,t(M), òî äëÿ êàæäîãî i =

1, . . . , s íàéäåòñÿ ïàðà âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ξi,A : pri(A) →
Nq,t è ξi,B : pri(B) → Nq,t, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ξi,A(a) + ξi,B(b) = a + b

(ãäå Nq,t � èç ëåììû 3.6). Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð-îòîáðàæåíèÿ ξA =

(ξ0,A, . . . , ξs−1,A) è ξB = (ξ0,B, . . . , ξs−1,B) âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþò
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ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî A è ìíîæåñòâî B â N s
q,t = ψq,s,t(E

st
q ) è òàêæå

îáëàäàþò ñâîéñòâîì ξA(a) + ξB(b) = a+ b.
Òåïåðü, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå ψ−1

q,s,t ñîõðàíÿåò ñóììû è ÿâëÿåòñÿ âçà-
èìíî îäíîçíà÷íûì, ïîëó÷àåì, ÷òî ψ−1

q,s,t(ξA(A)) ⊕ ψ−1
q,s,t(ξB(B)) ⊂ M è ïðè

ýòîì |ψ−1
q,s,t(ξA(A))| = |ξA(A)| = |A|, |ψ−1

q,t (ξB(B))| = |ξB(B)| = |B|.

Ñëåäñòâèÿ

Òåîðåìà 3.5 ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü ðåäêèå ìíîæåñòâà [152] (ñì. ï.
(iii) òåîðåìû 3.4) â k-ðåäêèå ïîäìíîæåñòâà ìîùíîñòè n1−o(1) â öèêëè÷åñêîé
ãðóïïå Zn ïðè ìåäëåííî ðàñòóùåì k è, êàê ñëåäñòâèå, ïðåäúÿâèòü k-ðåäêèå
öèðêóëÿíòíûå ìàòðèöû âåñà n2−o(1). Áîëåå òî÷íî, èç ï. (iii) òåîðåìû 3.4 (ñ
âûáîðîì ïðîñòîãî ÷èñëà â êà÷åñòâå q) è òåîðåìû 3.5 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.4. Ïðè ëþáîì n ìîæíî ýôôåêòèâíî22 óêàçàòü (k, l)-ðåäêóþ

öèðêóëÿíòíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n è âåñà αn2, ãäå k = O
(√

log n
log log n

)
,

l, α−1 ∈ 2O(
√

log n log log n).

Ïîìèìî ýòîãî, óêàçàííûé ïðèìåð ðåäêîãî ìíîæåñòâà äàåò íàèáîëåå
ñèëüíóþ ôîðìó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà [218]: ïðèìåð ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n
îò îäíîé ïåðåìåííîé ñ êîýôôèöèåíòàìè 0, 1, èìåþùåãî àääèòèâíóþ ñëîæ-
íîñòü n1−o(1) è ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñëîæíîñòü n1/2−o(1) ïðè ðåàëèçàöèè ñõå-
ìàìè â ìîíîòîííîì àðèôìåòè÷åñêîì áàçèñå {×,+}.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåðû ðåäêèõ ìàòðèö èç ðàáîò [2, 97] íå ñâîäÿòñÿ ê
êîíñòðóêöèÿì ðåäêèõ ìíîæåñòâ.

3.3.2 Èçâåñòíûå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè

Ìåòîä Íå÷èïîðóêà

Ìåòîä ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê, ýêñïëóàòèðóþùèé ñâîéñòâî ðåäêîñòè
ìàòðèöû, áûë ïðåäëîæåí Ý. È. Íå÷èïîðóêîì â 1960-õ ãã.

Òåîðåìà 3.6 (Íå÷èïîðóê [54, 57]). Äëÿ (k+1, l+1)-ðåäêîé ìàòðèöû A

OR(A) ≥ |A|
k · l

, OR2(A) ≥ |A|
max{k, l}

.

22Ìàòðèöà ñ÷èòàåòñÿ ýôôåêòèâíîé, åñëè åå ýëåìåíòû âûðàæàþòñÿ áóëåâîé ôóíêöèåé îò (äâîè÷íîé
çàïèñè) ñâîèõ êîîðäèíàò, ðåàëèçóåìîé ñõåìîé ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè.
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ 2-ðåäêîé ìàòðèöû A òåîðåìà äàåò òî÷íîå çíà÷åíèå
ñëîæíîñòè OR(A) = OR1(A) = |A|.

Íåêîòîðîå âðåìÿ ýòîò ðåçóëüòàò îñòàâàëñÿ íåçàìå÷åííûì23, à çàòåì
áûë íåçàâèñèìî è ïî÷òè îäíîâðåìåííî ïåðåîòêðûò Ê. Ìåëüõîðíîì [163],
Í. Ïèïïåíäæåðîì [177] è È. Âåãåíåðîì [208].

Ïåðâûé ïðèìåð ìàòðèöû ñ ïî÷òè êâàäðàòè÷íîé íèæíåé îöåíêîé ñëîæ-
íîñòè ïîñòðîèë À. Å. Àíäðååâ [2]. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü, ðåêîðäíàÿ îöåíêà
äëÿ êîíêðåòíî çàäàííûõ ìàòðèö èìååò âèä n2 · 2−Θ(

√
log n log log n): îíà äîñòè-

ãàåòñÿ íà íîðì-ìàòðèöàõ èç ðàáîòû [152].
Îáå îöåíêè òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìûìè [230], â

òîì ÷èñëå ïðè ðàñòóùèõ k è l. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ìàòðèöó24 A = M⊗J , ãäåM � 2-ðåäêàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m×m áîëüøîãî
âåñà, à J � ñïëîøü åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà k × k (ïî ïîñòðîåíèþ,
ìàòðèöà M ⊗ J ÿâëÿåòñÿ (k + 1)-ðåäêîé):

OR(A) = |A|/k2 +O(mk), OR2(A) = |A|/k +O(mk).

Îöåíêè ÷åðåç óñòîé÷èâîñòü

Óñòîé÷èâîñòü ìàòðèöû A íàä ïîëåì F îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ
RA (r), ðàâíàÿ ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, êîòîðîå íåîáõî-
äèìî èçìåíèòü äëÿ òîãî, ÷òîáû óìåíüøèòü ðàíã ìàòðèöû äî ≤ r. Â èíòå-
ðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå ïîëÿ F = GF (2) îïðåäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü êàê

RA (r) = min{|B| : rkA⊕B ≤ r}.

Íåñêîëüêî ñïîñîáîâ âûâîäà íèæíèõ îöåíîê XOR-ñëîæíîñòè ÷åðåç îöåí-
êó óñòîé÷èâîñòè ïðåäëîæåíî â ðàáîòàõ Ë. Âýëüÿíòà [206] (â êîòîðîé è ââå-
äåíî ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè) è Ï. Ïóäëàêà [183]. Ïðèìåíåíèå ýòèõ ìåòîäîâ
îñëîæíÿåòñÿ îòñóòñòâèåì äîñòàòî÷íî âûñîêèõ íèæíèõ îöåíîê óñòîé÷èâî-
ñòè. Íåòðèâèàëüíûå îöåíêè ñëîæíîñòè â ãëóáèíå 2 ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü
ñëåäóþùèé ñïîñîá.

23Êðîìå òðèâèàëüíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ k = l = 1, êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ ïîçäíåå â ðàáîòàõ Ìèòÿ-
ãèíà è Ñàäîâñêîãî [50] è Íå÷èïîðóêà [58].

24×åðåç M ⊗ J îáîçíà÷àåòñÿ êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö M è J .
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Òåîðåìà 3.7 (Ïóäëàê [183]). Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðà n × n, f :

N → R+ � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, 1 ≤ a ≤ b ≤ n. Åñëè

RA (r) ≥ f(n)2

r

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ a ≤ r ≤ b, òî

XOR2(A) ≥ 2f(n) ln
b

a
.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèòñÿ òàêæå â [230].
Êàê ïðèìåð ïðèëîæåíèÿ ìåòîäà, ìîæíî ïðèâåñòè ïîëíóþ òðåóãîëüíóþ

ìàòðèöó T = Tn. Â ðàáîòå Ï. Ïóäëàêà è Ç. Âàâðèíà [186] íàéäåíî òî÷íîå
çíà÷åíèå óñòîé÷èâîñòè RT (r) ≥ (1 − o(1))n2/4r. Êàê ñëåäñòâèå, èç òåî-
ðåìû 3.7 âûòåêàåò òî÷íàÿ ïî ïîðÿäêó îöåíêà XOR2(T ) ≥ (1 − o(1))n lnn.

Ðåêîðäíûå îöåíêè ñëîæíîñòè XOR2(A) � n log3/2 n ýòèì ìåòîäîì ïîëó÷åíû
äëÿ ¾õîðîøèõ¿ êîäîâûõ ìàòðèö, ñì. [184]. Îäíàêî â ðàáîòå [132] äëÿ ýòî-
ãî æå êëàññà ìàòðèö äðóãèì ñïîñîáîì äîêàçàíà íåóëó÷øàåìàÿ ïî ïîðÿäêó
îöåíêà XOR2(A) = Ω(n(lnn/ ln lnn)2).

3.3.3 Îöåíêè OR/XOR îòíîøåíèé â íåêîòîðûõ êëàññàõ ìàòðèö

Ìàòðèöû áåç ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Ìàòðèöåé áåç ïðÿìîóãîëüíèêîâ íàçûâàåòñÿ 2-ðåäêàÿ ìàòðèöà. Ñîãëàñ-
íî òåîðåìå 3.6, OR-ñëîæíîñòü ìàòðèöû áåç ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñîâïàäàåò ñ åå
âåñîì. Â ðàáîòå Á. Ñ. Ìèòÿãèíà è Á. Í. Ñàäîâñêîãî [50] ôàêòè÷åñêè ïîñòàâ-
ëåí âîïðîñ, ìîæåò ëè òàêàÿ ìàòðèöà âû÷èñëÿòüñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ïðî-
ñòûìè XOR-ñõåìàìè. Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìèçàöèÿ îòíîøåíèÿ OR/XOR

ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïðèìåðà ëåãêî âû÷èñëÿåìîé XOR-ñõåìàìè ìàòðèöû
âîçìîæíî áîëüøåãî âåñà.

Â ðàáîòå [50] áûëà ðàññìîòðåíà ìàòðèöà Çèíãåðà: öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðè-
öà, ïîðîæäàåìàÿ 2-ðåäêèì ìíîæåñòâîì Çèíãåðà [198]. Èçâåñòíî, ÷òî ìàò-
ðèöà, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå ìíîæåñòâà Çèíãåðà, ôàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ
ìàòðèöåé, ñòðîêè êîòîðîé ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíê-
öèè ïðÿìûõ êîíå÷íîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïîðÿäêà q. Òîò ôàêò, ÷òî
ìàòðèöà íå ñîäåðæèò ïðÿìîóãîëüíèêîâ, âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ëþáûå äâå
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ïðÿìûå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â îäíîé òî÷êå. Ìàòðè-
öà Çèíãåðà, êàê ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, èìååò ýêñòðåìàëüíî áîëüøîé âåñ ñðåäè
âñåõ (n, n)-ìàòðèö áåç ïðÿìîóãîëüíèêîâ, àñèìïòîòè÷åñêè n3/2.

Õîòÿ â [50] áûëî âûñêàçàíî âåðíîå ñîîáðàæåíèå î âîçìîæíîñòè ïðî-
ñòîé ðåàëèçàöèè öèðêóëÿíòíûõ ìàòðèö ïðè ïîìîùè áûñòðûõ àëãîðèòìîâ
óìíîæåíèÿ, äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà îêàçàëîñü íåâåðíûì, êàê
çàìåòèë Ý. È. Íå÷èïîðóê â ñâîåé ðåöåíçèè [56] (ïîäðîáíåå ñì. â [215]). Â
èòîãå, ðåçóëüòàò [50] îñòàâàëñÿ íåïîäòâåðæäåííûì, ïîêà àâòîðîì ñîâìåñò-
íî ñ Ñ. Á. Ãàøêîâûì íå áûëî îïóáëèêîâàíî êîððåêòíîå äîêàçàòåëüñòâî
â [215]. Îíî î÷åíü ïðîñòîå.

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [101]), ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ öèð-
êóëÿíòíîé (n, n)-ìàòðèöåé A åñòü öèêëè÷åñêàÿ ñâåðòêà ñ âåêòîðîì, îáðà-
çîâàííûì êîýôôèöèåíòàìè ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû. Ïîýòîìó äëÿ XOR-
ñëîæíîñòè ìàòðèöû ñïðàâåäëèâà îöåíêà

XOR(A) = O(M(n)), (3.29)

ãäå M(n) � ÷èñëî áèòîâûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ â áèëèíåéíîì àëãî-
ðèòìå óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä GF (2) (áèëèíåéíûé àëãîðèòì ïðè
ôèêñàöèè îäíîãî èç ñîìíîæèòåëåé ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâà-
íèåì êîýôôèöèåíòîâ âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ). Ðåêîðäíàÿ íà ñåãîäíÿøíèé
äåíü îöåíêà ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ äâîè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñîñòàâëÿåò
O
(
n log n · 2O(log∗ n)

)
[139]. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 3.5 ([215]). Ìàêñèìóì îòíîøåíèÿ λ(n) = OR(A)/XOR(A) ïî

âñåì áóëåâûì (n, n)-ìàòðèöàì áåç ïðÿìîóãîëüíèêîâ çàêëþ÷åí â ïðåäåëàõ:

√
n/ log1+o(1) n � λ(n) �

√
n,

ïðè÷åì íèæíÿÿ îöåíêà äîêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî.

Â ðàáîòå [215] ïðèâåäåí åùå îäèí ïðèìåð, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ òà-
êàÿ æå ïî ïîðÿäêó íèæíÿÿ îöåíêà � ìàòðèöà èíöèäåíöèé òî÷åê è ïðÿ-
ìûõ êîíå÷íîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íàäGF (p), ïðåäëîæåííàÿ Ò. Êîâàðè,
Â. Øîø è Ï. Òóðàíîì â ðàáîòå [154]. Ýòà ìàòðèöà òàêæå èñïîëüçîâàëàñü
â ðàáîòå Íå÷èïîðóêà [58]. Îíà ÿâëÿåòñÿ ïîäìàòðèöåé ìàòðèöû Çèíãåðà, è
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àñèìïòîòè÷åñêè íàñòîëüêî æå ïëîòíàÿ, êàê ïîñëåäíÿÿ. Â ðàáîòå [215] ïî-
êàçàíî, ÷òî ýòà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå ïîðÿäêà p íàä êîëüöîì GF (2)[x]/(xp +1) è, êàê ñëåäñòâèå, äîïóñêà-
åò âû÷èñëåíèå XOR-ñõåìàìè ñëîæíîñòè O(M(n)).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ðåàëèçàöèè ñõåìàìè ãëóáèíû 3 èç äâóõâõîäî-
âûõ ýëåìåíòîâ ïðèìåðû 2-ðåäêèõ ìàòðèö ñ ñóùåñòâåííûì ðàñõîæäåíèåì
OR- è XOR-ñëîæíîñòè ïîñòðîåíû Ñ. Á. Ãàøêîâûì â êóðñîâîé ðàáîòå 1973 ã.
è Ê. À. Çûêîâûì [17] (ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå îòíîøåíèå ñëîæíîñòåé íå ìî-
æåò ïðåâîñõîäèòü êîíñòàíòó).

Öèðêóëÿíòíûå ìàòðèöû

Îöåíêà (3.29) óêàçûâàåò øèðîêèé êëàññ ìàòðèö, ïðîñòî ðåàëèçóåìûõ
XOR-ñõåìàìè � öèðêóëÿíòíûå ìàòðèöû. Åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü âîïðîñ,
íàñêîëüêî ñëîæíûì ýòîò êëàññ ÿâëÿåòñÿ äëÿ OR-ñõåì.

Ýòîò âîïðîñ èçó÷àë Ì. È. Ãðèí÷óê â ðàáîòå [12]. Ñ èñïîëüçîâàíèåì
âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäà îí äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå k-ðåäêèõ öèðêóëÿíòíûõ
n × n ìàòðèö âåñà Ω

(
k−4n2−

√
3/k
)
è ïîëó÷èë ñëåäñòâèÿ äëÿ OR- è OR2-

ñëîæíîñòè. Íàèáîëüøèå îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ ïðè âûáîðå k � log2 n: ñîîò-
âåòñòâåííî n2 log−12 n è n2 log−10 n ïî ïîðÿäêó. Áîëåå ñëàáûå, íî òîæå ïî÷òè
êâàäðàòè÷íûå îöåíêè äëÿ ýòîé çàäà÷è áûëè ïîçäíåå ïîëó÷åíû â [204].

Àâòîðîì áûëî ïðåäëîæåíî óòî÷íåíèå ðåçóëüòàòà [12], îïóáëèêîâàííîå â
ñîâìåñòíîé ðàáîòå [216]. Óòî÷íåíèå ñîñòîÿëî â ïðèìåíåíèè áîëåå àêêóðàò-
íîé îöåíêè ìîùíîñòè ñóììû äâóõ ìíîæåñòâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå â
äîêàçàòåëüñòâå [12]. Â ðåçóëüòàòå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñóùåñòâóþò (k, l)-
ðåäêèå öèðêóëÿíòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñ âåñîì Ω

(
k+l
k2l2 · n

2−k+l+2
kl

)
. Äëÿ

ñðàâíåíèÿ, êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò Ýðä�åøà�Ñïåíñåðà [93] äàåò ëèøü ÷óòü-
÷óòü ëó÷øóþ îöåíêó Ωk,l

(
n2−k+l−2

kl−1

)
â êëàññå âñåõ (k, l)-ðåäêèõ ìàòðèö.

Ïðè âûáîðå k = l � log n ñîãëàñíî òåîðåìå 3.6 óñòàíàâëèâàåì ñóùåñòâî-
âàíèå öèðêóëÿíòíûõ ìàòðèö OR2-ñëîæíîñòè Ω(n2 log−4 n) è OR-ñëîæíîñòè
Ω(n2 log−5 n).

Â ðàáîòå [216] òàêæå áûëî çàìå÷åíî, ÷òî îöåíêà OR-ñëîæíîñòè êëàñ-
ñà öèðêóëÿíòíûõ ìàòðèö âëå÷åò îöåíêó ìîíîòîííîé ñëîæíîñòè ôóíêöèè
áóëåâîé ñâåðòêè, à åñëè áîëåå òî÷íî, òî îöåíêó ÷èñëà äèçúþíêòîðîâ â âû-
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÷èñëÿþùåé ñâåðòêó ìîíîòîííîé ñõåìå.
Áóëåâà ñâåðòêà ïîðÿäêà N � ýòî ôóíêöèÿ

UN(x0, . . . , xN−1, y0, . . . , yN−1) = (u0, . . . , u2N−2), uk =
∨

i+j=k

xiyj.

Öèêëè÷åñêàÿ áóëåâà ñâåðòêà ïîðÿäêà N îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ZN(x0, . . . , xN−1, y0, . . . , yN−1) = (z0, . . . , zN−1), zk =
∨

i+j≡k mod N

xiyj.

Î÷åâèäíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ñâåðòêè íàä ìîíîòîííûì áàçèñîì
BM = {∨, ∧} êâàäðàòè÷íà. Íàèëó÷øèå íèæíèå îöåíêè ÷èñëà êîíúþíêòî-
ðîâ ïðèíàäëåæàò Í. Áëþìó: Ω(N 4/3), ïîëó÷åííàÿ â [104], è Ω(N 3/2), àíîí-
ñèðîâàííàÿ â [105].

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç V (f) ìèíèìàëüíîå ÷èñëî äèçúþíêòîðîâ â ñõå-
ìå, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ f íàä áàçèñîì BM , òî ïðÿìî èç îïðåäåëåíèé
ôóíêöèé ñâåðòêè ëåãêî âûâåñòè ñîîòíîøåíèÿ

V (ZN) ≤ V (UN) +N − 1, V (UN) ≤ V (Z2N−1).

Ðàíåå èçâåñòíàÿ íàèëó÷øàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà äèçúþíêòîðîâ â ñõåìå
äëÿ áóëåâîé ñâåðòêè áûëà óñòàíîâëåíà Þ. Âàéñîì â ðàáîòå [211] è èìåëà
âèä V (ZN) = Ω(N 3/2).

Íà ñàìîì äåëå, ïî÷òè êâàäðàòè÷íàÿ íèæíÿÿ îöåíêà âûòåêàåò óæå íåïî-
ñðåäñòâåííî èç ðàáîòû [12]. Öèêëè÷åñêóþ áóëåâó ñâåðòêó (ñ òî÷íîñòüþ äî
ïåðåñòàíîâêè êîìïîíåíò) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñèñòåìó áóëåâûõ
ñóìì ïåðåìåííûõ x0, . . . , xN−1 ñ ïåðåìåííîé öèðêóëÿíòíîé ìàòðèöåé, îïðå-
äåëÿåìîé ñòðîêîé yN−1, . . . , y0. Òàê êàê ñëîæíîñòü ñõåìû (â äàííîì ñëó÷àå,
â ñìûñëå ìåðû V (f)) íå âîçðàñòàåò ïðè ïîäñòàíîâêå êîíñòàíò âìåñòî íåêî-
òîðûõ âõîäîâ, òî çàêëþ÷àåì, ÷òî ñëîæíîñòü öèêëè÷åñêîé ñâåðòêè ïîðÿä-
êà N íå ìåíüøå, ÷åì ñëîæíîñòü ñèñòåìû áóëåâûõ ñóìì ñ ïðîèçâîëüíîé
öèðêóëÿíòíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà N . Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå âûøå îöåíêè
èç [216], ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 3.6. V (UN), V (ZN) = Ω
(
N 2 log−6N

)
.
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Óêàçàííîå ñëåäñòâèå ïîêà äîñòàâëÿåò íàèëó÷øóþ íèæíþþ îöåíêó è
äëÿ îáùåé ìîíîòîííîé ñëîæíîñòè îïåðàòîðà áóëåâîé ñâåðòêè.

Îöåíêè â îãðàíè÷åííîé ãëóáèíå

Â ðàáîòå [236] àâòîðîì äîêàçàí àíàëîã (3.29) äëÿ ñõåì îãðàíè÷åííîé
ãëóáèíû. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïðèìåðû ñ ðàñòóùèì îòíî-
øåíèåì ORd/XORd è â êëàññå öèðêóëÿíòíûõ ìàòðèö, è â êëàññå ìàòðèö áåç
ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Òåîðåìà 3.8. Ïðè k ∈ N ïðîèçâîëüíóþ áóëåâó öèðêóëÿíòíóþ n×n ìàò-

ðèöó Z ìîæíî ðåàëèçîâàòü XOR-ñõåìîé:

à) ãëóáèíû 2k − 1 è ñëîæíîñòè íå áîëåå f(2k − 1)n1+1/k;

á) ãëóáèíû 2k è ñëîæíîñòè íå áîëåå f(2k)n
(

n
log n

)1/k

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèå ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè. Ïðè k = 1 ïðåäú-
ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíàÿ ñõåìà ãëóáèíû 1 è ñëîæíîñòè O(n2), à òàêæå ñõåìà
ãëóáèíû 2 è ñëîæíîñòè O(n2/ log n), êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ìåòîäîì Î. Á. Ëó-
ïàíîâà [41].

Äîêàæåì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä îò k − 1 ê k. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñ-
ïîëüçóåòñÿ ìåòîä À. Ë. Òîîìà óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ [74] âìåñòå ñ ïðè-
åìîì À. Ø�åíõàãå [191], ïîçâîëÿþùèì ðàñïðîñòðàíèòü ìåòîä íà äâîè÷íûå
ìíîãî÷ëåíû. Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ ãëóáèíîé d ñâîäèòñÿ ê íåñêîëüêèì
ïàðàëëåëüíûì óìíîæåíèÿì ãëóáèíû d− 2.

Ðàçîáüåì âåêòîð ïåðåìåííûõ íà q ÷àñòåé äëèíû n/q. Ýòè ÷àñòè èíòåð-
ïðåòèðóåì êàê âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ èç êîëüöà

R = GF (2)[y]/(y2·3s

+ y3s

+ 1)

ïðè ìëàäøèõ ñòåïåíÿõ y. Ïàðàìåòð s âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ 3s ≥ n/q.
Ñâåäåì óìíîæåíèå äâîè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n− 1 ê óìíîæåíèþ

ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n/q − 1 íàä R. Ïîñëåäíåå óìíîæåíèå âûïîëíèì ïðè
ïîìîùè äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÄÏÔ) ïîðÿäêà 3m ≥ 2q ñ
ïðèìèòèâíûì êîðíåì ζ = ys+1−m ∈ R.

Îïèøåì ñõåìó. Íà âõîäå ìíîãî÷ëåí B(x) =
∑
Bix

i ∈ R[x] ñòåïåíè q−1.
Ïîñòîÿííûé ñîìíîæèòåëü îáîçíà÷èì ÷åðåç A(x) =

∑
Aix

i. Íà âûõîäå �
ïðîèçâåäåíèå C(x) = A(x)B(x) =

∑
Cix

i.
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1. Âû÷èñëÿåì B(ζ0), . . . , B(ζ3m−1).
2. Âû÷èñëÿåì C(ζ i) = A(ζ i)B(ζ i) äëÿ âñåõ i = 0, . . . , 3m − 1.
3. Âû÷èñëÿåì êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà C(x).
Ýòàïû 1 è 3 ðåàëèçóåì ñõåìàìè ãëóáèíû 1, à ýòàï 2 � ñõåìîé ãëóáèíû

d− 2. Îöåíèì ñëîæíîñòü ñõåìû, îáîçíà÷èì åå M(d, n).
1. Óìíîæåíèå íà ñòåïåíü y â êîëüöå R âûïîëíÿåòñÿ ñ ëèíåéíîé ñëîæíî-

ñòüþ, ïîýòîìó ñ ëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà
F (x) â òî÷êå yp. Ïîýòîìó ñëîæíîñòü ïåðâîé ñõåìû îöåíèì êàê O(3m3sq).

2. Êàæäîå èç óìíîæåíèé íà øàãå 2 åñòü óìíîæåíèå äâîè÷íûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ ñòåïåíè 2 · 3s − 1 ñ ïîñëåäóþùèì ïðèâåäåíèåì ïî ìîäóëþ. Óìíîæåíèå
âûïîëíèì ìåòîäîì èç èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ãëóáèíû d−2 è ñëîæ-
íîñòè M(d − 2, 2 · 3s). Ïðèâåäåíèå ìíîãî÷ëåíà (â äàííîì ñëó÷àå, ñòåïåíè
4 · 3s − 1) ïî ìîäóëþ y2·3s

+ y3s

+ 1 äîñòèãàåòñÿ äóáëèðîâàíèåì íåêîòîðûõ
åãî êîýôôèöèåíòîâ (âûõîäîâ ïðåäøåñòâóþùåé ñõåìû) è îòîæäåñòâëåíè-
åì íåêîòîðûõ êîýôôèöèåíòîâ, òàê êàê êàæäûé êîýôôèöèåíò ïðèâîäèìîãî
ìíîãî÷ëåíà èñïîëüçóåòñÿ íå áîëåå ÷åì äâàæäû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèâåäå-
íèå ïî ìîäóëþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü áåç óâåëè÷åíèÿ ãëóáèíû è ñ íå áîëåå
÷åì äâóêðàòíûì óâåëè÷åíèåì ñëîæíîñòè. Îáùóþ ñëîæíîñòü âòîðîãî ýòà-
ïà òåïåðü ìîæíî îöåíèòü êàê 2 · 3mM(d− 2, 2 · 3s).

3. Ñîãëàñíî îñíîâíîìó ñâîéñòâó ÄÏÔ èñêîìûå êîýôôèöèåíòû ìíîãî-
÷ëåíà C(x) íàõîäÿòñÿ êàê Ci = C∗(ζ−i), ãäå ìíîãî÷ëåí C∗(x) èìååò êîýô-
ôèöèåíòû C(ζ i). Ïîýòîìó ñëîæíîñòü ýòàïà 3 ìîæíî îöåíèòü òàê æå, êàê è
ñëîæíîñòü ýòàïà 1, âåëè÷èíîé O(3m3sq).

×òîáû ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä R ïðåîáðàçîâàòü (îáðàò-
íî) â ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ äâîè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ, íàäî âûïîëíèòü ïîä-
ñòàíîâêó x = y2·3s è ïðèâåñòè ïîäîáíûå. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ðåàëèçóåòñÿ
îòîæäåñòâëåíèåì âûõîäîâ è íå âëèÿåò íà ãëóáèíó è ñëîæíîñòü ñõåìû.

Îöåíêè òåîðåìû ïîëó÷àþòñÿ ïðè ñëåäóþùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ: q =

n1/k ïðè d = 2k− 1 è q = (n/ log n)1/k ïðè d = 2k; 3s = Θ(n/q), 3m = Θ(q).
Ïî ïîñòðîåíèþ, f(k) = 2O(k).

Ñëåäñòâèå 3.7. Äëÿ n× n ìàòðèöû Çèíãåðà Sn ñïðàâåäëèâî

OR4(Sn)/XOR4(Sn) �
√

log n, OR2t−1(Sn)/XOR2t−1(Sn) � n1/2−1/t
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ïðè t ≥ 3.

Ïî-âèäèìîìó, 4 � ýòî ìèíèìàëüíàÿ ãëóáèíà, â êîòîðîé ïîëó÷åíî ðàñ-
õîæäåíèå ìåæäó OR è XOR-ñëîæíîñòüþ ìàòðèö áåç ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Îöåíêè â êëàññå âñåõ ìàòðèö

Îïèðàÿñü íà êîìáèíàòîðíûé ðåçóëüòàò [185], C. Þêíà ïîêàçàë, ÷òî ñïå-
öèàëüíûå ïîäìàòðèöû ìàòðèö Ñèëüâåñòðà ïîçâîëÿþò äîñòè÷ü ïðàêòè÷åñêè
ýêñòðåìàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó OR- è XOR-ñëîæíîñòüþ (äîêàçàòåëü-
ñòâî ôàêòè÷åñêè ñîäåðæèòñÿ â [143], à â ÿâíîì âèäå � â [230]).

Íàïîìíèì, ÷òî n×n ìàòðèöó Ñèëüâåñòðà Hn ïðè n = 2k ìîæíî îïðå-
äåëèòü êàê ìàòðèöó ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé íàä GF (2): Hn[u, v] = 〈u, v〉,
ãäå ñòðîêè è ñòîëáöû çàíóìåðîâàíû áóëåâûìè âåêòîðàìè äëèíû k.

Ïóñòü n = 2r è S ⊂ {0, 1}2r, |S| = 2r. Îïðåäåëèì n × n ìàòðèöó
HS êàê ïîäìàòðèöó ìàòðèöû Hn2, îáðàçîâàííóþ ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè,
îòìå÷åííûìè âåêòîðàìè èç S.

Ðåçóëüòàò [143] ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî÷òè äëÿ âñåõ ïîäìíîæåñòâ S ìàò-
ðèöà HS ÿâëÿåòñÿ 2r-ðàìñååâîé, ò. å. íå ñîäåðæèò íè ñïëîøü íóëåâûõ, íè
ñïëîøü åäèíè÷íûõ ïîäìàòðèö ðàçìåðà 2r× 2r. Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 3.6,
äëÿ ïî÷òè ëþáîé ìàòðèöû HS âûïîëíåíî

OR2(HS) � n2

log n
, OR(HS) � n2

log2 n
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîé ìàòðèöû HS èìåþò ìåñòî ïðîñòûå âåðõíèå
îöåíêè XOR2(HS) � n log n è XOR3(HS) � n, ñì., íàïðèìåð, [230]. Ïîýòîìó
ïî÷òè äëÿ âñåõ ìàòðèö HS ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

OR2(HS)/XOR2(HS) � n

log2 n
, OR(HS)/XOR3(HS) � n

log2 n
.

Àëüòåðíàòèâíûå äîêàçàòåëüñòâà äîñòèæèìîñòè ýòèõ îòíîøåíèé (íà äðóãèõ
ïðèìåðàõ ìàòðèö) ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [107, 128].

Ïðî ýêñòðåìàëüíûå îòíîøåíèÿ äëÿ êîíêðåòíî çàäàííûõ ìàòðèö èçâåñò-
íî ñëåäóþùåå. Äëÿ ñàì�îé ìàòðèöû Ñèëüâåñòðà H = Hn âûïîëíÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèå

OR2(H)/XOR2(H) �
√
n

log n
.
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Â ãëóáèíå 2 ýòîò ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ ïîêà ðåêîðäíûì. Ïðèìåíÿÿ ê ìàòðèöå
An èç ñëåäñòâèÿ 3.4 ñîîòíîøåíèå (3.29), òåîðåìó 3.8 è ëåììó 3.6, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 3.8. Äëÿ íåêîòîðîé ÿâíî çàäàííîé n×n ìàòðèöû An âûïîë-

íåíî

OR(An)/XOR(An) �
n

∆
, OR(An)/XOR2t−1(An) �

n1−1/t

∆

ïðè ëþáîì t ∈ N, ãäå ∆ = 2Θ(
√

log n log log n).

Ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åíî â [215] íåïîñðåäñòâåííî äëÿ
íîðì-ìàòðèöû èç [152] ñ èñïîëüçîâàíèåì âìåñòî ïåðåñòðîéêè â öèðêóëÿíò-
íóþ ìàòðèöó áûñòðîãî àëãîðèòìà ìíîãîìåðíîé ñâåðòêè äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà âåðõíåé îöåíêè XOR-ñëîæíîñòè.

3.3.4 Ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö ñ ðàñòóùèì XOR/OR

îòíîøåíèåì â ãëóáèíå 2

Ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö A ñ ðàñòóùèì îòíîøåíèåì XOR(A)/OR(A)

áëèçêà ê ïðîáëåìå äîêàçàòåëüñòâà íåëèíåéíûõ íèæíèõ îöåíîê XOR-
ñëîæíîñòè è ÿâëÿåòñÿ ïî ýòîé ïðè÷èíå ñëîæíîé. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè
íå äîêàçàíî äàæå ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ìàòðèö. Èìåþùèéñÿ çàïàñ ìåòî-
äîâ ïîçâîëèë àâòîðó â ðàáîòå [230] ïîñòðîèòü ïðèìåð n × n ìàòðèöû Kn,
äëÿ êîòîðîé XOR2(Kn)/OR2(Kn) → ∞. Ìàòåðèàë íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà
ñîäåðæèòñÿ â [230].

Ïðè n = 2r îïðåäåëèì n×n ìàòðèöó ïåðåñå÷åíèéDn. Çàíóìåðóåì ñòðî-
êè è ñòîëáöû ìàòðèöû âñåâîçìîæíûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà Er.
Ïîëîæèì Dn[u, v] = (|u ∩ v| > 0). Âàæíåéøåå ñâîéñòâî ìàòðèöû Dn �
ðàçëîæèìîñòü íàä OR-ïîëóãðóïïîé â ïðîèçâåäåíèå U · UT , ãäå U � n × r

ìàòðèöà, îáðàçîâàííàÿ âñåâîçìîæíûìè áóëåâûìè ñòðîêàìè äëèíû r.
Îïðåäåëèì ïîäìàòðèöó Dn,k ìàòðèöû ïåðåñå÷åíèé Dn, îáðàçîâàííóþ

ñòîëáöàìè è ñòðîêàìè, èíäåêñèðóåìûìè íåïóñòûìè ìíîæåñòâàìè ìîùíî-
ñòè ≤ k. Ìàòðèöà Dn,k èìååò ðàçìåð N(n, k)×N(n, k), ãäå

N(n, k) =
k∑

i=1

(
n

i

)
.
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Ðàññìîòðèì êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö âèäà A = Dn,k ⊗ Dm,p.
Ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû A íóìåðóþòñÿ ïàðàìè (S, T ) ïîäìíîæåñòâ
S ⊂ X è T ⊂ Y ðàçìåðà 1 ≤ |S| ≤ k, 1 ≤ |T | ≤ p, ãäå X, Y � íåïåðå-
ñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà ìîùíîñòè n è m ñîîòâåòñòâåííî. Ïî îïðåäåëåíèþ,
A[(S, T ), (S ′, T ′)] = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S ∩ S ′ 6= ∅ è T ∩ T ′ 6= ∅.

×òî ñóùåñòâåííî, òàêèå ìàòðèöû èìåþò ïîëíûé ðàíã íàä GF (2). Ýòî
åñòü îáîáùåíèå òîãî ôàêòà, ÷òî ñàìè ìàòðèöû Dn,k èìåþò ïîëíûé ðàíã,
ñì., íàïðèìåð, [145, ëåììà 4.11].

Ëåììà 3.7. Ìàòðèöà A = Dn,k ⊗Dm,p èìååò ïîëíûé ðàíã íàä GF (2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñòðàòåãèåé äîêàçàòåëüñòâà íåâûðîæäåí-
íîñòè ìàòðèöû Dn,k èç ðàáîòû À. À. Ðàçáîðîâà [63]. Ìàòðèöà A èìååò
ðàçìåð NM × NM , ãäå N = N(n, k), M = N(m, p). Ïîêàæåì, ÷òî ñòðî-
êè ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä GF (2), ò. å. äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî
âåêòîðà

λ = (λI1,J1
, λI1,J2

, . . . , λIN ,JM
) ∈ GF (2)NM ,

èíäåêñèðóåìîãî ïàðàìè ïîäìíîæåñòâ I ⊂ En, J ⊂ Em ðàçìåðà 1 ≤ |I| ≤ k,
1 ≤ |J | ≤ p, âûïîëíåíî λTA 6= 0; ìíîæåñòâà I, J ñîñòîÿò èç èíäåêñîâ
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ X è Y .

Ðàññìîòðèì áóëåâó ôóíêöèþ

f(x0, . . . , xn−1, y0, . . . , ym−1) =
⊕

1≤|I|≤k, 1≤|J |≤p

λI,J

(∨
i∈I

xi

)
·
(∨

j∈J

yj

)
.

Ïîñêîëüêó õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ λI,J íå ðàâåí íóëþ, íàéäåòñÿ
ïàðà (I0, J0), òàêàÿ ÷òî λI0,J0

6= 0 è λI,J = 0 äëÿ âñåõ ïðî÷èõ ïàð (I, J),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ I0 ⊂ I, J0 ⊂ J . Èíà÷å ãîâîðÿ, ïàðà (I0, J0) ìàê-
ñèìàëüíà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî I0 = {0, . . . , t},
J0 = {0, . . . , u}. Â ôóíêöèþ f ïîäñòàâèì xi = 0 äëÿ âñåõ i /∈ I0 è yj = 0

äëÿ âñåõ j /∈ J0.
Ïîëó÷åííàÿ ïîäôóíêöèÿ çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ x0, . . . , xt, y0, . . . , yu.

Ïðè ýòîì, åå ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà ñîäåðæèò ìîíîì x0 · . . . ·xt ·y0 · . . . ·yu â
ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè ïàðû (I0, J0) è òîãî ôàêòà, ÷òî ìíîãî÷ëåí äèçúþíê-
öèè èìååò ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü. Ïîýòîìó ïîäôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà-
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÷åíèå 1 íà íåêîòîðîì íàáîðå (a0, . . . , at, b0, . . . , bu) çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñàìà ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 íà íàáîðå

c = (a0, . . . , at, 0, . . . , 0, b0, . . . , bu, 0, . . . , 0).

Òàêèì îáðàçîì,

1 = f(c) =
⊕
I,J

λI,J

(∨
i∈I

ci

)
·
(∨

j∈J

cj+n

)
.

Ïîëîæèì I ′ = {i : ai = 1}, J ′ = {j : bj = 1}. Òîãäà |I ′| ≤ k, |J ′| ≤ p. Äàëåå,
óñëîâèå (

∨
i∈I ci)(

∨
j∈J cj+n) = 1 ýêâèâàëåíòíî I ∩ I ′ 6= ∅, J ∩ J ′ 6= ∅, à ýòî

ðàâíîñèëüíî A[(I, J), (I ′, J ′)] = 1. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì⊕
I,J

λI,J · A[(I, J), (I ′, J ′)] = 1,

÷òî îçíà÷àåò: êîîðäèíàòà (I ′, J ′) âåêòîðà λTA � íåíóëåâàÿ.
Ìàòðèöà Kn îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ n = N(k2, k) ·N(p2, p) êàê Dk2,k ⊗Dp2,p

ñ óñëîâèåì k2 � N(p2, p)/p. Òàêèì îáðàçîì,

k � log n

log log n
, p � log log n

log log log n
.

Òåîðåìà 3.9.

OR2(Kn) � n · log n

log log n
, XOR2(Kn) � n · log n · log log log n

log log n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðõíÿÿ îöåíêà OR2-ñëîæíîñòè ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëå-
íèÿ ìàòðèöûKn â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ B ·BT íàä áóëåâûì ïîëóêîëüöîì, ãäå
B � n×(k2+p2) ìàòðèöà, îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèåì B[(S, T ), q] = (q ∈ S∪T )

(ñòîëáöû ìàòðèöû B èíäåêñèðóþòñÿ ýëåìåíòàìè èç X∪Y ). Â ñèëó |S| ≤ k,
|T | ≤ p êàæäàÿ ñòðîêà B ñîäåðæèò íå áîëåå k + p åäèíèö, ñëåäîâàòåëüíî
âåñ ìàòðèöû B íå ïðåâîñõîäèò (k + p)n � n log n/ log log n.

Íèæíÿÿ îöåíêà XOR2-ñëîæíîñòè äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè òåîðå-
ìû 3.7. Íàïîìíèì, ÷òî ýòà òåîðåìà ãàðàíòèðóåò îöåíêó XOR2(A) ≥
2f(n) ln(b/a) ïðè óñëîâèè RA (r) ≥ f 2(n)/r äëÿ âñåõ r, a ≤ r ≤ b.
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Ìû äîêàæåì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ c1, c2 > 0 íåðàâåíñòâî

RKn
(c1r) ≥

c2n
2

r
(3.30)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ÷èñåë r = r(t, u) = N(k2, t)·N(p2, u), 1 ≤ t ≤ k, 1 ≤ u ≤ p.
Îäíàêî, óñëîâèÿ òåîðåìû 3.7 òðåáóþò îöåíîê óñòîé÷èâîñòè íå òîëüêî

äëÿ îòäåëüíûõ çíà÷åíèé r = c1r(t, u), íî è äëÿ âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷å-
íèé r â èíòåðâàëå ìåæäó c1r(1, 1) è c1r(k, p). (Èìåííî òðåáîâàíèå çàïîëíå-
íèÿ ýòèõ èíòåðâàëîâ âûíóæäàåò ðàññìàòðèâàòü êðîíåêåðîâû ïðîèçâåäåíèÿ
âìåñòî, ñêàæåì, íåïîñðåäñòâåííî ìàòðèö Dn,k.) Äëÿ îöåíêè óñòîé÷èâîñòè
ñ ïðîìåæóòî÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà ìû èñïîëüçóåì ïðîñòûå ñîîòíî-
øåíèÿ

r(t, u+ 1)

r(t, u)
=
N(p2, u+ 1)

N(p2, u)
≤ 1 +

(
p2

u+ 1

)
/

(
p2

u

)
≤ p2,

r(t+ 1, 1)

r(t, p)
=
N(k2, t+ 1) ·N(p2, 1)

N(k2, t) ·N(p2, p)
≤ k2p2

N(p2, p)
� p,

ñïðàâåäëèâûå ñîãëàñíî âûáîðó k2 � N(p2, p)/p. Óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ
ãàðàíòèðóþò, ÷òî ïðè ëþáîì r â èíòåðâàëå ìåæäó c1r(1, 1) è c1r(k, p) íàé-
äóòñÿ t, u, òàêèå ÷òî r ≤ c1r(t, u) ≤ p2r. Êàê ñëåäñòâèå,

RKn
(r) ≥ RKn

(c1r(t, u)) ≥
c2n

2

r(t, u)
≥ c2(n/p)

2

r
.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.7 ñ ïàðàìåòðàìè f(n) =
√
c2n/p, a = c1r(1, 1), b =

c1r(k, p), ïîëó÷àåì

XOR2(Kn) � (n/p) log n � n · log n · log log log n

log log n
.

Îñòàëîñü äîêàçàòü (3.30). Íàì ïðèãîäÿòñÿ ïðîñòûå íåðàâåíñòâà(
k2

t

)
≤ N(k2, t) ≤

(
1 + t · t

k2 − t

)(
k2

t

)
≤ 6 ·

(
k2

t

)
,

ñïðàâåäëèâûå ïðè t ≤ 2k è k ≥ 10, à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ(
k2

t

)
≥
(
k2 − 2k

t

)
≥ e−32

(
k2

t

)
,
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ñïðàâåäëèâûå ïðè t ≤ 2k è k ≥ 4. Òàêèì îáðàçîì,

N(k2, t) ≥ N(k2 − 2k, t) ≥ e−32N(k2, t).

Âûáåðåì 1 ≤ t ≤ k, 1 ≤ u ≤ p è îòìåòèì ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî êî-
ýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû Kn, èíâåðòèðîâàíèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü
ðàíã ìàòðèöû äî c1r(t, u).

Îïðåäåëèì (t, u)-ïîäìàòðèöó ìàòðèöû Kn, çàôèêñèðîâàâ ïàðó íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ I, I ′ ⊂ X ìîùíîñòè k − t è ïàðó íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ J, J ′ ⊂ Y ìîùíîñòè p − u. Ïîäìàòðèöà îáðàçóåòñÿ
ïåðåñå÷åíèåì âñåõ ñòðîê (S, T ) è ñòîëáöîâ (S ′, T ′), òàêèõ ÷òî I ⊂ S, I ′ ⊂ S ′,
J ⊂ T , J ′ ⊂ T ′ (âñå âêëþ÷åíèÿ ñòðîãèå). Ðàññìîòðèì ïîäìàòðèöó B (t, u)-
ïîäìàòðèöû A, äëÿ èíäåêñîâ ñòðîê è ñòîëáöîâ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ I ∩ S ′ = I ′ ∩ S = J ∩ T ′ = J ′ ∩ T = ∅.

Ïî ïîñòðîåíèþ, ìàòðèöà B ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëá-
öîâ ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé Dk2−2(k−t),t ⊗ Dp2−2(p−u),u. Ýòî òàê, ïîñêîëüêó
B[(S, S ′), (T, T ′)] = 1 ðàâíîñèëüíî (S\I)∩(S ′\I ′) 6= ∅ è (T \J)∩(T ′\J ′) 6= ∅.
Ñîãëàñíî ëåììå 3.7, òàêàÿ ìàòðèöà èìååò ïîëíûé ðàíã

rkB = N(k2 − 2(k − t), t) ·N(p2 − 2(p− u), u).

Êàê ñëåäñòâèå, rkB ≥ c3r(t, u) ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé c3 > 0. Ïîëîæèì
c1 = c3/2. Ïîñêîëüêó ðàíã B íå ìîæåò áûòü óìåíüøåí âäâîå èçìåíåíèåì
ìåíåå ÷åì (rkB)/2 êîýôôèöèåíòîâ B, â ïîäìàòðèöå B (è ñëåäîâàòåëüíî, â
(t, u)-ïîäìàòðèöå A) íå ìåíåå c1r(t, u) êîýôôèöèåíòîâ îòìå÷åíû.

Òåïåðü îöåíèì îáùåå ÷èñëî îòìå÷åííûõ êîýôôèöèåíòîâ â Kn. Â ëþáîé
(t, u)-ïîäìàòðèöå A èõ ïî ìåíüøåé ìåðå c1r(t, u). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþ-
áîé êîýôôèöèåíò Kn îòíîñèòñÿ, ñàìîå áîëüøåå, ê

(
k
t

)2 · (pu)2 òàêèì ïîäìàò-
ðèöàì. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êîýôôèöèåíò ìàòðèöû
Kn ñ íîìåðîì [(S, T ), (S ′, T ′)]. Îïðåäåëÿåìàÿ ïàðàìè (I, J) è (I ′, J ′) (t, u)-
ïîäìàòðèöà A âêëþ÷àåò åãî òîëüêî ïðè I ⊂ S, I ′ ⊂ S ′, J ⊂ T , J ′ ⊂ T ′.
Ïîñêîëüêó |I| = |I ′| = k − t è |J | = |J ′| = p − u, åñòü

( |S|
k−t

)
≤
(
k
t

)
âîçìîæ-

íîñòåé äëÿ âûáîðà I èëè I ′, à òàêæå
( |T |
p−u

)
≤
(

p
u

)
âîçìîæíîñòåé äëÿ âûáîðà

J èëè J ′.
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Òàê êàê èìååòñÿ
(

k2

k−t

)
·
(
k2−(k−t)

k−t

)
ïàð äèçúþíêòíûõ ìíîæåñòâ (I, J) è(

p2

p−u

)
·
(
p2−(p−u)

p−u

)
ïàð äèçúþíêòíûõ ìíîæåñòâ (I ′, J ′), óìíîæåííîå íà r(t, u)

÷èñëî îòìå÷åííûõ êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû Kn îöåíèâàåòñÿ ñíèçó êàê

c1r
2(t, u)

(
k2

k−t

)(
k2−(k−t)

k−t

)(
p2

p−u

)(
p2−(p−u)

p−u

)(
k
t

)2(p
u

)2 ≥

≥ c4

[(
k2

t

)(
k2

k−t

)(
p2

u

)(
p2

p−u

)(
k
t

)(
p
u

) ]2

≥ c4

[
(k2 − k)k(p2 − p)p

k!p!

]2

≥ c5n
2

ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ c4, c5. Êàê ñëåäñòâèå, íåðàâåí-
ñòâî RKn

(c1r) ≥ c2n
2/r âûïîëíÿåòñÿ ïðè c2 = c5 äëÿ âñåõ r = r(t, u).

Ñîîòíîøåíèå (3.30), à âìåñòå ñ íèì è òåîðåìà, äîêàçàíû.
Îáîáùåíèå ìàòðèöûK äî ìíîãîêðàòíîãî êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿK ′

ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü îòíîøåíèÿ

XOR2(K
′)/OR2(K

′) � (log log n)1−o(1).

3.3.5 Îòíîøåíèå OR-ñëîæíîñòåé ìàòðèöû è åå äîïîëíåíèÿ

Ïîñòàâèì âîïðîñ: ìîæåò ëè ñëîæíîñòü ìàòðèöû ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò
ñëîæíîñòè äîïîëíèòåëüíîé ìàòðèöû. Â ñëó÷àå XOR-ñõåì ðàçíèöà, ðàçóìå-
åòñÿ, íå ìîæåò ïðåâûøàòü 2n. Â ñëó÷àå OR-ñõåì îòíîøåíèå OR(A)/OR(A)

äîêàçóåìî ìîæåò áûòü áëèçêî ê ïðåäåëüíîé âåëè÷èíå n/ log n.
Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ â ñìûñëå îòíîøåíèÿ OR(A)/OR(A)

ìàòðèö ïðåäëîæåí Í. Êàöåì [149] äëÿ ðåøåíèÿ áëèçêîé çàäà÷è. Â ðàáî-
òå [230] àíàëîãè÷íûì ìåòîäîì ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.10. Ñóùåñòâóåò n × n ìàòðèöà A, òàêàÿ, ÷òî ìàòðèöà A

ÿâëÿåòñÿ (lnn)-ðåäêîé, èìååò âåñ |A| � n2, íî ïðè ýòîì

OR2(A) � n log2 n, OR3(A) � n log n.

Êàê ñëåäñòâèå (èç ýòîé òåîðåìû è òåîðåìû 3.6), óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùå-
ñòâîâàíèå ìàòðèöû A, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî:

OR2(A)/OR2(A), OR(A)/OR3(A) � n

log3 n
.
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Îðèãèíàëüíîå ðàññóæäåíèå [149] äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ìàòðè-
öû A, rk ∨(A) � log n, äîïîëíèòåëüíàÿ ìàòðèöà ê êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ 2-
ðåäêîé è ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ïëîòíîé: |A| � n1.1. Ìîæíî ïîñòðîèòü òàêæå
ìàòðèöó A ñëîæíîñòè OR2(A) � n log2 n, äëÿ êîòîðîé äîïîëíèòåëüíàÿ ìàò-
ðèöà ÿâëÿåòñÿ 2-ðåäêîé è èìååò âåñ |A| � n5/4 [230].

Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.10 ëåæèò âåðîÿòíîñòíàÿ êîíñòðóê-
öèÿ. Äåðàíäîìèçàöèÿ ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëèëà àâòîðó ÿâíî ïîñòðîèòü ïðè-
ìåðû äîïîëíèòåëüíûõ äðóã ê äðóãó ìàòðèö ñ áîëüøèì îòíîøåíèåì ñëîæ-
íîñòåé â ãëóáèíå 2 [230].

Òåîðåìà 3.11. Ìîæíî ýôôåêòèâíî óêàçàòü n × n ìàòðèöó A, äëÿ êî-

òîðîé ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

OR2(A)/OR2(A) �
√
n2−Θ(log2/3 n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n =
(

p
k

)
, p = 2r è r � ÷åòíî. Ðàññìîòðèì ñõå-

ìó ãëóáèíû 3 ñ n âõîäàìè è âûõîäàìè, çàíóìåðîâàííûìè ðàçëè÷íûìè k-
ýëåìåíòíûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà Ep. Ñõåìà òàêæå èìååò ïî p âåð-
øèí, çàíóìåðîâàííûõ ÷èñëàìè èç Ep, íà êàæäîì èç äâóõ ñðåäíèõ óðîâíåé.
Ñîåäèíèì êàæäûé âõîä è êàæäûé âûõîä a ∈

(
Ep

k

)
ñõåìû ñî âñåìè k âåð-

øèíàìè b ∈ a ñîñåäíåãî óðîâíÿ. Ïóñòü íà ñðåäíåì ñëîå ñõåìû ðåàëèçóåòñÿ
ìàòðèöà Ñèëüâåñòðà Hp. ×åðåç A îáîçíà÷èì n× n ìàòðèöó, âû÷èñëÿåìóþ
îïèñàííîé ñõåìîé.

Ïî ïîñòðîåíèþ, rk ∨(A) ≤ p, ïîýòîìó OR2(A) � pn. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ÷èñëî íóëåé â ìàòðèöå A ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñïëîøü íóëåâûõ k × k

ïîäìàòðèö Hp. Ïîñëåäíåå ÷èñëî ìîæíî îöåíèòü ñíèçó êàê ïðîèçâåäåíèå
÷èñëà n =

(
p
k

)
ñïîñîáîâ âûáðàòü k ñòðîê {a1, . . . , ak} è ÷èñëà

(
p2−k

k

)
ñïîñî-

áîâ âûáðàòü k øòóê èç ïî ìåíüøåé ìåðå 2r−k = p2−k ðåøåíèé x ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 〈a1, x〉 = . . . = 〈ak, x〉 = 0 íàä GF (2). Ñëåäîâàòåëüíî,
|A| ≥ n

(
p2−k

k

)
.

Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöàA�K-ðåäêàÿ ïðèK =
(√p+1

k

)
. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ

ëþáîãî ìíîæåñòâà S èç m ≥ k âåðøèí ïåðâîãî (èëè âòîðîãî) èç ñðåäíèõ
óðîâíåé ñõåìû (ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîêàì/ñòîëáöàì Hp) ðîâíî

(
m
k

)
âõîäîâ

(âûõîäîâ) ñõåìû ñîåäèíÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ñ âåðøèíàìè èç S � ýòî â
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òî÷íîñòè òå âõîäû èëè âûõîäû, ìåòêè êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ â S. Íàïîì-
íèì, ÷òî ìàòðèöà Ñèëüâåñòðà Hp ÿâëÿåòñÿ (

√
p+ 1)-ðàìñååâîé, ñì., íàïðè-

ìåð, [145]. Åñëè áû ìàòðèöà A íå áûëàK-ðåäêîé, òî ìàòðèöàHp ñîäåðæàëà
áû ñïëîøü íóëåâóþ m×m ïîäìàòðèöó, m =

√
p+ 1, à ýòî íåâîçìîæíî.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.6,

OR2(A) ≥ |A|/K ≥ n

(
p2−k

k

)
/

(√
p+ 1

k

)
.

Îêîí÷àòåëüíî, âûáåðåì k � log1/3 n, ÷òî çíà÷èò p = 2Θ(log2/3 n).
Ýôôåêòèâíûå ïðèìåðû ìàòðèö ñ âûñîêèì îòíîøåíèåì OR(A)/OR(A)

ïîñòðîåíû àâòîðîì â [238]. Íàçîâåì k-ïðÿìîóãîëüíèêîì ñïëîøü åäèíè÷íóþ
ìàòðèöó ðàçìåðà k × k.

Òåîðåìà 3.12.

(i) Äëÿ íåêîòîðîé êîíêðåòíî çàäàííîé áóëåâîé n× n ìàòðèöû C âû-

ïîëíåíî OR(C)/OR(C) = n · 2−O(
√

lnn ln lnn).

(ii) Äëÿ íåêîòîðîé êîíêðåòíî çàäàííîé áóëåâîé n × n ìàòðèöû C

âûïîëíåíî: OR(C) = O(n), ìàòðèöà C ÿâëÿåòñÿ 2-ðåäêîé è |C| = Ω(n4/3).

(Íàïîìíèì, ÷òî 2-ðåäêàÿ ìàòðèöà íå ìîæåò èìåòü âåñ âûøå n3/2 + n.)
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà ïðîñòóþ êîìáèíàòîðíóþ ëåììó.

Ëåììà 3.8. Ïóñòü n × n ìàòðèöà A èìååò âåñ |A| ≥ 2n3/2. Òîãäà îíà

ñîäåðæèò Ω
(
(|A|/n)4

)
2-ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñêàæåì, ÷òî ñòðîêà ìàòðèöû ïîêðûâàåò ïàðó ñòîëá-
öîâ u, åñëè â ïîçèöèÿõ íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè è ýòèõ ñòîëáöîâ ñòîÿò åäè-
íèöû. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç ai ÷èñëî åäèíèö â i-é ñòðîêå ìàòðèöû A, òî
îáùåå ÷èñëî ïîêðûòèé ñòðîêàìè ïàð ñòîëáöîâ ìîæíî îöåíèòü êàê

σ =
n∑

i=1

(
ai

2

)
=

1

2

n∑
i=1

a2
i −

|A|
2
≥ (
∑n

i=1 ai)
2

2n
− |A|

2
=
|A|2

2n
− |A|

2
≥ |A|2

4n
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç bu ÷èñëî ñòðîê, ïîêðûâàþùèõ ïàðó ñòîëáöîâ u. Òîãäà
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∑
u bu = σ. ×èñëî 2-ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ìàòðèöå A ïðè ýòîì ðàâíî

∑
u

(
bu
2

)
=

1

2

∑
u

b2u −
σ

2
≥ (
∑

u bu)
2

n(n− 1)
− σ

2
=

=
σ2

n(n− 1)
− σ

2
≥ σ2

2n2 = Ω
(
(|A|/n)4) .

Ïóñòü n =
(
m
2

)
. Ïî áóëåâîé m × m ìàòðèöå A ïîñòðîèì n × n ìàò-

ðèöó B ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàíóìåðóåì ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû B

2-ýëåìåíòíûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà Em. Ïîëîæèì B[a, b] = 1 â
òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê a è ñòîëáöîâ b â
ìàòðèöå A ðàñïîëîæåí 2-ïðÿìîóãîëüíèê.

Ëåììà 3.9. Åñëè ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ k-ðåäêîé, òî ìàòðèöà B ÿâëÿ-

åòñÿ K-ðåäêîé, K =
(
k−1
2

)
+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìàòðèöà B ñîäåðæèò K-ïðÿìîóãîëüíèê íà ïåðåñå-
÷åíèè ñòðîê s1, . . . , sK è ñòîëáöîâ t1, . . . , tK , òî ìàòðèöà A ñîäåðæèò ïðÿìî-
óãîëüíèê íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê ∪si è ñòîëáöîâ ∪ti. Ïðè ýòîì |∪si|, |∪ti| ≥ k,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò k-ðåäêîñòè ìàòðèöû A.

Ëåììà 3.10. Åñëè ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ k-ðåäêîé è |A| ≥ 2m3/2, òî

OR(B) = Ω

((
|A|
kn

)4)
,

ïðè ýòîì OR3(B) = O(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 3.8, |B| = Ω((|A|/n)4), à èç ëåììû 3.9
ñëåäóåò, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ K-ðåäêîé. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 3.6

OR(B) ≥ |B|
K2 = Ω

((
|A|
kn

)4)
.

Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöó B ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé ãëóáèíû 3 è ëè-
íåéíîé ñëîæíîñòè. Íà âòîðîì è òðåòüåì óðîâíÿõ ñõåìû ðàçìåñòèì ïî m
âåðøèí è çàíóìåðóåì èõ ÷èñëàìè èç Em. Âõîä a = {i, j} ñîåäèíèì ñ âåðøè-
íàìè i, j âòîðîãî óðîâíÿ. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñ âûõîäàìè è âåðøèíàìè
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òðåòüåãî óðîâíÿ. Âåðøèíû âòîðîãî è òðåòüåãî óðîâíÿ ñîåäèíèì ðåáðàìè
ñîãëàñíî ìàòðèöå A.

Ïî ïîñòðîåíèþ, ñõåìà èìååò O(m2) ðåáåð. Òî, ÷òî ñõåìà ðåàëèçóåò ìàò-
ðèöó B, âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ïóòü, ñîåäèíÿþùèé âõîä a è âûõîä b ñîäåð-
æèòñÿ â ñõåìå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîäìàòðèöà ìàòðèöû A,
îáðàçîâàííàÿ ñòðîêàìè b è ñòîëáöàìè a, íå ÿâëÿåòñÿ ñïëîøü íóëåâîé.

Äëÿ âûâîäà ï. (i) òåîðåìû â êà÷åñòâå ìàòðèöû A âîçüìåì íîðì-ìàòðèöó
èç ðàáîòû [152], êîòîðàÿ ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ ∆-
ðåäêîé è èìååò âåñ m2/∆, ãäå ∆ = 2O(

√
log m log log m). Ïîëîæèì C = B. Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ï. (ii) âûáåðåì â êà÷åñòâå ìàòðèöû A 3-ðåäêóþ ìàòðèöó
Áðàóíà [112] âåñà Θ(m5/3). Ïîëîæèì C = B. Òåîðåìà 3.12 äîêàçàíà.

Âîïðîñ î ïîëó÷åíèè íåòðèâèàëüíûõ îöåíîê äëÿ ñîîò-
íîøåíèÿ SUM(A)/SUM(A) îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Íåäàâíèé ðåçóëüòàò [155]
ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëîæíîñòü ìàòðèö ñ O(n) íóëÿìè ëèíåéíà, ñëåäîâàòåëüíî
ìàòðèöû âåñà O(n) íå ìîãóò ñëóæèòü ïðèìåðàìè.

3.4 Íèæíèå îöåíêè ìîíîòîííîé ñëîæíîñòè ôóíê-

öèè T 2
n

Â ýòîì ðàçäåëå èçó÷àþòñÿ ìîíîòîííûå ñõåìû, ò. å. ñõåìû èç ôóíêöèîíàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ [49] íàä áàçèñîì BM = {∨, ∧}, ðåàëèçóþùèå ïîðîãîâóþ
ôóíêöèþ T 2

n . Çàäà÷ó ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ìû ñâîäèì ê àíàëèçó ñëîæ-
íîñòè ñèñòåì áóëåâûõ ñóìì ïðè ðåàëèçàöèè ñõåìàìè íàä áàçèñîì {∨}. Òà-
êèå ñõåìû ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíûì OR-ñõåìàì. Ôóíêöèîíàë ñëîæíîñòè
ñõåì íàä áàçèñîì B áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç CB.

Íàïîìíèì èñòîðèþ âîïðîñà. Íèæíÿÿ îöåíêà CBM
(T 2

n) ≥ CB2
(T k

n ) ≥
2n−3, 2 ≤ k ≤ n−1, äîêàçàíà Á. Ì. Êëîññîì [24] â 1960-õ ãã. � â òî âðåìÿ
îíà áûëà ðåêîðäíîé íèæíåé îöåíêîé ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè èíäèâèäóàëü-
íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè â áèíàðíîì áàçèñå, ñì. òàêæå [124, 209, 13].
Â ìîíîòîííîì áàçèñå îöåíêà óòî÷íÿåòñÿ äî CBM

(T 2
n) ≥ 2n+log2 n−4, èñõî-

äÿ èç òîãî, ÷òî ÷èñëî äèçúþíêòîðîâ â ëþáîé ìîíîòîííîé ñõåìå, âû÷èñëÿ-
þùåé T 2

n , íå ìåíüøå 2n − 4, à ÷èñëî êîíúþíêòîðîâ � íå ìåíüøå log2 n.
Ýòè îöåíêè äîñòèãàþòñÿ (îáà ðåçóëüòàòà, âèäèìî, ïðèíàäëåæàò Ô. ßî,
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ñì. [103, 209, 124]), íî, êàê ïîêàçàë Ï. Áëîíèàðö [103], íå íà îäíîé ñõå-
ìå âî âñÿêîì ñëó÷àå ïðè n = 2k ≥ 4.

Â 1970-õ ãã. Ë. Àäëåìàí (ñì. [103, 124, 209, 13]) ïîëó÷èë âåðõíþþ îöåí-
êó CBM

(T 2
n) ≤ 2n+O(

√
n). Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî [103], åìó óäàëîñü äîêàçàòü

è íèæíþþ îöåíêó 2n+Ω(
√
n) ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ñòðóêòóðó

ñõåì: (i) ñõåìû ñîäåðæàò ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî dlog2 ne êîíúþíê-
òîðîâ, (ii) ñõåìû ñèíõðîííûå (ò. å. âñå ïóòè îò âõîäîâ ê âûõîäàì èìåþò
îäèíàêîâóþ äëèíó).

Àâòîðîì [226] ïîëó÷åíî ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè CBM
(T 2

n) = 2n+

Θ(
√
n), à â êëàññå ñõåì ãëóáèíû àëüòåðíèðîâàíèÿ 3 (èíà÷å ãîâîðÿ,

∨∧∨
-

ñõåì), ò. å. ñõåì ñ îäíèì ñëîåì êîíúþíêòîðîâ, óñòàíîâëåíà áîëåå òî÷íàÿ
îöåíêà 2n+ 2

√
n+O(n1/4)−O(1). Ýòè ðåçóëüòàòû èçëàãàþòñÿ äàëåå.

3.4.1 Îáùàÿ íèæíÿÿ îöåíêà

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ïîìîùè ñõåì íàä áàçèñîì {∨} ìîæíî âû÷èñëÿòü áóëå-
âû îïåðàòîðû Ax, ëèíåéíûå íàä ïîëóãðóïïîé ({0, 1}, ∨) (ñèñòåìû áóëåâûõ
ñóìì). Ñëîæíîñòü îïåðàòîðà ñ áóëåâîé ìàòðèöåé A ïðè ðåàëèçàöèè òàêèìè
ñõåìàìè îáîçíà÷èì ÷åðåç C+(A) (è â ïðåäåëàõ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà áóäåì
íàçûâàòü åå ïðîñòî ñëîæíîñòüþ ìàòðèöû A). Òàêèå ñõåìû ïîäðîáíî ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ â [124, 209].

Ïðèíöèï òðàíñïîíèðîâàíèÿ äëÿ ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
ôîðìóëèðóåòñÿ íåñêîëüêî èíà÷å, ÷åì äëÿ ëèíåéíûõ ñõåì, ñì. [50] èëè [9].
Åñëè ìàòðèöà A ðàçìåðà m× n íå èìååò íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, òî

C+(AT ) = C+(A) +m− n. (3.31)

Â îñíîâå ïðåäëàãàåìîãî äîêàçàòåëüñòâà íèæíåé îöåíêè ñëîæíîñòè
ôóíêöèè T 2

n ëåæèò

Ëåììà 3.11. Ïóñòü A � áóëåâà ìàòðèöà ðàçìåðà n×m, m < n, íå èìå-

þùàÿ íóëåâûõ ñòîëáöîâ, è ñòðîêè êîòîðîé ïîïàðíî íåñðàâíèìû. Òîãäà

C+(A) ≥ n−m+
√

2(n−m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ, ìàòðèöà A íå èìååò íóëåâûõ ñòðîê. Èç
óñëîâèÿ íåñðàâíèìîñòè ñòðîê ñëåäóåò, ÷òî ñòîëáöû, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò
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åäèíèöû ñòðîê âåñà 1, òîæå èìåþò âåñ 1. Ïóñòü ìàòðèöà ñîäåðæèò q ≤ m

ñòðîê âåñà 1. Óäàëèì èç ìàòðèöû ýòè ñòðîêè âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ñòîëáöàìè è ðàññìîòðèì îñòàâøóþñÿ ìàòðèöó A′ ðàçìåðà (n−q)× (m−q).
Î÷åâèäíî C+(A′) = C+(A).

Â ìàòðèöå A′ íåò ñòðîê âåñà 0 è 1. Ïîýòîìó êàæäàÿ åå ñòðîêà σi (òî÷-
íåå, áóëåâà ñóììà ïåðåìåííûõ â ñòðîêå) âû÷èñëÿåòñÿ íà âûõîäå íåêîòîðî-
ãî äèçúþíêòîðà ñõåìû êàê σi = bi,0 ∨ bi,1. Ïðè ýòîì íèêàêîé âûõîä ñõåìû
íå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ äðóãîãî âûõîäà (íåñðàâíèìîñòü
ñòðîê). Îáîçíà÷èì B = {bi,k} = X ∪ Y , ãäå X � ìíîæåñòâî ñòðîê èç B
âåñà 1, Y � îñòàëüíûå ýëåìåíòû B.

Äëÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà B ïðè óñëîâèè |B∨B| ≥ n−q ìîæíî óêàçàòü
òðèâèàëüíóþ îöåíêó |B| ≥

√
2(n− q).

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X îöåíèì êàê |X| ≤ m − q. Áóëåâû ñóììû èç
ìíîæåñòâà Y âû÷èñëÿþòñÿ íà âíóòðåííèõ äèçúþíêòîðàõ ñõåìû, êîòîðûõ,
òàêèì îáðàçîì íå ìåíüøå |Y | ≥

√
2(n− q)−m+q. Ñêëàäûâàÿ ýòó îöåíêó ñ

÷èñëîì âûõîäíûõ äèçúþíêòîðîâ n− q, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî èìïëèêàíò ôóíêöèè T k

n � âñåâîçìîæíûå
ìîíîìû n ïåðåìåííûõ ñòåïåíè íå ìåíüøå k. Ìîíîìû ñòåïåíè k ñîñòàâëÿþò
ìíîæåñòâî ïðîñòûõ èìïëèêàíò25.

Òåîðåìà 3.13. Äëÿ n ∈ N âûïîëíåíî CBM
(T 2

n) > 2n+
√
n/8− 1/4− 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñõåìà S, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ T 2
n(x1, . . . , xn),

ñîäåðæèò L êîíúþíêòîðîâ, âû÷èñëÿþùèõ ôóíêöèè ui = gi,0 · gi,1, i =

1, . . . , L (çäåñü gi,α � ôóíêöèè íà âõîäàõ êîíúþíêòîðîâ). Ðàññìîòðèì
îñíîâíîé ñëó÷àé, êîãäà n ≥ 3 è 2L < n.

Ïîäñõåìà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ äèçúþíêòîðîâ ñõåìû S, âû÷èñëÿåò ôóíê-
öèè gi,α êàê áóëåâû ñóììû ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn è ôóíêöèé u1, . . . , uL.
Ïîäñõåìà òàêæå âû÷èñëÿåò åùå îäíó ñóììó, ñîîòâåòñòâóþùóþ âûõîäó ñõå-
ìû S, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòîðîì, íî ýòó ñóììó ìû íå áóäåì áðàòü â
ðàñ÷åò26.

25Îïðåäåëåíèÿ èìïëèêàíòû è ïðîñòîé èìïëèêàíòû ñì. â �2.2.1.
26Â âûðîæäåííîì ñëó÷àå ñóììà gi,α ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ïåðåìåííîé èëè âû÷èñëÿòüñÿ íà âûõîäå

êîíúþíêòîðà. Òîãäà ìû âñå ðàâíî ôîðìàëüíî ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïóñòîå
ìíîæåñòâî äèçúþíêòîðîâ.
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Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòüþ ñõåìû S ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ
áóëåâ îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé A0 ðàçìåðà 2L× (n + L). Ðàññìîòðèì ïîäìàò-
ðèöó A1 ðàçìåðà 2L × n ìàòðèöû A0, îñòàâèâ ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèå
òîëüêî ïåðåìåííûì xi. Ïóñòü ìàòðèöà A1 ñîäåðæèò l íóëåâûõ ñòðîê, ÷òî
çíà÷èò: l ñóìì gi,α èìåþò òîëüêî u1, . . . , uL â êà÷åñòâå ñëàãàåìûõ. Óäàëèì
èç A1 íóëåâûå ñòðîêè è ïîëó÷èì ìàòðèöó A ðàçìåðà (2L − l) × n. Î÷å-
âèäíî, C+(A) = C+(A1) ≤ C+(A0). Äëÿ îöåíêè ñíèçó âåëè÷èíû C+(A)

ðàññìîòðèì ìàòðèöó AT . Åå ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþò ïåðåìåííûì x1, . . . , xn,
à ñòîëáöû � áóëåâûì ñóììàì gi,α, èñïîëüçóþùèì ýòè ïåðåìåííûå. Ïî ïî-
ñòðîåíèþ, ìàòðèöà íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ñòîëáöîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû AT ïîïàðíî íåñðàâíèìû. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå. Ïóñòü, ñêàæåì, äëÿ ïåðâûõ äâóõ ñòðîê σ1 è σ2 âûïîëíåíî
σ1 ≥ σ2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ëþáóþ ñóììó gi,α ïåðåìåííàÿ x2 âõîäèò òîëüêî
âìåñòå ñ x1. Êàê ñëåäñòâèå, íèêàêàÿ èç ôóíêöèé ui íå ñîäåðæèò ïðîñòóþ
èìïëèêàíòó x1x2. À çíà÷èò, ôóíêöèÿ, âû÷èñëÿåìàÿ íà âûõîäå ñõåìû S

(îíà ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé ñóììîé êàêèõ-òî èç u1, . . . , uL), òàêæå íå ñîäåðæèò
ïðîñòóþ èìïëèêàíòó x1x2, ïîýòîìó îòëè÷íà îò T 2

n . Ïðîòèâîðå÷èå.
Òåïåðü ïðè ïîìîùè ëåììû 3.11 è ñîîòíîøåíèÿ (3.31) ìû ìîæåì îöåíèòü

ñëîæíîñòü ìàòðèöû A êàê

C+(A) ≥ 2(n− 2L+ l) +
√

2(n− 2L+ l).

Òîãäà ñëîæíîñòü ñõåìû S îöåíèâàåòñÿ ñíèçó êàê

C+(A0) + L ≥ C+(A) + L ≥
≥ 2n− 3L+ 2l +

√
2(n− 2L+ l) ≥ 2n− 3L+

√
2(n− 2L).

Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ óíèâåðñàëüíóþ íèæíþþ îöåíêó 2n − 4 äëÿ ÷èñëà
äèçúþíêòîðîâ â ëþáîé ñõåìå, âû÷èñëÿþùåé T 2

n , ïîëó÷àåì

CBM
(T 2

n) ≥ min
L

max
{

2n+ L− 4, 2n− 3L+
√

2(n− 2L)
}
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìèíèìóì â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ
ïðè L =

√
n/8− 15/64 + 7/8, îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû (ïðè

2L < n). Â ñëó÷àå 2L ≥ n ïðîñòî âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé CBM
(T 2

n) ≥ 2n +

L− 4.
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3.4.2 Íèæíÿÿ îöåíêà â êëàññå ñõåì ãëóáèíû 3

Áîëåå àêêóðàòíûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò óòî÷íèòü îöåíêó òåîðåìû 3.13
äî CBM

(T 2
n) ≥ 2n +

√
2n/3 − O(1). Íî è òàêàÿ îöåíêà îñòàâëÿåò çàçîð

âåëè÷èíû Θ(
√
n) äî íàèëó÷øåé èçâåñòíîé âåðõíåé îöåíêè CBM

(T 2
n) ≤

2n + 2
√
n + O( 4

√
n) (ñì. [103]). Îäíàêî ïðè äîïîëíèòåëüíîì åñòåñòâåí-

íîì îãðàíè÷åíèè íà âèä ñõåì ýòîò çàçîð ìîæíî ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü.
Èçâåñòíûå êîíñòðóêöèè ñõåì, äîñòàâëÿþùèå âåðõíþþ îöåíêó, ñîäåðæàò
îäèí ñëîé êîíúþíêòîðîâ, ò. å. ñõåìû èìåþò ãëóáèíó (àëüòåðíèðîâàíèÿ) 3,
ñì. [103, 209, 124, 13].

Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî â êëàññå ñõåì ãëóáèíû 3 (èíà÷å ãîâîðÿ,
∨∧∨

-
ñõåì) óêàçàííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íå ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óëó÷øåíà,
óñòàíîâèâ íèæíþþ îöåíêó C(3)

BM
(n) ≥ 2n+2

√
n−O(1). ×åðåç C(3) îáîçíà÷åí

ôóíêöèîíàë ñëîæíîñòè ñõåì ãëóáèíû 3.
Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ íàïîìíèì âûâîä âåðõíåé îöåíêè. Ïóñòü ìíî-

æåñòâî èç n ïåðåìåííûõ çàíóìåðîâàíî äâóìÿ èíäåêñàìè xi,j, i = 1, . . . , p,
j = 1, . . . , s, ãäå ps ≥ n. Îáîçíà÷èì ui =

∨
xi,j è vj =

∨
xi,j. Òîãäà

T 2
n({xi,j}) = T 2

p (u1, . . . , up) ∨ T 2
s (v1, . . . , vs),

ïîýòîìó
C

(3)
BM

(T 2
n) ≤ 2n− p− s+ 1 + C

(3)
BM

(T 2
p ) + C

(3)
BM

(T 2
s ),

ïîñêîëüêó âñå ñóììû ui è vj âû÷èñëÿþòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ 2n − p − s. Äî-
ñòàòî÷íî âûáðàòü p = s ≈

√
n.

Äîêàçûâàåìàÿ äàëåå íèæíÿÿ îöåíêà îïèðàåòñÿ íà èçâåñòíóþ òåîðåìó
Â. Ìàíòåëÿ [160]: åñëè ãðàô íà N âåðøèíàõ íå ñîäåðæèò òðåóãîëüíèêîâ
(ïîëíûõ ãðàôîâ íà òðåõ âåðøèíàõ), òî â íåì íå áîëåå N 2/4 ðåáåð. Íåñêîëü-
êî äîêàçàòåëüñòâ òåîðåìû ïðèâåäåíû â [144].

Ëåììà 3.12. Ïóñòü A � áóëåâà ìàòðèöà ðàçìåðà n × 2m, n > 2m,

íå èìåþùàÿ íóëåâûõ ñòîëáöîâ, ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: ïðè ëþáîì

i = 1, . . . ,m ñòîëáöû ñ íîìåðàìè 2i − 1 è 2i (íóìåðàöèÿ ñ 1) íå èìåþò

äâóõ åäèíèö â îäíîé è òîé æå ñòðîêå; áóëåâà ñóììà ëþáûõ äâóõ ñòðîê

ñîäåðæèò äâå åäèíèöû â íåêîòîðîé ïàðå ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè 2i − 1 è
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2i. Òîãäà

C+(A) ≥ n+ 2
√
n− 2m+ 3− 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè n ≥ 3 ìàòðèöà ñîäåðæèò íå
áîëåå îäíîé ñòðîêè âåñà 1. Îñòàëüíûå íå ìåíåå ÷åì n−1 ñòðîê âû÷èñëÿþòñÿ
íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ ñõåìû. Êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.11, îáîçíà÷èì
÷åðåç B = {bi,α | i = 1, . . . , n, α ∈ {0, 1}} ìíîæåñòâî ñòðîê, ñóììû êîòîðûõ
äàþò âñå ñòðîêè σi ìàòðèöû, σi = bi,0 ∨ bi,1, |σi| > 1.

Ðàññìîòðèì ãðàô G, âåðøèíû êîòîðîãî áåç ïîâòîðåíèé ïîìå÷åíû ýëå-
ìåíòàìè ìíîæåñòâà B, à ðåáðî ìåæäó âåðùèíàìè b è b′ èìååòñÿ â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà b ∨ b′ ÿâëÿåòñÿ ñòðîêîé ìàòðèöû A.

Ãðàô íå ñîäåðæèò òðåóãîëüíèêîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âåðøèíû b1, b2,
b3 îáðàçóþò òðåóãîëüíèê, òî ìàòðèöà A ñîäåðæèò ñòðîêè b1 ∨ b2, b1 ∨ b3 è
b2 ∨ b3. Ïî óñëîâèþ ëåììû, ñóììà (ëþáûõ äâóõ èç) ýòèõ ñòðîê b1 ∨ b2 ∨ b3
èìååò åäèíèöû â íåêîòîðûõ ñòîëáöàõ 2i è 2i + 1, íî òîãäà îáå åäèíèöû
ïðèñóòñòâóþò â êàêîé-òî èç ñóìì bj ∨ bk, 1 ≤ j < k ≤ 3, çíà÷èò, ýòà ñóììà
íå ìîæåò áûòü ñòðîêîé ìàòðèöû. Ïðîòèâîðå÷èå.

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç X ìíîæåñòâî ñòðîê èç B âåñà 1, çàìåòèì, ÷òî íèêàêàÿ
âåðøèíà ãðàôà íå ìîæåò èìåòü áîëåå äâóõ îáùèõ ðåáåð ñ âåðøèíàìè èç X.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè e1, e2, e3 ∈ X, òî σ ∨ e1, σ ∨ e2, σ ∨ e3 íå ìîãóò áûòü
òðåìÿ ñòðîêàìè ìàòðèöû A (ïîñêîëüêó îáà óñëîâèÿ ëåììû íå âûïîëíèìû
äëÿ ñòðîê e1, e2, e3).

Îöåíèì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Y = B \ X. Ãðàô G, ïî îïðåäåëåíèþ,
ñîäåðæèò íå ìåíåå n − 1 ðåáåð. Ïðè ýòîì ïîäãðàô íà âåðøèíàõ èç Y ñî-
äåðæèò íå áîëåå |Y |2/4 ðåáåð (ïî òåîðåìå Ìàíòåëÿ), ïîäãðàô íà âåðøèíàõ
èç X � íå áîëåå |X| ðåáåð, ìíîæåñòâà X è Y ñîåäèíÿþòñÿ íå áîëåå ÷åì
2|Y | ðåáðàìè (èç-çà îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëî îáùèõ ðåáåð ñ âåðøèíàìè èç X).
Ïîýòîìó n ≥ |Y |2/4 + 2|Y |+ |X|+ 1, îòêóäà ñëåäóåò

|Y | ≥ 2
√
n− |X|+ 3− 4 ≥ 2

√
n− 2m+ 3− 4.

×èñëî âíóòðåííèõ äèçúþíêòîðîâ â ñõåìå, âû÷èñëÿþùåé ìàòðèöó A, íå
ìåíüøå ÷åì |Y |, ò. ê. âñå ñòðîêè èç Y èìåþò âåñ íå ìåíåå 2.

Òåîðåìà 3.14. Äëÿ n ∈ N âûïîëíåíî C(3)
BM

(T 2
n) ≥ 2n+ 2

√
n+ 27− 14.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåèçáûòî÷íàÿ
∨∧∨

-ñõåìà S ñ L êîíúþíêòîðàìè èìå-
åò ñòðîãî ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó: äèçúþíêòîðû ïåðâîãî ñëîÿ âû÷èñëÿþò
2L áóëåâûõ ñóìì ïåðåìåííûõ, ïîäàâàåìûõ íà âõîäû êîíúþíêòîðîâ; íà
âòîðîì ñëîå ðàñïîëîæåíû ïàðàëëåëüíî âñå L êîíúþíêòîðîâ; íà òðåòüåì
ñëîå � äåðåâî èç L− 1 äèçúþíêòîðîâ, â êîòîðîì ñóììèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû
óìíîæåíèé.

Îñòàåòñÿ òîëüêî îöåíèòü ñëîæíîñòü ìàòðèöûA, âû÷èñëÿåìîé äèçúþíê-
òîðàìè ïåðâîãî ñëîÿ. Ïóñòü âõîäàì êàæäîãî êîíúþíêòîðà ñîîòâåòñòâóþò
ñîñåäíèå ñòðîêè ìàòðèöû. Òîãäà ïðè n > 2L ìàòðèöà AT ðàçìåðà n × 2L

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 3.12: ïåðâîå óñëîâèå çàïðåùàåò ôóíêöèÿì,
âû÷èñëÿåìûì êîíúþíêòîðàìè, èìåòü èìïëèêàíòû äëèíû 1; âòîðîå óñëîâèå
îáåñïå÷èâàåò âû÷èñëåíèå âñåâîçìîæíûõ èìïëèêàíò ñòåïåíè 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ëåììû 3.12 ñ ó÷åòîì (3.31) âûâîäèì

C
(3)
BM

(T 2
n) ≥ C+(AT ) + n− 1 ≥ 2n+ 2

√
n− 4L+ 3− 6

è äàëåå

C
(3)
BM

(T 2
n) ≥ min

L
max

{
2n+ L− 4, 2n+ 2

√
n− 4L+ 3− 6

}
.

Ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè L = 2
√
n+ 27− 10, îòêóäà âûòåêàåò òðåáóåìîå.

Ïðè n ≤ 2L, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, óæå îöåíêà 2n+L− 4 âûøå äîêàçûâàå-
ìîé.
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4 Ïàðàëëåëüíûå ïðåôèêñíûå ñõåìû

4.1 Ââåäåíèå

Ïóñòü ◦ � áèíàðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå G.
Ìíîæåñòâî ôóíêöèé

x1 ◦ . . . ◦ xi, 1 ≤ i ≤ m, (4.1)

íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ïðåôèêñîâ (èëè ïðåôèêñíûõ ñóìì) óïîðÿäî÷åííîãî
íàáîðà ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â G. Ñõåìû èç
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ [49] íàä áàçèñîì {◦}, ðåàëèçóþùèå ñèñòåìó (1),
íàçûâàþò ïðåôèêñíûìè ñõåìàìè.

Ïðåôèêñíóþ ñõåìó ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü êàê ëèíåéíóþ ñõåìó ñ
îãðàíè÷åíèåì 2 íà ÷èñëî âõîäÿùèõ â âåðøèíó ðåáåð. Ïðè ýòîì â ôóíê-
öèîíàëå ñëîæíîñòè óäîáíåå ïîäñ÷èòûâàòü ÷èñëî âåðøèí ñõåìû (íå ñ÷èòàÿ
âõîäîâ), à íå ðåáåð. Òàêæå ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî îïåðàöèÿ ◦ ìîæåò
áûòü íåêîììóòàòèâíîé, ïîýòîìó ôèêñèðóåòñÿ ïîðÿäîê ðåáåð, âõîäÿùèõ â
êàæäóþ (ôóíêöèîíàëüíóþ) âåðøèíó.

×èñëî m (âõîäîâ ñõåìû) äàëåå áóäåì íàçûâàòü ïîðÿäêîì27 ñõåìû.
Ïðåôèêñíûå ñõåìû ïðèìåíÿþòñÿ âî ìíîãèõ òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàä-

íûõ çàäà÷àõ ñèíòåçà, íàïðèìåð, â çàäà÷å ðåàëèçàöèè ñóììàòîðà äâîè÷íûõ
÷èñåë, à òàêæå â çàäà÷àõ ñîðòèðîâêè, ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îá ýòèõ è íåêîòîðûõ äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ ïðåôèêñíûõ
ñõåì ðàññêàçûâàåòñÿ â [102].

Ñëîæíîñòü ñèñòåìû (4.1) î÷åâèäíî ðàâíà m − 1, îäíàêî ãëóáèíà ìè-
íèìàëüíîé ñõåìû òîæå ðàâíà m − 1. Åùå â 1960-å ãîäû â ñâÿçè ñ ïîòðåá-
íîñòÿìè ðÿäà ïðèëîæåíèé âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü ñòðîèòü ïàðàëëåëüíûå
ïðåôèêñíûå ñõåìû, ò. å. ñõåìû ãëóáèíû O(logm). Âîïðîñ: êàêîâà ìîæåò
áûòü ñëîæíîñòü òàêèõ ñõåì.

Äàëåå, åñëè îñîáî íå îãîâàðèâàåòñÿ èíîå, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü óíè-
âåðñàëüíûå ïðåôèêñíûå ñõåìû, ò. å. ïîäõîäÿùèå äëÿ âû÷èñëåíèé â ïðîèç-
âîëüíîì ìíîæåñòâå ñ îïåðàöèåé (G, ◦) � ýòî ñóùåñòâåííî äëÿ îáîñíîâàíèÿ
íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè.

27Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ ÷èñëî âõîäîâ íàçûâàåòñÿ øèðèíîé ñõåìû.
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Ïóñòü L(m) îçíà÷àåò ñëîæíîñòü ìèíèìàëüíîé (óíèâåðñàëüíîé) ïðå-
ôèêñíîé ñõåìû ïîðÿäêà m è ãëóáèíû dlog2me.

Íåñêîëüêî ïðîñòûõ êîíñòðóêöèé ïðåôèêñíûõ ñõåì, ïðèâîäÿùèõ ê îöåí-
êå L(m) = O(m logm), áûëî ïðåäëîæåíî â 1950�70 ãã. (ñì., íàïðè-
ìåð, [200, 150]). Â 1978 ã. Ð. Ëàäíåð è Ì. Ôèøåð [156] ïîëó÷èëè ëèíåéíóþ
âåðõíþþ îöåíêó ñëîæíîñòè

L(m) ≤ (4− o(1))m.

Â ñëó÷àå m = 2n áûëà óêàçàíà áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà

L(2n) ≤ 4 · 2n − Φn+5 + 1 = 4 · 2n −O(ϕn),

ãäå Φk � k-å ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è28, ϕ = (1 +
√

5)/2.
×óòü ïîçæå Ô. Ôè÷ [126, 127]29 äîêàçàëà ñëåäóþùèå íèæíþþ è âåðõ-

íþþ îöåíêè ñëîæíîñòè:(
31

3 − o(1)
)
2n ≤ L(2n) ≤

(
3421

792 − o(1)
)
2n.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, èçëàãàåìûé äàëåå, ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå ñîîò-
íîøåíèé

L(2n) = 3.5·2n−(8.5+3.5(n mod 2))2bn/2c+n+5, L(m) ≤ (3.5−o(1))m,

è ïîëó÷åí àâòîðîì â [217, 235].
Íåçíà÷èòåëüíîå îñëàáëåíèå óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè ãëóáèíû ïðåôèêñ-

íîé ñõåìû ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü åå ñëîæíîñòü, à òàêæå íåêî-
òîðûå äðóãèå ïðåäñòàâëÿþùèå ïðèêëàäíîé èíòåðåñ õàðàêòåðèñòèêè, íà-
ïðèìåð, âåòâëåíèå âûõîäîâ ýëåìåíòîâ. Ñëîæíîñòü, âïðî÷åì, ìîæåò áûòü
óëó÷øåíà òîëüêî äî èçâåñòíîãî ïðåäåëà, îïðåäåëÿåìîãî ñîîòíîøåíèåì

L+D ≥ 2m− 2, (4.2)
28×èñëî Ôèáîíà÷÷è Φk ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøèì ê ϕk/

√
5 öåëûì ÷èñëîì.

29Àâòîð íå èìåë âîçìîæíîñòè îçíàêîìèòüñÿ ñ ðàáîòîé [126], ïîýòîìó ðåçóëüòàòû Ôè÷ èçëàãàþòñÿ
ïî [127].
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ñïðàâåäëèâûì äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðåôèêñíîé ñõåìû ïîðÿäêà m, ñëîæíî-
ñòè L è ãëóáèíû D30. Ñõåìû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ îöåíêà (4.2), íàçû-
âàþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Ñèíòåç îïòèìàëüíûõ ïðåôèêñíûõ ñõåì ñ ðàçëè÷-
íûìè äîïîëíèòåëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ÿâëÿåòñÿ ïîïóëÿðíûì íàïðàâ-
ëåíèåì â ñõåìîòåõíèêå.

Íåñëîæíî ïîñòðîèòü îïòèìàëüíóþ ñõåìó ãëóáèíû 2dlog2me − 2 (ñì.,
íàïðèìåð, [61]). Ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ ãëóáèíà äëÿ îïòèìàëüíûõ ñõåì
ñîñòàâëÿåò logϕm − O(1). Òàêèå ñõåìû ïîñòðîåíû â ðàáîòå [214]. Áîëåå
òî÷íî, â [214] ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíûå ñõåìû ïîðÿäêà m è ãëóáèíû d

ñóùåñòâóþò äëÿ m ≤ Φd+3 − 1 è òîëüêî äëÿ òàêèõ m.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(m, k) ìèíèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïðåôèêñíîé ñõåìû

ïîðÿäêàm è ãëóáèíû dlog2me+k. Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî ñîäåðæàòåëüíûì
ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé k ≤ logϕm− log2m−O(1). Â [156, 127] ñòðîèëèñü ñõåìû,
äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþùèå ñîãëàøåíèþ ðåàëèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî
ïðåôèêñà x1 ◦ . . . ◦ xm ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé ãëóáèíîé dlog2me. Ñëîæ-
íîñòü ïðåôèêñíûõ ñõåì èç ýòîãî êëàññà îáîçíà÷èì ÷åðåç L′(m, k). Î÷åâèä-
íî, L(m, k) ≤ L′(m, k).

Â ðàáîòå [156] äîêàçàíû îöåíêè

L′(m, k) < (2 + 21−k)m− 2, L′(2n, k) ≤ (2 + 21−k)2n − Φn+5−k − k + 1,

à â ðàáîòå [127]:(
2 + 1

3 · 2
1−k − o(1)

)
2n ≤ L′(2n, k) ≤

(
2 + 421

792 · 2
1−k − o(1)

)
2n − k.

Óêàçàííûå îöåíêè óòî÷íåíû àâòîðîì â [217, 235]. Ñïðàâåäëèâî

L′(2n, k) = (2 + 2−k)2n − (5 + 2((n− k) mod 2))2b(n−k)/2c − k + 2,

L′(m, k) ≤ (2 + 2−k − o(1))m.

Âòîðàÿ îöåíêà âûïîëíåíà ïðè 1 ≤ k ≤ dlog2me − 2 è m→∞.
Ñëîæíîñòü ïðåôèñêíîé ñõåìû ìîæåò áûòü òàêæå óìåíüøåíà ïðè îñ-

ëàáëåíèè òðåáîâàíèÿ óíèâåðñàëüíîñòè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì
30Ýòî ñîîòíîøåíèå, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå óñòàíîâëåíî Ôè÷ [127] â ñîäåðæàòåëüíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå.

Îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà äàíà Ì. Øíèðîì â [201], íî ïðè ýòîì ñîïðîâîæäàåòñÿ èçëèøíå ãðîìîçäêèì
äîêàçàòåëüñòâîì.
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ïðåôèêñíûå ñõåìû ¾ïî ìîäóëþ 2¿: ñõåìû íàä áàçèñîì {⊕}, ãäå ⊕ �
àññîöèàòèâíàÿ áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî
x⊕ y ⊕ y = x (òàêîé îïåðàöèåé, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ
ïî ìîäóëþ 2)31. Ôàêòè÷åñêè â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè
ýêîíîìíûõ XOR-ñõåì äëÿ ïîëíîé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû. Äëÿ ñëîæíîñòè
âû÷èñëåíèé ïî ìîäóëþ 2 ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ L⊕(m) è L′⊕(m, k), àíàëî-
ãè÷íûå ââåäåííûì âûøå â ñëó÷àå óíèâåðñàëüíûõ ñõåì.

Â [217, 235] ïîêàçàíî, ÷òî

L⊕(m) ≤
(
3 3

11 − o(1)
)
m, L′⊕(m, k) ≤

(
2 + 3

11 · 4
1−k − o(1)

)
m,

ãäå 1 ≤ k ≤ d(log2m)/2e − 1 è m→∞.
Èçëîæåíèå ñëåäóåò ðàáîòå [235]. Â �4.2 ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ, ïðåäíàçíà÷åí-

íûå äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû ïðåôèêñíîé ñõåìû. Â �4.3 è �4.4 äîêàçûâàþò-
ñÿ ñîîòâåòñòâåííî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè äëÿ L(2n). Â �4.5 èçâëåêàþòñÿ
ñëåäñòâèÿ â îòíîøåíèè ñëîæíîñòè ïðåôèêñíûõ ñõåì ðàçëè÷íîé ãëóáèíû.
Â �4.6 óñòàíàâëèâàåòñÿ âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ L⊕(2n) è àíàëîãè÷íûå ñëåä-
ñòâèÿ. Â �4.7 ñîáðàíû íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ è çàìå÷àíèÿ î ïàðàëëåëüíûõ
ïðåôèêñíûõ ñõåìàõ ñ îãðàíè÷åíèåì íà âåòâëåíèå âûõîäîâ ýëåìåíòîâ.

4.2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ïîíÿòèÿ

Ââåäåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ (â îñíîâíîì, çàèìñòâîâàííûå èç [127]), ïîëåç-
íûå äëÿ àíàëèçà ñòðóêòóðû ïðåôèêñíîé ñõåìû.

Ïðåæäå çàìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ïðåôèêñíûõ ñóìì óíèâåðñàëüíû-
ìè ñõåìàìè (èëè ôîðìóëàìè) ñ âûõîäàìè ñõåìû ìîãóò ñîåäèíÿòüñÿ îðèåí-
òèðîâàííûìè ïóòÿìè òîëüêî ýëåìåíòû, íà âûõîäàõ êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ
ôóíêöèè âèäà xi ◦ xi+1 ◦ . . . ◦ xj.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, òî íàéäåòñÿ ôîðìóëà, ðåàëèçóþùàÿ
íåêîòîðóþ ïðåôèêñíóþ ñóììó èç (4.1), â êîòîðîé åñòü ïàðà ïåðåìåííûõ xj,

xk, ãäå j < k, òàêàÿ, ÷òî âõîæäåíèå ñèìâîëà xk â ôîðìóëå ïðåäøåñòâóåò
âõîæäåíèþ ñèìâîëà xj. Ïîêàæåì, ÷òî òàêàÿ ôîðìóëà íå ìîæåò âû÷èñëÿòü

31Êñòàòè, ïðåôèêñíàÿ ñõåìà íàä (GF (2), ⊕) âûïîëíÿåò ïðåîáðàçîâàíèå èç êîäèðîâêè Ãðåÿ â îáû÷íóþ
äâîè÷íóþ êîäèðîâêó ÷èñëà, ïîäðîáíåå ñì. â [27].
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ïðåôèêñíóþ ñóììó â íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïå (G, ◦) ñ ýëåìåíòàìè áåñêî-
íå÷íîãî ïîðÿäêà (íàïðèìåð, â ãðóïïå ñèììåòðèé îêðóæíîñòè). Ïîëîæèì
xj = a, xk = b è xi = e ïðè i 6= j, k, ãäå a, b, e ∈ G è e � åäèíèöà ãðóïïû.
Ïðåôèêñíàÿ ñóììà íà ýòîì íàáîðå àðãóìåíòîâ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå a ◦ b, à
ôîðìóëà � ëèáî b ◦ a, ëèáî al1 ◦ bl2 ◦ al3 ◦ . . ., ãäå âñå li ≥ 0 è

∑
i li ≥ 3. Â

ïåðâîì ñëó÷àå âûáåðåì a è b òàê, ÷òî a◦b 6= b◦a. Âî âòîðîì ñëó÷àå îäíî èç
÷èñåë la =

∑
l2i−1, lb =

∑
l2i áîëüøå 1. Ñ÷èòàÿ, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè,

÷òî la > 1, âûáåðåì â êà÷åñòâå a ýëåìåíò áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà è ïîëîæèì
b = e. Òîãäà â ñèëó ala 6= a çíà÷åíèÿ ïðåôèêñíîé ñóììû è ôîðìóëû íà
óêàçàííîì íàáîðå áóäóò ðàçëè÷íû.

Ïîýòîìó äàëåå ìû ìîæåì îãðàíè÷èòü ðàññìîòðåíèå òàêèìè ñõåìàìè, ó
êîòîðûõ íà âûõîäàõ âñåõ ýëåìåíòîâ ðåàëèçóþòñÿ ôóíêöèè âèäà xi ◦ xi+1 ◦
. . . ◦ xj.

Åñëè íà âûõîäå ýëåìåíòà v ðåàëèçóåòñÿ ôóíêöèÿ xi◦. . .◦xj, òî ïîñòàâèì
åìó â ñîîòâåòñòâèå ìåòêó λ(v) = [i; j]. Êàæäîìó âõîäó ñõåìû xi ïðèïèøåì
ìåòêó [i; i]. Òàêæå ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ëåâîãî è ïðàâîãî êîíöîâ ìåòêè:
l(v) = i è r(v) = j ñîîòâåòñòâåííî, è îáîçíà÷èì w(v) = r(v) − l(v) + 1 �
÷èñëî ñëàãàåìûõ âû÷èñëÿåìîé íà âûõîäå ýëåìåíòà v ñóììû, êîòîðîå áóäåì
íàçûâàòü øèðèíîé ýëåìåíòà v.

Ïóñòü â ýëåìåíò v âåäóò ðåáðà èç ýëåìåíòîâ v′ è v′′. Òîãäà äëÿ îäíîãî
èç ýòèõ ýëåìåíòîâ (äîïóñòèì, ÷òî äëÿ v′) âûïîëíåíî l(v′) = l(v), à äëÿ
äðóãîãî � r(v′′) = r(v). Â òàêîì ñëó÷àå ýëåìåíò v′ áóäåì íàçûâàòü ëåâûì
âõîäîì, à v′′ � ïðàâûì âõîäîì ýëåìåíòà v. Î÷åâèäíî, w(v) = w(v′)+w(v′′).
Ãëóáèíó, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåí ýëåìåíò v, îáîçíà÷èì ÷åðåç d(v).

Êëàññèôèöèðóåì ýëåìåíòû ïðåôèêñíîé ñõåìû S. Ïîäñõåìó, âû÷èñëÿþ-
ùóþ ìàêñèìàëüíóþ ïðåôèêñíóþ ñóììó x1 ◦ . . . ◦ xm, íàçîâåì êàðêàñíîé.
Îíà ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, ñîäåðæàùèì m− 1 ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, èç
êîòîðûõ íå áîëåå D + 1 ÿâëÿþòñÿ âûõîäàìè ñõåìû S, ãäå D � ãëóáèíà
ðàññìàòðèâàåìîé ïîäñõåìû. Ýëåìåíòû ýòîé ïîäñõåìû, íå ñîâïàäàþùèå ñ
âûõîäàìè ñõåìû S, áóäåì íàçûâàòü êàðêàñíûìè. Òå ýëåìåíòû ñõåìû S,
êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íè âûõîäàìè, íè êàðêàñíûìè, áóäåì íàçûâàòü èçáû-
òî÷íûìè.

Çàìåòèì, ÷òî ñõåìû áåç èçáûòî÷íûõ ýëåìåíòîâ, â êîòîðûõ ãëóáèíà ðåà-
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ëèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî ïðåôèêñà ñîâïàäàåò ñ ãëóáèíîé ñàìîé ñõåìû, â òî÷-
íîñòè îáðàçóþò ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ñõåì, îïðåäåëåííûõ âî ââåäåíèè
(ýòî ðàññóæäåíèå ëåãêî ïðåâðàòèòü â äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèÿ (4.2) �
ïðè ýòîì (4.2) îñòàåòñÿ âåðíûì, åñëè âìåñòî D ïîäñòàâèòü ãëóáèíó ðåàëè-
çàöèè ìàêñèìàëüíîãî ïðåôèêñà).
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x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

Â Â Â Â

Â Â
Â Ê Ê Ê

ÊÈ

[1;2] [3;4] [5;6] [7;8]

[1;3] [5;7] [5;8]
[1;4]

[1;5] [1;6] [1;7] [1;8]

Ðèñ. 8: Ïðåôèêñíàÿ ñõåìà ïîðÿäêà 8

Íà ðèñ. 8 èçîáðàæåíà ïðåôèêñíàÿ ñõåìà ïîðÿäêà 8 (îðèåíòàöèÿ ðåáåð
ñâåðõó âíèç). Ýëåìåíòû-âûõîäû, êàðêàñíûå ýëåìåíòû è èçáûòî÷íûé ýëå-
ìåíò îáîçíà÷åíû ñèìâîëàìè ¾Â¿, ¾Ê¿, ¾È¿ ñîîòâåòñòâåííî.

Êàðêàñíàÿ ïîäñõåìà ïðåôèñêíîé ñõåìû ïîðÿäêà m = 2n è ãëóáèíû
n îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ýëåìåíòû êàðêàñíîé ïîäñõåìû èìåþò ìåòêè
[i2k + 1; (i+ 1)2k], ãäå i = 0, . . . , 2n−k − 1 è k = 1, . . . , n.

4.3 Íèæíÿÿ îöåíêà

Ïåðâîíà÷àëüíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñòðóêòóðå ìèíèìàëüíîé ïðåôèêñíîé ñõå-
ìû äàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sr(m, d) ìíîæåñòâî ïðåôèêñ-
íûõ ñõåì ïîðÿäêà m è ãëóáèíû íå âûøå d, ó êîòîðûõ ëþáîé âûõîä, çàâè-
ñÿùèé îò áîëåå ÷åì r âõîäîâ ñõåìû, ðàñïîëîæåí íà áîëüøåé ãëóáèíå, ÷åì
âûõîä, â êîòîðîì ðåàëèçóåòñÿ ïðåôèêñ x1 ◦ . . . ◦ xr.

Ëåììà 4.1 (Ôè÷ [127]). Ïóñòü íà ñõåìå S äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ñëîæ-

íîñòè ñõåì èç Sr(m, d). Òîãäà âûõîä u∗ ñõåìû S, ðåàëèçóþùèé ôóíêöèþ

x1 ◦ . . . ◦ xr, ñîåäèíåí îðèåíòèðîâàííûìè ïóòÿìè ñ êàæäûì èç âûõîäîâ,

çàâèñÿùèõ áîëåå ÷åì îò r âõîäîâ ñõåìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ñõåìû ïîñëåäíåå óñëîâèå íå âûïîë-
íÿåòñÿ, òî â íåé èìåþòñÿ ýëåìåíòû, íå ÿâëÿþùèåñÿ âûõîäàìè è çàâèñÿ-
ùèå îò îáîèõ âõîäîâ xr è xr+1. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ ýëåìåíòîâ
÷åðåç M . Ïðåîáðàçóåì ñõåìó ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ýëåìåíò v ∈ M , êîòî-
ðîìó íå ïðåäøåñòâóþò äðóãèå ýëåìåíòû èç M , óäàëèì èç ñõåìû, à íà÷àëî
ðåáåð, èñõîäÿùèõ èç v, ïåðåíåñåì â ïðàâûé âõîä v′ ýëåìåíòà v. Çàìåòèì,
÷òî l(v′) = r + 1, ïîñêîëüêó íèêàêîé èç âõîäîâ v íå ïðèíàäëåæàë ìíîæå-
ñòâó M . Áóäåì ïîâòîðÿòü óêàçàííóþ ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð, ïîêà â ñõåìå
íå îñòàíåòñÿ ýëåìåíòîâ èç M .

Òåïåðü åñëè íåêîòîðûé ýëåìåíò u èñõîäíîé ñõåìû èìåë âõîä ñ ìåòêîé
[i; j], 1 < i ≤ r < j, òî â íîâîé ñõåìå ýëåìåíò u (ïðè óñëîâèè, ÷òî îí íå
áûë óäàëåí) áóäåò èìåòü âõîä ñ ìåòêîé [r + 1; j].

Îêîí÷àòåëüíî, ðåáðà, ñîåäèíÿâøèå âûõîäû u′′ è u′, äëÿ êîòîðûõ r(u′′) <
r = r(u∗) < r(u′), çàìåíèì ðåáðàìè, âåäóùèìè èç u∗ â u′. Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî íîâàÿ ñõåìà òàêæå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Sr(m, d) è èìååò ìåíüøóþ
ñëîæíîñòü. Íåñêîëüêî ïîäðîáíåå ñì. â [127].
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x1 x2n−1 x2n−1+1 x2n

u

S2n−1

S1
2n−1

Ðèñ. 9: Ñòðóêòóðà ñõåìû S2n

Î÷åâèäíî, ëþáàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñõåìà S2n ïîðÿäêà 2n è ãëóáèíû n ïðè-
íàäëåæèò ìíîæåñòâó

⋂n−1
i=0 S2i(2n, n). Â ÷àñòíîñòè, S2n ∈ S2n−1(2n, n). Òîãäà

îíà ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäñõåìû (ìèíèìàëüíóþ) ñõåìó S2n−1, ðåàëèçóþ-
ùóþ ñèñòåìó ïðåôèêñîâ 2n−1 ïåðåìåííûõ x2n−1+1, . . . , x2n. Ïðè ýòîì ó ëþáî-
ãî âûõîäà u′ ñõåìû S2n, äëÿ êîòîðîãî w(u′) > 2n−1, ëåâûì âõîäîì ÿâëÿåòñÿ
âûõîä u, ðåàëèçóþùèé ñóììó x1 ◦ . . . ◦ x2n−1, à ïðàâûì âõîäîì � ýëåìåíò
ñ ìåòêîé [2n−1 + 1; r(u′)], êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì ïîäñõåìû S2n−1 (ñì.
ðèñ. 9).

Äàëåå, êàê è â [127], áóäåì îöåíèâàòü ñíèçó êîëè÷åñòâî èçáûòî÷íûõ
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ýëåìåíòîâ â ñõåìå S2n.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû îñíîâàíî íà ïðîñòîì íàáëþäåíèè:

åñëè d(v) = h, òî w(v) ≤ 2h. Íàîáîðîò, åñëè w(v) > 2h−1, òî d(v) ≥ h.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü ýëåìåíò v ñõåìû S ðàñïîëîæåí íà ãëóáèíå h, è â ñõå-

ìå íåò êàðêàñíûõ ýëåìåíòîâ ñ ïðàâûì êîíöîì ìåòêè r(v), ðàñïîëîæåí-

íûõ íà ãëóáèíå áîëüøåé ÷åì k, ãäå k < h. Ïóñòü w(v) > 2h − 2h−s + 2k.

Òîãäà â ñõåìå ñîäåðæèòñÿ s èçáûòî÷íûõ ýëåìåíòîâ v1, . . . , vs òàêèõ, ÷òî

r(vi) = r(v), w(vi) ≥
(
w(v) mod 2h−i

)
> 2h−i − 2h−s + 2k. Ïðè ýòîì v1 ÿâ-

ëÿåòñÿ âõîäîì äëÿ v, ïðè ëþáîì i ýëåìåíò vi ÿâëÿåòñÿ âõîäîì äëÿ vi−1,

è d(vs) ≤ h− s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî s. Ïðè s = 0 äîêà-
çûâàòü íå÷åãî.

Ïóñòü s ≥ 1, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà äîêàçàíà äëÿ âñåõ ìåíüøèõ çíà-
÷åíèé s. Ïóñòü ýëåìåíòû v′ è v1 ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ëåâûì è ïðàâûì
âõîäàìè ýëåìåíòà v. Èç ñîîòíîøåíèé w(v) = w(v′) + w(v1) è w(v′) ≤ 2h−1

ñëåäóåò

w(v1) ≥ w(v)− 2h−1 =
(
w(v) mod 2h−1) > 2h−1 − 2h−s + 2k.

Ïîñêîëüêó w(v1) > 2k, òî ýëåìåíò v1 íå ìîæåò áûòü êàðêàñíûì, ñëåäîâà-
òåëüíî ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì. Î÷åâèäíî, d(v1) ≤ h − 1. Êðîìå òîãî, åñëè
s > 1, òî äëÿ ýëåìåíòà v1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû (ãäå h íàäî çàìåíèòü
íà h−1, à s � íà s−1). Òîãäà, ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, íàéäóòñÿ
åùå s−1 èçáûòî÷íûõ ýëåìåíòîâ v2, . . . , vs, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ
íà w(vi):

w(vi) ≥
(
w(v1) mod 2(h−1)−(i−1)

)
≥
(
w(v) mod 2h−i

)
> 2h−i − 2h−s + 2k.

Êàæäûé èç ýëåìåíòîâ vi ÿâëÿåòñÿ âõîäîì äëÿ vi−1. Ïðè ýòîì d(vs) ≤ d(v1)−
(s− 1) ≤ h− s.

Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàííàÿ ëåììà îáîñíîâûâàåò íàëè÷èå èçáûòî÷íîãî ýëå-
ìåíòà â ñõåìå èç ðèñ. 8 ïðè óñëîâèè, ÷òî âûõîä v ñ ìåòêîé [1; 7] äîëæåí
áûòü ðàñïîëîæåí íà ãëóáèíå 3.
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Äàëåå ïîä S ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïðåôèêñíàÿ ñõåìà ïîðÿä-
êà 2n è ãëóáèíû n. Êëþ÷åâîé â äîêàçàòåëüñòâå íèæíåé îöåíêè ñëîæíîñòè
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 4.3 (îñíîâíàÿ). Ïóñòü k,N,R ∈ N, N < 2k è R < 2n−2k−1, R

íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè. Òîãäà â ñõåìå S ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå N

èçáûòî÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ïðàâûìè êîíöàìè ìåòîê èç èíòåðâàëà

JN,R,k = [N2n−k−1 +R2k, N2n−k−1 + (R + 1)2k − 1]. (4.3)

Ïðè âûâîäå íèæíåé îöåíêè â [127] ôàêòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ ÷àñòíûé
ñëó÷àé ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, â êîòîðîì N = 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4.3 íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè íåêîòîðûå äî-
ïîëíèòåëüíûå ïîíÿòèÿ. Íî ïðåæäå ïîÿñíèì ñìûñë âûáîðà ïàðàìåòðîâ.

Ëåììà 4.4. Â óñëîâèÿõ ëåììû 4.3 äëÿ ëþáîãî êàðêàñíîãî ýëåìåíòà e ñõå-
ìû S ñ ïðàâûì êîíöîì ìåòêè r(e) ∈ JN,R,k âûïîëíåíî w(e) < R2k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî w(e) ≤ 2ν, ãäå 2ν � ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü
äâîéêè, êîòîðàÿ äåëèò r(e) (ñì. �4.2). Èç 0 < r(e) − N2n−k−1 < 2n−k−1

ñëåäóåò, ÷òî 2ν |
(
r(e)−N2n−k−1

)
. Åñëè R � íå ñòåïåíü äâîéêè, òîãäà

è r(e) − N2n−k−1 = R2k + R0, ãäå 0 ≤ R0 < 2k, íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ
äâîéêè. Çíà÷èò, 2ν ≤ (R2k + R0)/3 < R2k. Îêîí÷àòåëüíî èìååì w(e) ≤
2ν < R2k.

Çàïèøåì N â âèäå (k + 1)-ðàçðÿäíîãî äâîè÷íîãî ÷èñëà:

N = 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
p1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
s1

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
p2

. . . . . . 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
sq

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
pq+1

. (4.4)

×èñëî N ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçáèòûì íà áëîêè èç ïîñëåäîâàòåëüíî èäóùèõ
íóëåé è åäèíèö: p1 íóëåé â ñòàðøèõ ðàçðÿäàõ, çàòåì áëîê èç s1 åäèíèö è
ò.ä. Ïî ïîñòðîåíèþ, pq+1 ≥ 0, ïðî÷èå ïàðàìåòðû pi è si ïîëîæèòåëüíû.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îïèñûâàåò ñèòóàöèþ, â êîòîðîé ìû áóäåì ïðèìåíÿòü
ëåììó 4.2. Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ Pt =

∑t−1
i=1(pi + si) + pt è

Nt = N −
(
N mod 2k+1−Pt

)
= N −

(
2k+1−Pt − 2k+1−Pt−st

)
,

ãäå t = 1, . . . , q + 1 (çäåñü è âåçäå äàëåå ñóììà ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó
èíäåêñîâ ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé íóëþ).
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Ëåììà 4.5. Ïóñòü t ≤ q è ýëåìåíò v ñõåìû S ñ ïðàâûì êîíöîì

ìåòêè r(v) ∈ JN,R,k ðàñïîëîæåí íà ãëóáèíå n − Pt, ïðè ýòîì l(v) ≤
Nt2

n−k−1 + 1. Òîãäà â ñõåìå èìåþòñÿ st îòëè÷íûõ îò v èçáûòî÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ v1, . . . , vst
òàêèõ, ÷òî r(vi) = r(v), d(v) > d(v1) > . . . > d(vst

) è

l(vst
) ≤ Nt+12

n−k−1 + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

w(v) ≥ r(v)−Nt2
n−k−1 ≥ (N −Nt)2

n−k−1 +R2k =

=
(
N mod 2k+1−Pt

)
2n−k−1 +R2k =

=
(
2k+1−Pt − 2k+1−Pt−st

)
2n−k−1 +R2k > 2n−Pt − 2n−Pt−st + 2k0,

ãäå k0 � ìàêñèìàëüíàÿ ãëóáèíà êàðêàñíîãî ýëåìåíòà ñ ïðàâûì êîíöîì ìåò-
êè èç JN,R,k; ïîñëåäíèé ïåðåõîä ñïðàâåäëèâ â ñèëó ëåììû 4.4. Â ýòîì ñëó÷àå
ëåììà 4.2 ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå èñêîìûõ st èçáûòî÷íûõ ýëåìåíòîâ
è âûïîëíåíèå äëÿ èìåþùåãî íàèìåíüøóþ ãëóáèíó ñðåäè íèõ ýëåìåíòà vst

ñîîòíîøåíèé d(vst
) ≤ n− Pt − st è

w(vst
) ≥

(
w(v) mod 2n−Pt−st

)
≥
(
(r(v)−Nt2

n−k−1) mod 2n−Pt−st
)

=

= r(v)−N2n−k−1 +
(
(N −Nt)2

n−k−1 mod 2n−Pt−st
)

=

= r(v)−N2n−k−1 +
((
N mod 2k+1−Pt

)
2n−k−1 mod 2n−Pt−st

)
=

= r(v)−N2n−k−1 +
(
N mod 2k+1−Pt−st

)
2n−k−1 =

= r(v)−N2n−k−1 +
(
N mod 2k+1−Pt+1

)
2n−k−1 = r(v)−Nt+12

n−k−1.

Ñëåäîâàòåëüíî, l(vst
) ≤ Nt+12

n−k−1 + 1.

4.3.1 Ãðàô ñâÿçåé

Äëÿ ñõåìû S è ìíîæåñòâà JN,R,k ââåäåì ïîíÿòèå ãðàôà ñâÿçåé GN,R,k(S).
Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô GN,R,k(S) ñòðîèòñÿ ïîýòàïíî ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Ïåðâîíà÷àëüíî ãðàô ñîñòîèò èç 2k èçîëèðîâàííûõ âåðøèí zi, ãäå
i = 0, . . . , 2k − 1. Êàæäîé âåðøèíå zi ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò-âûõîä v0,i ñõå-
ìû S ñ ìåòêîé [1;N2n−k−1 +R2k + i]. Âñå âåðøèíû ãðàôà GN,R,k(S) èìåþò
òèï 0.
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Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíèì øàãè 0, . . . , q, ãäå q îïðåäåëÿåòñÿ
èç (4.4). Øàã ñ íîìåðîì t ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Äëÿ êàæäîé èç âåðøèí zi òèïà t â ïîðÿäêå óìåíüøåíèÿ èíäåêñà i âû-
ïîëíèì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó.

1) Ïóñòü i 6= 0, ïðàâûé âõîä ýëåìåíòà vt,i èìååò ëåâûé êîíåö ìåòêè
N2n−k−1 +R2k + i′+1 è ÿâëÿåòñÿ ëèáî êàðêàñíûì ýëåìåíòîì, ëèáî âõîäîì
ñõåìû. Îáîçíà÷èì ëåâûé âõîä ýëåìåíòà vt,i ÷åðåç vt,i′

0 . Åñëè ýëåìåíò vt,i′

óæå îïðåäåëåí, òî ïåðåîáîçíà÷èì ÷åðåç vt,i′ òîò èç ýëåìåíòîâ vt,i′, vt,i′

0 , êî-
òîðûé èìååò ìåíüøóþ ãëóáèíó (ïðè ðàâåíñòâå ãëóáèí ýëåìåíò íàçíà÷àåòñÿ
ïðîèçâîëüíî). Èíà÷å, ïîëîæèì vt,i′ = vt,i′

0 . Ïîñòàâèì ýëåìåíò vt,i′ â ñîîòâåò-
ñòâèå âåðøèíå zi′. Åñëè èç âåðøèíû zi óæå âûõîäèëî ðåáðî, òî óäàëèì åãî.
Cîåäèíèì âåðøèíû zi è zi′ ðåáðîì, îðèåíòèðîâàííûì â íàïðàâëåíèè zi′, è
íàçíà÷èì âåðøèíå zi′ òèï t.

2) (Ýòî óñëîâèå íå ïðîâåðÿåòñÿ íà ïîñëåäíåì øàãå q.) Åñëè d(vt,i) =

n− Pt+1, òî èçìåíèì òèï âåðøèíû zi íà t+ 1. Ïîñòàâèì åé â ñîîòâåòñòâèå
ýëåìåíò vt+1,i ñõåìû S, êîòîðûé â ëåììå 4.2 ïðè óñëîâèè v = vt,i è s = st+1

ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòó vs.
3) Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íè÷åãî íå äåëàåì.
Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ 1) è 2) íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî, ò. ê.

â ñëó÷àå d(vt,i) = n−Pt+1 ïðàâûé âõîä ýëåìåíòà vt,i ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì
ýëåìåíòîì.

Ïî ïîñòðîåíèþ, â ãðàôå ñâÿçåé âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ÿâëÿþòñÿ
êîðíåâûìè äåðåâüÿìè. Êîðíåâîå äåðåâî, â äàííîì ñëó÷àå, � ýòî äåðåâî ñ
îðèåíòàöèåé ðåáåð, â êîòîðîì åñòü âåðøèíà, íå èìåþùàÿ èñõîäÿùèõ ðåáåð
(êîðåíü), è ëþáàÿ èç âåðøèí ñîåäèíåíà ñ êîðíåì îðèåíòèðîâàííûì ïóòåì.
Ïðè ýòîì òèï âåðøèí ãðàôà ñâÿçåé íå óáûâàåò ïðè äâèæåíèè ïî ðåáðàì.

Ñòðóêòóðà ãðàôà GN,R,k(S) ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñíèçó êîëè÷åñòâî èçáû-
òî÷íûõ ýëåìåíòîâ â ñõåìå S ñ ïðàâûìè êîíöàìè ìåòîê èç JN,R,k. Ñôîðìó-
ëèðóåì íåñêîëüêî ïðåäâàðèòåëüíûõ íàáëþäåíèé.

Ëåììà 4.6. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) Âñå îïðåäåëåííûå â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ ãðàôà ñâÿçåé ýëåìåíòû

vt,i ðàçëè÷íû.

á) Ïðè t > 0 ýëåìåíòû vt,i ÿâëÿþòñÿ èçáûòî÷íûìè.
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â) d(vt,i) ≤ n− Pt+1 + pt+1. Åñëè t < q, òî d(vt,i) ≥ n− Pt+1.

ã) Äëÿ ëþáîãî t < q â ãðàôå ñâÿçåé íå ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ îðèåíòè-

ðîâàííàÿ öåïî÷êà, ñîåäèíÿþùàÿ pt+1 + 1 âåðøèí òèïà t.

ä) Åñëè ïðè i > 0 âåðøèíà zi òèïà t ÿâëÿåòñÿ êîðíåâîé, òî ïðàâûé

âõîä ýëåìåíòà vt,i ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ï. à) óñòàíàâëèâàåòñÿ òåì, ÷òî ýëåìåí-
òû, ðàçëè÷àþùèåñÿ â ïåðâîì èíäåêñå, èìåþò ðàçíóþ ãëóáèíó (ýòî ñëåäóåò
èç ï. â), à ðàçëè÷àþùèåñÿ âî âòîðîì � ðàçíûå ïðàâûå êîíöû ìåòîê.

Óòâåðæäåíèå ï. á) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ïðè t > 0 ýëåìåíò vt,i íå
ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì, êðîìå òîãî, îí íå ÿâëÿåòñÿ êàðêàñíûì ñîãëàñíî ëåì-
ìå 4.4. Äåéñòâèòåëüíî, l(vt,i) ≤ N2n−k−1 + 1 ïî ëåììå 4.5, ñëåäîâàòåëüíî
w(vt,i) ≥ R2k.

Ñîîòíîøåíèÿ ï. â) ïðè t = 0 âûïîëíåíû, ïîñêîëüêó ýëåìåíòû v0,i ÿâëÿ-
þòñÿ âûõîäàìè ñõåìû S. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà vt,i âåðõíþþ ãðàíèöó
ãëóáèíû n−Pt−st = n−Pt+1 +pt+1 äîñòàâëÿåò óñëîâèå 1) èëè 2), êîòîðûì
äàííûé ýëåìåíò îïðåäåëÿåòñÿ. Íèæíþþ ãðàíèöó äàåò îöåíêà øèðèíû ýëå-
ìåíòà vt,i. Èç ëåììû 4.5 ñëåäóåò l(vt,i) ≤ Nt+12

n−k−1 + 1, îòêóäà ïðè t < q

âûòåêàåò

w(vt,i) ≥ 2n−Pt+1 − 2n−Pt+1−st+1 +R2k > 2n−Pt+1−1.

Óòâåðæäåíèå ï. ã) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ï. â) è óñëîâèé 1), 2).
Óòâåðæäåíèå ï. ä) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî óñëîâèå 1) äëÿ âåðøèíû zi íå

âûïîëíÿåòñÿ íà øàãå t.
Ïåðåéäåì ê îöåíêå ÷èñëà èçáûòî÷íûõ ýëåìåíòîâ â ðàññìàòðèâàåìîì

ôðàãìåíòå ñõåìû S. Èñõîäÿ èç ñòðóêòóðû ãðàôà ñâÿçåé, âêëþ÷àþùåé ñî-
îòâåòñòâèå òèïîâ è âåðøèí, îöåíèì ÷èñëî èçáûòî÷íûõ ýëåìåíòîâ ñõåìû ñ
ïðàâûì êîíöîì ìåòêè N2n−k−1 +R2k + i, ãäå i = 0, . . . , 2k − 1.

Ïóñòü âåðøèíà zi èìååò òèï t. Ïóñòü â íåå âõîäèò ðåáðî, èñõîäÿùåå èç
âåðøèíû òèïà t′ > 0. Òîãäà ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ãðàôà ñâÿçåé îïðåäåëåí èçáû-
òî÷íûé ýëåìåíò vt′,i. Åñëè æå âåðøèíå zi ïðåäøåñòâóåò öåïî÷êà èç pt′ âåð-
øèí òèïà t′−1, òî òàêæå îïðåäåëåí ýëåìåíò vt′−1,i, ïðè÷åì d(vt′−1,i) = n−Pt′

ñîãëàñíî ï. â) ëåììû 4.6, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî óñëîâèþ 2), íàéäóòñÿ èç-
áûòî÷íûå ýëåìåíòû vt′−1,i, vt′,i, à òàêæå åùå st′−1 ðàñïîëîæåííûõ (ñ òî÷êè
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çðåíèÿ ãëóáèíû) ìåæäó íèìè èçáûòî÷íûõ ýëåìåíòîâ, íèêàêîé èç êîòîðûõ,
êàê ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç ï. â) ëåììû 4.6, íå ñîâïàäàåò ñ êàêèì-ëèáî ýëå-
ìåíòîì vt′′,i. Åñëè âåðøèíà zi, i > 0, ÿâëÿåòñÿ êîðíåâîé, òî ìîæíî óêàçàòü
åùå îäèí èçáûòî÷íûé ýëåìåíò � ïðàâûé âõîä ýëåìåíòà vt,i.

Ïîñêîëüêó âåðøèíà z0 âñåãäà ÿâëÿåòñÿ êîðíåâîé, êîëè÷åñòâî ó÷òåííûõ
òàêèì îáðàçîì èçáûòî÷íûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

IN,R,k(S) = µ(GN,R,k(S))− 1 +
∑

z∈GN,R,k(S)

q∑
t=1

c(z, t), (4.5)

ãäå µ(G) îáîçíà÷àåò ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G, à ôóíêöèÿ c(z, t)
îïðåäåëÿåòñÿ ïðè t ≥ 1 êàê

c(z, t) =


st, âåðøèíå z ïðåäøåñòâóåò öåïî÷êà èç pt âåðøèí òèïà t− 1;

1,
èíà÷å, åñëè âåðøèíà z èìååò òèï t èëè â âåðøèíó z

âõîäèò ðåáðî, èñõîäÿùåå èç âåðøèíû òèïà t;

0, èíà÷å.

Âåëè÷èíà IN,R,k(S) îáëàäàåò òåì íåäîñòàòêîì, ÷òî ñòðóêòóðà ãðàôà ñâÿ-
çåé íåäîñòàòî÷íà äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ, à òðåáóåòñÿ òàêæå èíôîðìàöèÿ î
òèïàõ âåðøèí. Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïåðåéòè
îò IN,R,k(S) ê áîëåå óíèâåðñàëüíîé õàðàêòåðèñòèêå, êîòîðàÿ áû äîñòàâëÿëà
îöåíêó ÷èñëà èçáûòî÷íûõ ýëåìåíòîâ, îïèðàÿñü òîëüêî íà òîïîëîãèþ ãðàôà
ñâÿçåé.

4.3.2 Ñòîèìîñòü ãðàôà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ ìíîæåñòâî ãðàôîâ, âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ êîðíåâûìè äåðåâüÿìè (ñ îðèåíòàöèåé ðåáåð â íàïðàâëåíèè êîð-
íÿ). Ïîä ãëóáèíîé âåðøèíû z ãðàôà G ∈ ∆ áóäåì ïîíèìàòü ìàêñèìàëüíóþ
äëèíó (êîëè÷åñòâî ðåáåð) îðèåíòèðîâàííîãî ïóòè, âåäóùåãî îò ëèñòà ãðà-
ôà ê äàííîé âåðøèíå, îáîçíà÷èì åå ÷åðåç dG(z). Ïîä ëèñòîì, êàê îáû÷íî,
ïîíèìàåòñÿ âåðøèíà, â êîòîðóþ íå âõîäÿò ðåáðà � ãëóáèíà ëèñòà ïîëàãà-
åòñÿ ðàâíîé íóëþ. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òîãî, ÷òî ãðàô G′ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì
ãðàôà G, áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü G′ ⊂ G.
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Äëÿ ãðàôà G ∈ ∆ ââåäåì ïîíÿòèå (p1, s1, . . . , pq, sq)-ñòîèìîñòè, ãäå
pi, si ∈ N äëÿ âñåõ i = 1, . . . , q. Ïðåäâàðèòåëüíî äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèé
îïðåäåëèì öåëî÷èñëåííûå èíòåðâàëû:

Mt(p1, . . . , pq) =

[
t∑

i=1

pi,

t+1∑
i=1

pi − 1

]
, 0 ≤ t < q,

Mq(p1, . . . , pq) =

[
q∑

i=1

pi, +∞

)
.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ (p1, s1, . . . , pq, sq)-ñòîèìîñòè âåðøèíû z ãðàôà G
êàê

CG
p1,s1,...,pq,sq

(z) =

q∑
t=1

cGp1,s1,...,pq,sq
(z, t),

ãäå

cGp1,s1,...,pq,sq
(z, t) =



st,
â âåðøèíó z âåäåò ðåáðî èç âåðøèíû z′, òàêîé,

÷òî dG(z′) =
∑t

i=1 pi − 1;

1,
èíà÷å, åñëè â âåðøèíó z âåäåò ðåáðî èç

âåðøèíû z′, òàêîé, ÷òî dG(z′) ∈Mt(p1, . . . , pq);

0, èíà÷å.

Òîãäà (p1, s1, . . . , pq, sq)-ñòîèìîñòü ãðàôà G îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Cp1,s1,...,pq,sq
(G) = µ(G)− 1 +

∑
z∈G

CG
p1,s1,...,pq,sq

(z).

Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ñòîèìîñòü îïðåäåëåíà è ïðè q = 0 êàê CG(z) = 0 è
C(G) = µ(G)− 1.

Ïðåæäå ÷åì ðàçúÿñíèòü ñâÿçü ñòîèìîñòè ñî ââåäåííîé ðàíüøå õàðàêòå-
ðèñòèêîé IN,R,k(S), äîêàæåì ïðîñòîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó òèïîì è ãëóáèíîé
âåðøèíû ãðàôà ñâÿçåé.

Ëåììà 4.7. Ïóñòü dGN,R,k(S)(z) ≥
∑t

i=1 pi, ãäå ïàðàìåòðû N,R, k îïðåäå-

ëåíû óñëîâèÿìè ëåììû 4.3, à pi îïðåäåëÿþòñÿ èç (4.4). Òîãäà òèï âåðøè-

íû z íå ìåíüøå, ÷åì t.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííóþ öåïî÷êó, îïðåäåëÿþùóþ
ãëóáèíó âåðøèíû z: ïî óñëîâèþ, îíà ñîåäèíÿåò íå ìåíåå

∑t
i=1 pi+1 âåðøèí,

â òîì ÷èñëå, ñîãëàñíî ï. â) ëåììû 4.6, íå áîëåå pi+1 âåðøèí êàæäîãî òèïà i.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òèï âåðøèíû z íå ìåíüøå, ÷åì t.

Ëåììà 4.8. Ïóñòü ïàðàìåòðû N,R, k îïðåäåëåíû óñëîâèÿìè ëåììû 4.3,

à pi, si îïðåäåëÿþòñÿ èç (4.4). Ïóñòü ëþáàÿ âåðøèíà ãðàôà GN,R,k(S) èìå-

åò ìèíèìàëüíûé òèï, óäîâëåòâîðÿþùèé ëåììå 4.7. Òîãäà IN,R,k(S) =

Cp1,s1,...,pq,sq
(GN,R,k(S)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé
c(z, t) â ôîðìóëå (4.5) è cGp1,s1,...,pq,sq

(z, t).
Èç äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ñòîèìîñòü ãðàôà ñâÿçåé GN,R,k(S)

ñîâïàäàåò ñ IN,R,k(S) â ñëó÷àå, êîãäà åãî âåðøèíû èìåþò ìèíèìàëüíî
âîçìîæíûé (ñ òî÷êè çðåíèÿ ëåììû 4.7) òèï. Â îáùåì ñëó÷àå âåëè÷èíà
Cp1,s1,...,pq,sq

(GN,R,k(S)) íå ìîæåò ñëóæèòü íèæíåé îöåíêîé äëÿ IN,R,k(S).
Îäíàêî ñïðàâåäëèâî áîëåå ñëàáîå óòâåðæäåíèå, ïîçâîëÿþùåå âñå æå èñ-
ïîëüçîâàòü ñòîèìîñòü äëÿ îöåíêè ñíèçó âåëè÷èíû IN,R,k(S).

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíèì ïîíÿòèå è îáîçíà÷åíèå ñòîèìî-
ñòè ãðàôà íà íåïóñòîå ìíîæåñòâî ãðàôîâ Γ ⊂ ∆:

Cp1,s1,...,pq,sq
(Γ) = min

G∈Γ
Cp1,s1,...,pq,sq

(G).

Äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà T ââåäåì îáîçíà÷åíèå

δ(T ) = {G | G ⊂ T,G ñîäåðæèò âñå âåðøèíû T} ∩∆.

Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 4.9. Ïóñòü ïàðàìåòðû N,R, k îïðåäåëåíû óñëîâèÿìè ëåììû 4.3,

à pi, si îïðåäåëÿþòñÿ èç (4.4). Òîãäà

IN,R,k(S) ≥ Cp1,s1,...,pq,sq
(δ(GN,R,k(S))).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòòàëêèâàÿñü îò ãðàôà ñâÿçåé GN,R,k(S), îïèøåì ïðî-
öåäóðó, â ïðîöåññå êîòîðîé óäàëÿþòñÿ íåêîòîðûå ðåáðà, ïðèâîäÿùóþ â ðå-
çóëüòàòå ê ãðàôó, ñòîèìîñòü êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò IN,R,k(S).
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Ãðàô â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç G′. Ïîäðàçó-
ìåâàÿ íàëè÷èå ñîîòâåòñòâèÿ òèïîâ è âåðøèí, îïðåäåëèì äëÿ ãðàôà G′ âå-
ëè÷èíû c′(z, t) è I(G′), àíàëîãè÷íûå âåëè÷èíàì c(z, t) è IN,R,k(S), îïðåäå-
ëåííûì äëÿ ãðàôà ñâÿçåé. Ïåðåä íà÷àëîì ïðåîáðàçîâàíèé G′ = GN,R,k(S)

è I(G′) = IN,R,k(S).
Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîé èç âåðøèí zi â ïîðÿäêå óìåíüøåíèÿ

èíäåêñà i âûïîëíèì ñëåäóþùåå äåéñòâèå. Åñëè òèï t âåðøèíû zi â ãðàôå G′

íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì (èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 4.7,
ïðèìåíÿåìîé ê ãðàôó G′ âìåñòî GN,R,k(S)), òî èçìåíèì òèï âåðøèíû íà
ìèíèìàëüíûé è óäàëèì âûõîäÿùåå èç íåå ðåáðî, åñëè òàêîå èìååòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðåä ýòîé îïåðàöèåé êîýôôèöèåíò c′(zi, t) ïîëîæèòå-
ëåí, à ïîñëå íåå îí îáíóëÿåòñÿ. Îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû c′(z, t′), z ∈ G′,
t′ = 1, . . . , q, íå óâåëè÷èâàþòñÿ (èçìåíèòüñÿ, è òîëüêî â ìåíüøóþ ñòîðîíó,
ìîãóò ëèøü êîýôôèöèåíò c′(z′, t) äëÿ âåðøèíû z′, â êîòîðóþ âåäåò ðåáðî
èç zi, è êîýôôèöèåíò c′(z′′, t + 1) äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû z′′ â öåïî÷êå,
èñõîäÿùåé èç zi). Çíà÷èò, íà ýòîì øàãå âåëè÷èíà I(G′) íå óâåëè÷èâàåò-
ñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî c′(zi, t) ñòðîãî óìåíüøàåòñÿ, à ÷èñëî µ(G′) êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1.

Ïîðÿäîê ïåðåáîðà âåðøèí îáåñïå÷èâàåò òî, ÷òî âñå âåðøèíû ñ áîëü-
øèìè ÷åì i èíäåêñàìè èìåþò ìèíèìàëüíûé òèï. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ
ãðàô G ∈ δ(GN,R,k(S)), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 4.8 (ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèé). Ñëåäîâàòåëüíî, I(G) = Cp1,s1,...,pq,sq

(G), îòêóäà
â ñèëó I(G) ≤ IN,R,k(S) âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Äîêàçàííàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì óíèâåðñàëüíîé,
ò. å. ïðèìåíèìîé ê ëþáîìó ãðàôó èç ∆, è íå çàâèñÿùåé îò èñõîäíîé ñõåìû
S õàðàêòåðèñòèêè ñòîèìîñòè.

Còðàòåãèÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü,
÷òî íàèìåíüøóþ ñòîèìîñòü ñðåäè äîïóñòèìûõ ãðàôîâ èìåþò ãðàôû îïðå-
äåëåííîãî âèäà, à èìåííî ïîäãðàôû ãèïåðïàðû. Âû÷èñëåíèå ìèíèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ ñòîèìîñòè äëÿ òàêèõ ãðàôîâ ïðèâåäåò ê íèæíåé îöåíêå ñòîèìîñòè
ãðàôà ñâÿçåé GN,R,k(S) è, êàê ñëåäñòâèå, ê ñôîðìóëèðîâàííîé â ëåììå 4.3
íèæíåé îöåíêå ÷èñëà èçáûòî÷íûõ ýëåìåíòîâ â ðàññìàòðèâàåìîì ôðàãìåí-
òå ñõåìû S.
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4.3.3 Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ãðàôîâ. Ãèïåðïàðû

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ãðàôîâ, ò. å. ìíîæåñòâî, â êîòîðîì íàé-
äåòñÿ ãðàô, èçîìîðôíûé ëþáîìó âîçìîæíîìó ãðàôó ñâÿçåé. Äëÿ ýòîãî
îïðåäåëèì ãðàô Tk ñ âåðøèíàìè z0, . . . , z2k−1 òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðåáðî,
ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû zi è zi′, è îðèåíòèðîâàííîå â íàïðàâëåíèè zi′, ñîäåð-
æèòñÿ â ãðàôå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà i− i′ = 2t è 2t | i äëÿ íåêîòîðîãî
t ≥ 0.

Ëåììà 4.10. GN,R,k(S) ∈ δ(Tk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, ãðàô Tk âêëþ÷àåò ðåáðî, âåäóùåå èç zi

â zi′, â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ýëåìåíò ñõåìû S ñ ìåòêîé [N2n−k−1+

R2k + i′ + 1;N2n−k−1 + R2k + i] ÿâëÿåòñÿ ëèáî êàðêàñíûì, ëèáî âõîäîì
ñõåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô Tk ñîäåðæèò âñå ðåáðà, êîòîðûå ìîãóò ïðè-
ñóòñòâîâàòü â ãðàôå GN,R,k(S) (â äàííîì ñëó÷àå, íåçàâèñèìî îò N è R).
Çíà÷èò, GN,R,k(S) ⊂ Tk.

Ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ãðàôîâ ìî-
æåò áûòü âûáðàíî ìíîæåñòâî δ(Tk). Èç íåå è ëåììû 4.9 íåìåäëåííî âûòå-
êàåò

Ñëåäñòâèå 4.1. Ïóñòü ïàðàìåòðû N,R, k îïðåäåëåíû óñëîâèÿìè ëåì-

ìû 4.3, à pi, si îïðåäåëÿþòñÿ èç (4.4). Òîãäà

IN,R,k(S) ≥ Cp1,s1,...,pq,sq
(δ(Tk)).

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé äàäèì åùå îäèí, ðåêóðñèâíûé
ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ãðàôà Tk, ïîïóòíî îïðåäåëÿÿ ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ

âåðøèí, ïðàâèëüíûõ è íåïðàâèëüíûõ ðåáåð. Ãðàô T0 ñîñòîèò èç åäèíñòâåí-
íîé âåðøèíû, îíà æå ÿâëÿåòñÿ îòìå÷åííîé. Ãðàô Tk ïîëó÷àåòñÿ èç äâóõ
ãðàôîâ Tk−1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äîáàâëÿþòñÿ ðåáðà, âåäóùèå èç êîðíå-
âîé âåðøèíû ïåðâîãî èç ãðàôîâ êî âñåì îòìå÷åííûì âåðøèíàì âòîðîãî
ãðàôà. (Ïîä êîðíåâîé âåðøèíîé ãðàôà Tk ïîíèìàåòñÿ âåðøèíà, èç êîòîðîé
íå âûõîäÿò ðåáðà.) Îòìå÷åííûìè âåðøèíàìè ãðàôà Tk ñ÷èòàþòñÿ îòìå÷åí-
íûå âåðøèíû ïåðâîãî ãðàôà, à òàêæå êîðíåâàÿ âåðøèíà âòîðîãî ãðàôà, îíà
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æå êîðíåâàÿ â ãðàôå Tk. Ìíîæåñòâî ïðàâèëüíûõ ðåáåð ãðàôà Tk îáðàçó-
þò ïðàâèëüíûå ðåáðà îáîèõ ãðàôîâ Tk−1 è ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå êîðíåâûå
âåðøèíû ýòèõ ãðàôîâ. Îñòàëüíûå ðåáðà ñ÷èòàþòñÿ íåïðàâèëüíûìè.

Ïðîñòåéøèå ãðàôû èç ñåìåéñòâà {Tk} èçîáðàæåíû íà ðèñ. 10: îðèåíòà-
öèÿ ðåáåð ñëåâà íàïðàâî, äëÿ âåðòèêàëüíûõ ðåáåð � ñíèçó ââåðõ, âûäåëåíû
îòìå÷åííûå âåðøèíû è ïðàâèëüíûå ðåáðà.
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Ðèñ. 10: Ãðàôû Tk

Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äâóìÿ îïðåäåëåíèÿìè ìîæíî óñìîòðåòü ïóòåì ââî-
äà íóìåðàöèè âåðøèí âî âòîðîì îïðåäåëåíèè. Ïóñòü âåðøèíà ãðàôà T0

íå èìååò íîìåðà. Ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôà Tk èç äâóõ ãðàôîâ Tk−1 ê íîìå-
ðàì âåðøèí ïåðâîãî ãðàôà áóäåì ïðèïèñûâàòü ñëåâà åäèíèöó, à ê íîìåðàì
âåðøèí âòîðîãî � íîëü. Òîãäà âåðøèíå zi èç ïåðâîãî îïðåäåëåíèÿ áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü âåðøèíà ñ íîìåðîì i â äâîè÷íîé çàïèñè.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî â êàæäóþ âåðøèíó ãðàôà Tk âõîäèò íå áîëåå
îäíîãî íåïðàâèëüíîãî ðåáðà, áîëåå òî÷íî, â îòìå÷åííûå âåðøèíû âõîäÿò
òîëüêî ïðàâèëüíûå ðåáðà, à â îñòàëüíûå � ïîìèìî ïðàâèëüíûõ ðîâíî ïî
îäíîìó íåïðàâèëüíîìó.

Îïðåäåëèì åùå îäíî âàæíîå ñåìåéñòâî ãðàôîâ � ãèïåðïàðû32.
Ãèïåðïàðà Hk � ýòî êîðíåâîå äåðåâî, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ãèïåðïàðà H0 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé âåðøèíû, îíà
æå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì. Äàëåå ïðè k > 0 ãèïåðïàðà Hk îáðàçóåòñÿ èç äâóõ
ãèïåðïàð Hk−1 ïóòåì ñîåäèíåíèÿ èõ êîðíåâûõ âåðøèí ðåáðîì. Ïðîñòåéøèå
ãèïåðïàðû èçîáðàæåíû íà ðèñ. 11 (îðèåíòàöèÿ ðåáåð ñíèçó ââåðõ).

32Ïîíÿòèå ãèïåðïàðû ïîçàèìñòâîâàíî èç ðàáîòû [192].
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Ðèñ. 11: Ãèïåðïàðû

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãèïåðïàðà Hk ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà Tk óäàëåíèåì âñåõ
íåïðàâèëüíûõ ðåáåð.

Ïóñòü â ãðàôå H ∈ ∆ îäíà èç êîðíåâûõ âåðøèí îòìå÷åíà êàê ãëàâíàÿ
êîðíåâàÿ âåðøèíà. Íàçîâåì êîìïîçèöèåé ãðàôîâ T ∈ ∆ è H ãðàô T ◦H,
ïîëó÷àåìûé ïîñòðîåíèåì ãðàôà T íà ãëàâíûõ êîðíåâûõ âåðøèíàõ ãðàôîâ,
èçîìîðôíûõ ãðàôó H. Çàìåòèì, ÷òî T ◦H ∈ ∆.

Â äàëüíåéøåì, åñëè âûáîð ãëàâíîé êîðíåâîé âåðøèíû ãðàôàH ïîíÿòåí
èç êîíòåêñòà, òî ýòà âåðøèíà áóäåò èìåíîâàòüñÿ ïðîñòî êîðíåâîé âåðøèíîé
ãðàôà H. Â ÷àñòíîñòè, ãëàâíîé â êîðíåâîì äåðåâå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííàÿ
êîðíåâàÿ âåðøèíà. Åñëè ãðàôH ′ âûáèðàåòñÿ èç ìíîæåñòâà δ(H),H ∈ ∆, òî
ãëàâíîé êîðíåâîé âåðøèíîé ãðàôà H ′ ñ÷èòàåì ãëàâíóþ êîðíåâóþ âåðøèíó
ãðàôà H.

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ïðîñòûå ñâîéñòâà ãèïåðïàð.
1) Êîìïîçèöèÿ äâóõ ãèïåðïàð ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïàðîé: ãèïåðïàðà Hk1+k2

èçîìîðôíà ãðàôó Hk1
◦Hk2

.
2) Äëÿ ëþáîé âåðøèíû z ãèïåðïàðû Hk ìàêñèìàëüíûé ñâÿçíûé ïîä-

ãðàô ñ êîðíåì â äàííîé âåðøèíå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïàðîé Hd, ãäå d = dHk
(z).

3) Ãëóáèíà êîðíåâîé âåðøèíû ãèïåðïàðû Hk ðàâíà k, â íåå âõîäÿò k
ðåáåð.

Â ãðàôå Tk (ðàâíî êàê è â Hk) ëþáàÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ êîðíåâîé äëÿ
íåêîòîðîãî ïîäãðàôà Ti (èëè Hi). Îïðåäåëèì ïîðÿäîê âåðøèíû z â ãðàôå
Tk (Hk) êàê íàèáîëüøèé èç èíäåêñîâ i, òàêèõ, ÷òî Tk (Hk) ñîäåðæèò ïîä-
ãðàô, èçîìîðôíûé ãðàôó Ti (Hi), ñ êîðíåâîé âåðøèíîé z (äàëåå ïî òåêñòó
â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ âìåñòî ¾ãðàô, èçîìîðôíûé Ti¿ áóäåò óïîòðåáëÿòüñÿ
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ïðîñòî ¾ãðàô Ti¿). Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ ãðàôà Tk, àëüòåðíàòèâíûì
îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ïîðÿäîê âåðøèíû êàê ÷èñëî âõîäÿùèõ â íåå
ïðàâèëüíûõ ðåáåð. Êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, ïîðÿäîê âåðøèíû ãèïåðïà-
ðû ðàâåí dHk

(z).
Ïî ïîñòðîåíèþ, èç âåðøèíû ïîðÿäêà i â ãðàôå Tk ïðàâèëüíîå ðåáðî âå-

äåò ê âåðøèíå áîëüøåãî ïîðÿäêà, à íåïðàâèëüíûå ðåáðà (â ñëó÷àå i > 0) �
ê âåðøèíàì ïîðÿäêà 0, . . . , i− 1, ïðè÷åì ýòè âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ öåïî÷-
êîé ïðàâèëüíûõ ðåáåð.

Íèæå, ãîâîðÿ îá èçîìîðôèçìå íà ìíîæåñòâå ãðàôîâ {Tk} è èõ ïîäãðà-
ôîâ, âñÿêèé ðàç ìû áóäåì èìåòü â âèäó íå òîëüêî òîïîëîãè÷åñêîå ñîâïà-
äåíèå, íî òàêæå ñîâïàäåíèå ïîðÿäêîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí, èñêëþ÷àÿ
êîðíåâûå. Â ÷àñòíîñòè, íàì óäîáíî, ÷òîáû âûðàæåíèå ¾ïîäãðàô Ti ñ êîð-
íåâîé âåðøèíîé v â ãðàôå Tk¿ îäíîçíà÷íî óêàçûâàëî íà ãðàô èç îïèñàííîé
âûøå ðåêóðñèâíîé ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ Tk (òîëüêî ó íåãî ïîðÿäêè âíóò-
ðåííèõ âåðøèí òàêèå, êàê â îïðåäåëåíèè ãðàôà Ti).

Äàëåå ìû ïåðåéäåì ê âûÿñíåíèþ çíà÷åíèé Cp1,s1,...,pq,sq
(δ(Hk)) è çàòåì

Cp1,s1,...,pq,sq
(δ(Tk)). Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå äîêàçûâàþòñÿ òåõíè÷åñêèå ëåì-

ìû 4.12, 4.13, 4.14, ïðåäîñòàâëÿþùèå èíñòðóìåíòàðèé äëÿ âñåõ äàëüíåéøèõ
ïîñòðîåíèé.

4.3.4 Ñòîèìîñòü ìíîæåñòâà ïîäãðàôîâ êîìïîçèöèè êîðíåâûõ

äåðåâüåâ

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåáðî ρ′ ãðàôà G ∈ ∆ çàâèñèò îò ðåáðà ρ, åñëè ïðè
óäàëåíèè ðåáðà ρ ãëóáèíà âåðøèíû, èç êîòîðîé âûõîäèò ðåáðî ρ′, óìåíü-
øàåòñÿ.

Ëåììà 4.11. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) Ìíîæåñòâî çàâèñÿùèõ îò ρ ðåáåð ãðàôà G ∈ ∆ îáðàçóåò îðèåíòè-

ðîâàííóþ öåïî÷êó (âîçìîæíî, ïóñòóþ), èñõîäÿùóþ èç âåðøèíû, â êîòî-

ðóþ âåäåò ðåáðî ρ.

Ïóñòü ýòà öåïî÷êà ñîñòîèò èç j ðåáåð ρ1, . . . , ρj, ñîåäèíÿþùèõ ïîñëå-

äîâàòåëüíî âåðøèíû z0, . . . , zj. Ïóñòü z � âåðøèíà, èç êîòîðîé èñõîäèò

ðåáðî ρ, à G′ � ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç G óäàëåíèåì ðåáðà ρ.
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á) Äëÿ j > 0 ïðè i < j ñïðàâåäëèâî dG(zi) = dG(z) + i+ 1.

â) Ïðè ëþáîì i = 1, . . . , j ìíîæåñòâî çàâèñÿùèõ îò ρi ðåáåð ãðàôà G

ñîâïàäàåò ñ ρi+1, . . . , ρj.

ã) Åñëè z′ 6= zi äëÿ ëþáîãî i = 0, . . . , j, òî CG′

p1,s1,...,pq,sq
(z′) =

CG
p1,s1,...,pq,sq

(z′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ï. à) ñëåäóåò èç ïðîñòîãî àíàëèçà ìíîæå-
ñòâà âåðøèí, ãëóáèíà êîòîðûõ ìîæåò èçìåíèòüñÿ ïðè óäàëåíèè ðåáðà ρ.

Óòâåðæäåíèå ï. á) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ãðàôå G (åäèíñòâåííàÿ) äëèí-
íåéøàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ öåïî÷êà îò ëèñòà ê âåðøèíå zi ïðîõîäèò ÷åðåç z.

Äëÿ ïðîâåðêè ï. â) îáîçíà÷èì ÷åðåç G′′ ãðàô, ïîëó÷àåìûé óäàëåíèåì
èç G ðåáðà ρi. Äëÿ ëþáîãî i′ ≥ i ñïðàâåäëèâî dG′′(zi′) ≤ dG′(zi′), ïîñêîëüêó
ìíîæåñòâî ëèñòüåâ, ñ êîòîðûìè ñîåäèíåíà îðèåíòèðîâàííûìè ïóòÿìè âåð-
øèíà zi′ â ãðàôå G′′, ñîäåðæèòñÿ â àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåìîì ìíîæåñòâå
ãðàôà G′. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè i ≤ i′ < j èìååì dG′′(zi′) < dG(zi′).

Äëÿ âåðøèíû zj ïðè ýòîì åñòü äâå âîçìîæíîñòè. Ëèáî îíà ÿâëÿåòñÿ
êîðíåâîé, ëèáî dG′(zj) = dG(zj). Â ïåðâîì ñëó÷àå äîêàçûâàòü íå÷åãî, âî
âòîðîì çàìåòèì, ÷òî â ãðàôå G íàéäåòñÿ îðèåíòèðîâàííàÿ öåïî÷êà äëèíû
dG(zj), âåäóùàÿ îò ëèñòà ê âåðøèíå zj, íå ñîäåðæàùàÿ ðåáðî ρj è, êàê
ñëåäñòâèå, íèêàêîå èç ðåáåð ρi. Ïîýòîìó dG′′(zj) = dG(zj).

Óòâåðæäåíèå ï. ã) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ãëóáèíà âåðøèí, èç êîòîðûõ
âåäóò ðåáðà â âåðøèíó z′, íå èçìåíÿåòñÿ ïðè óäàëåíèè ðåáðà ρ.

Ëåììà 4.12. Ïðîèçâîëüíîå ðåáðî ρ ìîæíî óäàëèòü èç ãðàôà G ∈ ∆,

âîçìîæíî, óäàëèâ ïðè ýòîì òàêæå íåñêîëüêî çàâèñÿùèõ îò íåãî ðåáåð,

òàê, ÷òî ñòîèìîñòü ãðàôà óâåëè÷èòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó j çàâèñÿùèõ îò ρ

ðåáåð.
Ïðè j = 0 ñòîèìîñòü âåðøèí ãðàôà ïðè óäàëåíèè ðåáðà íå óâåëè÷èâàåò-

ñÿ, à óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 òîëüêî ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ñëåäîâàòåëüíî
óòâåðæäåíèå ëåììû â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî.

Äîêàæåì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä îò j − 1 ê j. Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷å-
íèÿìè ëåììû 4.11.

ßñíî, ÷òî CG′

p1,s1,...,pq,sq
(z0) ≤ CG

p1,s1,...,pq,sq
(z0). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
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à) Ïóñòü CG′

p1,s1,...,pq,sq
(z0) < CG

p1,s1,...,pq,sq
(z0). Òîãäà óäàëèì èç G ðåáðî ρ1,

à òàêæå, âîçìîæíî, åùå íåñêîëüêî ðåáåð èç {ρi}, óâåëè÷èâ ñòîèìîñòü íå
áîëåå, ÷åì íà 1 (ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ �
îò ðåáðà ρ1 â ãðàôå G çàâèñÿò j − 1 ðåáåð). Ïîòîì óäàëèì ðåáðî ρ � ïðè
ýòîì ñòîèìîñòü íå óâåëè÷èòñÿ, ò. ê. óâåëè÷åíèå ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
ãðàôà êîìïåíñèðóåòñÿ óìåíüøåíèåì ñòîèìîñòè âåðøèíû z0.

á) Ïóñòü CG′

p1,s1,...,pq,sq
(z0) = CG

p1,s1,...,pq,sq
(z0). Ïóñòü dG(z) ∈Mt(p1, . . . , pq).

Âñåãäà âåðíî cG′

p1,s1,...,pq,sq
(z0, t

′) = cGp1,s1,...,pq,sq
(z0, t

′) ïðè t′ < t è t′ > t+1, ò. ê.
íàëè÷èå ðåáðà ρ íåñóùåñòâåííî äëÿ óêàçàííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü dG(z) =
∑t+1

i=1 pi− 1, òî, ó÷èòûâàÿ dG′(z0) < dG(z0),
èìååì cG

′

p1,s1,...,pq,sq
(z0, t) ≤ cGp1,s1,...,pq,sq

(z0, t) è cG
′

p1,s1,...,pq,sq
(z0, t + 1) = 0 <

st+1 = cGp1,s1,...,pq,sq
(z0, t + 1). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó ñòîèìîñòè âåð-

øèíû z0 â ãðàôàõ G è G′. Çíà÷èò, dG(z) 6=
∑t+1

i=1 pi − 1 è, êàê ñëåäñòâèå,
cG

′

p1,s1,...,pq,sq
(z0, t + 1) = cGp1,s1,...,pq,sq

(z0, t + 1) = 0. Òîãäà cG′

p1,s1,...,pq,sq
(z0, t) =

cGp1,s1,...,pq,sq
(z0, t) 6= 0. Ïîýòîìó çàêëþ÷àåì, ÷òî dG′(z0) ∈Mt(p1, . . . , pq).

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé

dG′(z0) + i− 1 ≤ dG′(zi−1) < dG(zi−1) = dG(z0) + i− 1

ðàâåíñòâà cG′

p1,s1,...,pq,sq
(zi, t) = cGp1,s1,...,pq,sq

(zi, t) è

cG
′

p1,s1,...,pq,sq
(zi, t+ 1) = cGp1,s1,...,pq,sq

(zi, t+ 1) = 0,

à âìåñòå ñ íèìè CG′

p1,s1,...,pq,sq
(zi) = CG

p1,s1,...,pq,sq
(zi) ñîõðàíÿþòñÿ ïðè âñåõ i ≤

j′, ãäå ëèáî j′ = j, ëèáî dG(zj′) =
∑t+1

i=1 pi − 1.
á.1) Â ñëó÷àå j′ = j ïðè óäàëåíèè ðåáðà ρ ñòîèìîñòü âñåõ âåðøèí ãðàôà

íå èçìåíÿåòñÿ, à ñòîèìîñòü ñàìîãî ãðàôà óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 çà ñ÷åò óâåëè-
÷åíèÿ ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ïîýòîìó óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî
â ýòîì ñëó÷àå.

á.2) Èíà÷å, åñëè dG(zj′) =
∑t+1

i=1 pi − 1, òî

cG
′

p1,s1,...,pq,sq
(zj′+1, t+ 1) ≤ cGp1,s1,...,pq,sq

(zj′+1, t+ 1) = st+1.

Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå j′ + 1 = j. Íî òîãäà
CG′

p1,s1,...,pq,sq
(zj) = CG

p1,s1,...,pq,sq
(zj), è ìîæíî ïðèìåíèòü ðàññóæäåíèå ï. á.1).
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Åñëè j′ + 1 < j, òî cG
′

p1,s1,...,pq,sq
(zj′+1, t + 1) = 0, îòêóäà âûòåêàåò

CG′

p1,s1,...,pq,sq
(zj′+1) < CG

p1,s1,...,pq,sq
(zj′+1). Àíàëîãè÷íî, êàê è â ñëó÷àå à), ïîëü-

çóÿñü èíäóêòèâíûì ïðåäïîëîæåíèåì, óäàëèì èç G ðåáðî ρj′+2, à òàêæå,
âîçìîæíî, åùå íåñêîëüêî ðåáåð èç {ρi} ñ óâåëè÷åíèåì ñòîèìîñòè íå áîëåå,
÷åì íà 1. Ïîòîì óäàëèì ðåáðî ρ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñòîèìîñòü íå óâåëè÷èò-
ñÿ, áëàãîäàðÿ óìåíüøåíèþ ñòîèìîñòè âåðøèíû zj′+1. Ñëó÷àé á) ïîëíîñòüþ
ðàññìîòðåí.

Ëåììà 4.13. Ïóñòü â ãðàôå G ∈ ∆ ïîäãðàô H ñ êîðíåâîé âåðøèíîé z

òàêîâ, ÷òî â ãðàôå G íåò ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû èç H \ {z}
è G \ H. Ïóñòü H ′ ∈ ∆, è ãðàô G′ ïîëó÷àåòñÿ èç G çàìåíîé ïîä-

ãðàôà H ãðàôîì H ′ (ïðè êîòîðîé êîðíåâàÿ âåðøèíà ãðàôà H ′ ñîâìåùà-

åòñÿ ñ âåðøèíîé z). Òîãäà, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ dH(z) ≥ dH ′(z) è

dG(z), dG′(z) ∈Mt(p1, . . . , pq) äëÿ íåêîòîðîãî t, à òàêæå(
CG

p1,s1,...,pq,sq
(z)− CH

p1,s1,...,pq,sq
(z)
)

+ Cp1,s1,...,pq,sq
(H) =(

CG′

p1,s1,...,pq,sq
(z)− CH ′

p1,s1,...,pq,sq
(z)
)

+ Cp1,s1,...,pq,sq
(H ′),

òî ñóùåñòâóåò ãðàô G′′, ïîëó÷àåìûé èç ãðàôà G′ óäàëåíèåì íåêîòîðûõ

ðåáåð â îðèåíòèðîâàííîé öåïî÷êå, èñõîäÿùåé èç âåðøèíû z, òàêîé, ÷òî

Cp1,s1,...,pq,sq
(G′′) ≤ Cp1,s1,...,pq,sq

(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå ðàñïîëîæåíèÿ ïîäãðàôà H âíóòðè ãðàôà G

(ïîäãðàô H ñîåäèíÿåòñÿ ñ îñòàëüíûì ãðàôîì òîëüêî ÷åðåç âåðøèíó z)
îçíà÷àåò, ÷òî èçìåíåíèå ñòîèìîñòè ãðàôà G, âîçíèêàþùåå ïðè çàìåíå H
íà H ′, ñêëàäûâàåòñÿ èç ðàçíîñòè ñòîèìîñòåé ýòèõ ïîäãðàôîâ, èçìåíåíèÿ
ñòîèìîñòè âåðøèíû z (ïðè ýòîì íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî ÷àñòè÷íî åå ñòîè-
ìîñòü ó÷èòûâàåòñÿ â ñòîèìîñòè ïîäãðàôîâ), à òàêæå èç èçìåíåíèÿ ñòîèìî-
ñòè âåðøèí â öåïî÷êå, èñõîäÿùåé èç z.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èçìåíåíèå ñòîèìîñòè ïîäãðàôà âìåñòå ñî ñòîèìî-
ñòüþ âåðøèíû z âûðàæàåòñÿ âåëè÷èíîé A2 − A1, ãäå

A1 =
(
CG

p1,s1,...,pq,sq
(z)− CH

p1,s1,...,pq,sq
(z)
)

+ Cp1,s1,...,pq,sq
(H)
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(ñòîèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ôðàãìåíòà äî çàìåíû), à

A2 =
(
CG′

p1,s1,...,pq,sq
(z)− CH ′

p1,s1,...,pq,sq
(z)
)

+ Cp1,s1,...,pq,sq
(H ′)

(ñòîèìîñòü ïîñëå çàìåíû). Ïî óñëîâèþ ëåììû A1 = A2. Ñëåäîâàòåëüíî,
ðàçíèöà â ñòîèìîñòè ãðàôîâ G è G′ îïðåäåëÿåòñÿ ñòîèìîñòüþ âåðøèí â
öåïî÷êå, èñõîäÿùåé èç z.

Åñëè èç âåðøèíû z íå âûõîäèò ðåáåð, òî Cp1,s1,...,pq,sq
(G′) =

Cp1,s1,...,pq,sq
(G), ïîýòîìó ïîëîæèìG′′ = G′. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí z = z0, z1, z2, . . . â îðèåíòèðîâàííîé öåïî÷êå,
íà÷èíàþùåéñÿ â âåðøèíå z.

Åñëè dG(z) = dG′(z), òî ñòîèìîñòü âåðøèí öåïî÷êè íå èçìåíèòñÿ, ïî-
ýòîìó òàêæå ïîëîæèì G′′ = G′. Èíà÷å çàìåòèì, ÷òî â ñèëó dH(z) ≥ dH ′(z)

äëÿ ëþáîãî j ñïðàâåäëèâî dG(zj) ≥ dG′(zj).
Åñëè dG(zj) ∈ Mt(p1, . . . , pq), ãäå j ≥ 1, òî CG

p1,s1,...,pq,sq
(zj) =

CG′

p1,s1,...,pq,sq
(zj), ò. ê. dG(zj−1), dG′(zj−1) ∈ Mt(p1, . . . , pq), ÷òî ñëåäóåò èç

óñëîâèÿ dG(z), dG′(z) ∈ Mt(p1, . . . , pq). Ïîýòîìó åñëè óñëîâèå dG(zj) ∈
Mt(p1, . . . , pq) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ âåðøèí öåïî÷êè, òî çàìåíà H íà H ′

íå èçìåíèò ñòîèìîñòè ãðàôà. Òîãäà ïîëîæèì G′′ = G′.
Èíà÷å, ïóñòü zk � ïåðâàÿ â öåïî÷êå âåðøèíà, äëÿ êîòîðîé dG(zk) ≥∑t+1

i=1 pi. Èçìåíåíèå âåëè÷èíû CG
p1,s1,...,pq,sq

(zk) â ðåçóëüòàòå çàìåíû H íà H ′

ìîæåò ïðîèçîéòè â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå dG(zk−1) =
∑t+1

i=1 pi − 1 >

dG′(zk−1) è òîëüêî â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ (çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ êîýôôèöè-
åíòà cGp1,s1,...,pq,sq

(zk, t+ 1)).
Åñëè dG′(zk) = dG(zk), òî Cp1,s1,...,pq,sq

(G′) ≤ Cp1,s1,...,pq,sq
(G), ïîýòîìó ïî-

ëîæèì G′′ = G′.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò. å. åñëè dG′(zk) < dG(zk), çàìåòèì, ÷òî dG(zk) =∑t+1

i=1 pi, ñëåäîâàòåëüíî

cGp1,s1,...,pq,sq
(zk, t+ 1) = st+1 > 0 = cG

′

p1,s1,...,pq,sq
(zk, t+ 1),

è çíà÷èò CG
p1,s1,...,pq,sq

(zk) > CG′

p1,s1,...,pq,sq
(zk). Â ýòîì ñëó÷àå óäàëèì ðåáðî,

âûõîäÿùåå èç âåðøèíû zk ãðàôà G, åñëè îíî åñòü, ìåòîäîì ëåììû 4.12.
Ïîëó÷åííûé ïðè çàìåíå H íà H ′ ãðàô íàçîâåì G′′. Âîçìîæíîå óâåëè÷å-
íèå ñòîèìîñòè ãðàôà íà 1 ïðè óäàëåíèè ðåáðà êîìïåíñèðóåòñÿ ïîñëåäóþ-
ùèì óìåíüøåíèåì ñòîèìîñòè âåðøèíû zk ïðè çàìåíå, à ñòîèìîñòü äðóãèõ
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âåðøèí öåïî÷êè íå èçìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó äåéñòâèòåëüíî, Cp1,s1,...,pq,sq
(G′′) ≤

Cp1,s1,...,pq,sq
(G).

Â äîêàçàííîé ëåììå îãðàíè÷åíèÿ dG(z), dG′(z) ∈ Mt(p1, . . . , pq) è A1 =

A2 (ôàêòè÷åñêè, A1 ≥ A2) ìîæíî ñíÿòü ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæå-
íèÿõ îòíîñèòåëüíî ãðàôà H ′.

Ëåììà 4.14. Ïóñòü â ãðàôå G ∈ ∆ ïîäãðàô H ñ êîðíåâîé âåðøèíîé z

òàêîâ, ÷òî â ãðàôå G íåò ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû èç H\{z} è G\H.

Ïóñòü H ′ ∈ ∆, è ãðàô G′ ïîëó÷àåòñÿ èç G çàìåíîé ïîäãðàôà H ãðàôîì H ′

(ïðè êîòîðîé êîðíåâàÿ âåðøèíà z′ ãðàôà H ′ ñîâìåùàåòñÿ ñ âåðøèíîé z).

Ïóñòü dH(z) ∈ Mt(p1, . . . , pq), dH ′(z′) ∈ Mt′(p1, . . . , pq) è CH ′

p1,s1,...,pq,sq
(z′) =∑t′

i=1 si.

Òîãäà, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèåCp1,s1,...,pq,sq
(H ′) < Cp1,s1,...,pq,sq

(H), dH ′(z′) > dH(z)

Cp1,s1,...,pq,sq
(H ′) +

∑t
t′+1 si ≤ Cp1,s1,...,pq,sq

(H), dH ′(z′) ≤ dH(z)
,

òî ñóùåñòâóåò ãðàô G′′, ïîëó÷àåìûé èç ãðàôà G′ óäàëåíèåì íåêîòîðûõ

ðåáåð â îðèåíòèðîâàííîé öåïî÷êå, èñõîäÿùåé èç âåðøèíû z, äëÿ êîòîðîãî

âûïîëíåíî

Cp1,s1,...,pq,sq
(G′′) ≤ Cp1,s1,...,pq,sq

(G).

Ïðè ýòîì, ãðàô G′′ ìîæåò áûòü âûáðàí òàê, ÷òî åñëè z � êîðíåâàÿ

âåðøèíà â ãðàôå G è dG(z) < dG′′(z), òî

Cp1,s1,...,pq,sq
(G′′) < Cp1,s1,...,pq,sq

(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé dH ′(z′) > dH(z). Òîãäà â ãðàôå G
óäàëèì ðåáðî, èñõîäÿùåå èç âåðøèíû z, åñëè îíî åñòü, ñïîñîáîì ëåììû 4.12,
çàòåì çàìåíèì ïîäãðàô H ãðàôîì H ′. Ïîëó÷åííûé ãðàô âûáåðåì â êà÷å-
ñòâå ãðàôà G′′. Ïîêàæåì, ÷òî âûáîð êîððåêòåí.

Ðàññìîòðèì èçìåíåíèå ñòîèìîñòè âåðøèíû z. Ïî óñëîâèþ ëåììû äëÿ
ëþáîãî i ≤ t′ âûïîëíåíî cH ′

p1,s1,...,pq,sq
(z′, i) = si. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì i

ñïðàâåäëèâî cH ′

p1,s1,...,pq,sq
(z′, i) ≥ cHp1,s1,...,pq,sq

(z, i). Îòñþäà âûòåêàåò

CG′

p1,s1,...,pq,sq
(z)− CH ′

p1,s1,...,pq,sq
(z′) ≤ CG

p1,s1,...,pq,sq
(z)− CH

p1,s1,...,pq,sq
(z).
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Òàêèì îáðàçîì, ñòîèìîñòü ãðàôà óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1 ïðè
óäàëåíèè ðåáðà è çàòåì óìåíüøàåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå H ′ âìåñòî H íà âå-
ëè÷èíó A1 − A2, ãäå

A1 =
(
CG

p1,s1,...,pq,sq
(z)− CH

p1,s1,...,pq,sq
(z)
)

+ Cp1,s1,...,pq,sq
(H),

A2 =
(
CG′

p1,s1,...,pq,sq
(z)− CH ′

p1,s1,...,pq,sq
(z′)
)

+ Cp1,s1,...,pq,sq
(H ′).

Ïðîâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ è óñëîâèå ëåììû ïîêàçûâàþò, ÷òî A1 >

A2. Çíà÷èò, â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòîèìîñòü íå óâåëè÷èâàåòñÿ.
Åñëè âåðøèíà z ÿâëÿåòñÿ êîðíåâîé â ãðàôå G, òî ïðè óêàçàííîì ïðåîá-

ðàçîâàíèè ñòîèìîñòü ñòðîãî óìåíüøàåòñÿ, ïîñêîëüêó íå òðåáóåòñÿ óäàëåíèå
èñõîäÿùåãî èç z ðåáðà.

á) Ïóñòü dH ′(z′) ≤ dH(z) (ýòî çíà÷èò, ÷òî t′ ≤ t). Îöåíèì ðàçíèöó â
ñòîèìîñòè ôðàãìåíòîâ ãðàôîâ G è G′ ñ êîðíåâîé âåðøèíîé z:

A1 =
(
CG

p1,s1,...,pq,sq
(z)− CH

p1,s1,...,pq,sq
(z)
)

+ Cp1,s1,...,pq,sq
(H) ≥

≥
q∑

i=t+1

cGp1,s1,...,pq,sq
(z, i) + Cp1,s1,...,pq,sq

(H ′) +
t∑

i=t′+1

si ≥

≥
q∑

i=t′+1

cG
′

p1,s1,...,pq,sq
(z, i) + Cp1,s1,...,pq,sq

(H ′) =

=
(
CG′

p1,s1,...,pq,sq
(z)− CH ′

p1,s1,...,pq,sq
(z′)
)

+ Cp1,s1,...,pq,sq
(H ′) = A2.

Åñëè A1 > A2, òî ïîñòóïèì òàê æå, êàê â ñëó÷àå à).
Èíà÷å çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî A1 = A2 âîçìîæíî, êàê ïîêàçûâàåò ïðî-

âåäåííàÿ âûøå âûêëàäêà, òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

cG
′

p1,s1,...,pq,sq
(z, i) = cGp1,s1,...,pq,sq

(z, i), i > t,

cG
′

p1,s1,...,pq,sq
(z, i) = cGp1,s1,...,pq,sq

(z, i) = si, t′ + 1 ≤ i ≤ t.

À ýòî çíà÷èò, ÷òî dG(z), dG′(z) ∈ Mt′′(p1, . . . , pq) ïðè íåêîòîðîì t′′. Òàêèì
îáðàçîì, âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 4.13. Ïîýòîìó, ïðè íåîáõîäèìîñòè óäà-
ëèâ èç ãðàôà G′ íåêîòîðûå ðåáðà â öåïî÷êå, èñõîäÿùåé èç âåðøèíû z, ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ãðàô G′′, èìåþùèé ñòîèìîñòü, íå áîëüøóþ, ÷åì ãðàô G.

Äàëåå ÷èñëî âåðøèí â ãðàôå G áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç |G|.
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Ëåììà 4.15. Ïóñòü T,H ∈ ∆ è äëÿ ãëàâíîé êîðíåâîé âåðøèíû z′ ãðàôà H

âûïîëíåíî dH(z′) = d+
∑t−1

i=1 pi ∈Mt−1(p1, . . . , pq). Òîãäà

Cp1,s1,...,pq,sq
(T ◦H) = Cpt−d, st,...,pq,sq

(T ) + |T | · Cp1,s1,...,pq,sq
(H).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì êîìïîçèöèè ðàññìîòðèì
ãðàô T ◦ H êàê âíåøíèé ãðàô T , ïîñòðîåííûé íà êîðíåâûõ âåðøèíàõ
âíóòðåííèõ ãðàôîâ, èçîìîðôíûõ ãðàôóH. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ZT ìíîæåñòâî
âåðøèí âíåøíåãî ïîäãðàôà, à ÷åðåç ZH � ìíîæåñòâî îñòàëüíûõ âåðøèí
ãðàôà T ◦H.

Ïóñòü z ∈ ZT . Ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

µ(T ◦H) = µ(T ) + |T |(µ(H)− 1),

CT◦H
p1,s1,...,pq,sq

(z) = CT
pt−d, st,...,pq,sq

(z) + CH
p1,s1,...,pq,sq

(z′).

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì

Cp1,s1,...,pq,sq
(T ◦H) =

= µ(T ◦H)− 1 +
∑
z∈ZT

CT◦H
p1,s1,...,pq,sq

(z) +
∑
z∈ZH

CT◦H
p1,s1,...,pq,sq

(z) =

= µ(T )− 1 + |T |(µ(H)− 1)+

+
∑
z∈ZT

(
CT

pt−d, st,...,pq,sq
(z) + CH

p1,s1,...,pq,sq
(z)
)

+
∑
z∈ZH

CH
p1,s1,...,pq,sq

(z) =

= Cpt−d, st,...,pq,sq
(T ) + |T | · Cp1,s1,...,pq,sq

(H).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñòîèìîñòè
ìíîæåñòâà ïîäãðàôîâ ãèïåðïàðû è ôîðìóëèðóåòñÿ â äîñòàòî÷íî îáùåì
âèäå ñ öåëüþ îõâàòèòü ðàçëè÷íûå ñëó÷àè, âîçíèêàþùèå ïðè àíàëèçå ñòî-
èìîñòè óêàçàííûõ ìíîæåñòâ. Ïåðåä òåì êàê åå ñôîðìóëèðîâàòü, ââåäåì
íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ, ìîòèâèðóåìûå ëåììîé 4.14.

Ïóñòü T � êîðíåâîå äåðåâî ñ êîðíåâîé âåðøèíîé z. Ïîëîæèì

θp1,s1,...,pq,sq
(T ) = min{dG(z) | G ∈ δ(T ), Cp1,s1,...,pq,sq

(G) = Cp1,s1,...,pq,sq
(δ(T ))},

δt
p1,...,pq

(T ) = δ(T ) ∩ {G |dG(z) ∈Mt(p1, . . . , pq)} ,

Ωt
p1,s1,...,pq,sq

(T ) =

 min
G∈δt

p1,...,pq (T )
Cp1,s1,...,pq,sq

(G), δt
p1,...,pq

(T ) 6= ∅

+∞, δt
p1,...,pq

(T ) = ∅
.
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Ëåììà 4.16. Ïóñòü T,H � êîðíåâûå äåðåâüÿ,

θp1,s1,...,pq,sq
(H) = d+

t′∑
i=1

pi ∈Mt′(p1, . . . , pq)

è äëÿ ëþáîãî t ≥ t′

Cp1,s1,...,pq,sq
(δ(H)) +

t∑
i=t′+1

si ≤ Ωt
p1,s1,...,pq,sq

(H). (4.6)

Ïóñòü äëÿ ãëàâíîé êîðíåâîé âåðøèíû z′ íåêîòîðîãî ãðàôà H0 ìèíè-

ìàëüíîé ñòîèìîñòè èç δ(H) âûïîëíÿåòñÿ dH0(z′) = θp1,s1,...,pq,sq
(H) è

CH0

p1,s1,...,pq,sq
(z′) =

∑t′

i=1 si. Òîãäà ìèíèìóì (p1, s1, . . . , pq, sq)-ñòîèìîñòè íà

ìíîæåñòâå δ(T ◦H) è ìèíèìóì ãëóáèíû êîðíåâîé âåðøèíû ñðåäè ìèíè-

ìàëüíûõ ïî ñòîèìîñòè ãðàôîâ äîñòèãàåòñÿ íà ãðàôå èç δ(T ) ◦H0. Ñïðà-

âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

Cp1,s1,...,pq,sq
(δ(T ◦H)) = Cpt′+1−d, st′+1,...,pq,sq

(δ(T )) + |T | · Cp1,s1,...,pq,sq
(δ(H)),

θp1,s1,...,pq,sq
(T ◦H) = θpt′+1−d, st′+1,...,pq,sq

(T ) + θp1,s1,...,pq,sq
(H).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ãðàô T ◦ H êàê âíåøíèé ãðàô T , ïîñòðîåííûé íà êîðíåâûõ âåðøèíàõ
âíóòðåííèõ ãðàôîâ, èçîìîðôíûõ ãðàôó H. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò îï-
òèìàëüíûé ïî ñòîèìîñòè ïîäãðàô ãðàôà T ◦ H, ñîäåðæàùèé öåëèêîì îï-
òèìàëüíûå ïîäãðàôû âíóòðåííèõ ãðàôîâ, è ìèíèìóì ãëóáèíû êîðíåâîé
âåðøèíû äîñòèãàåòñÿ èìåííî íà òàêîì ãðàôå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêà-
çàòü, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå G ∈ δ(T ◦H) ìîæíî çàìåíèòü ôðàãìåíò,
îáðàçîâàííûé ïåðåñå÷åíèåì ñ ëþáûì âíóòðåííèì ãðàôîì H, ãðàôîì H0,
ïðè íåîáõîäèìîñòè ïðîèçâåäÿ óäàëåíèå íåêîòîðûõ ðåáåð âî âíåøíåì ïîä-
ãðàôå, è ïðè ýòîì ñòîèìîñòü âñåãî ãðàôà íå âîçðàñòåò.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hz ôðàãìåíò ãðàôà G, îáðàçîâàííûé ïåðåñå÷åíèåì ñ
íåêîòîðûì âíóòðåííèì ãðàôîì ñ êîðíåâîé âåðøèíîé z. Äëÿ ïîäãðàôà Hz

ãðàôà G è ãðàôà G′, ïîëó÷àåìîãî èç G çàìåíîé Hz íà H0, âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ ëåììû 4.14. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè dHz

(z) < θp1,s1,...,pq,sq
(H) = dH0(z′), òî
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Hz íå ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè íà ìíîæåñòâå δ(H), ïîýòî-
ìó Cp1,s1,...,pq,sq

(Hz) > Cp1,s1,...,pq,sq
(H0). Èíà÷å, ò. å. åñëè dH0(z′) ≤ dHz

(z) ∈
Mt(p1, . . . , pq), ñîãëàñíî (4.6) âûïîëíåíî

Cp1,s1,...,pq,sq
(Hz) ≥ Cp1,s1,...,pq,sq

(H0) +
t∑

i=t′+1

si.

Âûïîëíèì çàìåíó Hz íà H0 ìåòîäîì ëåììû 4.14, êîòîðàÿ ãàðàíòèðó-
åò, ÷òî óäàëÿåìûå ïðè çàìåíå ðåáðà íå ïðèíàäëåæàì äðóãèì âíóòðåííèì
ïîäãðàôàì ãðàôà G.

Òàê ïîñòóïèì ñî âñåìè âíóòðåííèìè ïîäãðàôàìè ãðàôà G. Ñîãëàñ-
íî ëåììå 4.14 óâåëè÷åíèå ãëóáèíû êîðíåâîé âåðøèíû ãðàôà G âîçìîæ-
íî òîëüêî â ñëó÷àå óìåíüøåíèÿ ñòîèìîñòè, ÷òî îçíà÷àåò íåîïòèìàëüíîñòü
(èñõîäíîãî) ãðàôà G.

Òåïåðü ìîæíî îãðàíè÷èòü ðàññìîòðåíèå ãðàôàìè G ∈ δ(T ) ◦H0. Ïðî-
âåäåííîå âûøå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêèå ãðàôû äîñòàâëÿþò êàê
ìèíèìóì ñòîèìîñòè, òàê è ìèíèìóì ãëóáèíû êîðíåâîé âåðøèíû ñðåäè ìè-
íèìàëüíûõ ïî ñòîèìîñòè ãðàôîâ.

Òåì ñàìûì, ñòîèìîñòü ìíîæåñòâà δ(T ◦ H) ñîâïàäàåò ñî ñòîèìîñòüþ
ìíîæåñòâà δ(T ) ◦H0, à ñòîèìîñòü ïîñëåäíåãî îïðåäåëÿåòñÿ èç ëåììû 4.15.
Óòâåðæäåíèå ëåììû â îòíîøåíèè âåëè÷èíû θp1,s1,...,pq,sq

(T ◦ H) ñëåäóåò
íåìåäëåííî.

4.3.5 Ñòîèìîñòü ìíîæåñòâà ïîäãðàôîâ ãèïåðïàðû

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå óñòàíàâëèâàþòñÿ ïðîñòûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìèíè-
ìàëüíîé ñòîèìîñòè ïîäãðàôîâ ãèïåðïàð ðàçëè÷íîãî ðàçìåðà.

Ëåììà 4.17. Äëÿ ëþáûõ l ≤ p1 − 1 è t > 0 ñïðàâåäëèâî:

Cp1,s1,...,pq,sq
(δ(Hl)) = 0, θp1,s1,...,pq,sq

(Hl) = l, Ωt
p1,s1,...,pq,sq

(Hl) = +∞.

Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî k ≥ l âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

Cp1,s1,...,pq,sq
(δ(Hk)) = C1,s1,...,pq,sq

(δ(Hk−l)),

θp1,s1,...,pq,sq
(Hk) = θ1,s1,...,pq,sq

(Hk−l) + l.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü ïåðâîå óòâåðæäåíèå: î÷åâèäíî, ÷òî
ãðàô Hl ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ãðàôîì ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â δ(Hl).
Âòîðîå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ëåììû 4.16 ê ãðàôó Hk =

Hk−l ◦Hl.

Ëåììà 4.18. Ïóñòü ñâÿçíûé ïîäãðàô ãèïåðïàðû Hk ñîäåðæèò l > 0 âåð-

øèí, ê êîòîðûì âåäóò ðåáðà èç ëèñòüåâ ïîäãðàôà. Òîãäà îí ñîäåðæèò

âñåãî íå áîëåå l(k − 1) + 2 âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü l = 1 è t � ïîðÿäîê âåðøèíû, ñîåäèíåííîé ñ ëè-
ñòîì. Òîãäà ðàññìàòðèâàåìûé ïîäãðàô ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî ðåáðà, âõî-
äÿùèå â äàííóþ âåðøèíó (èõ íå áîëåå t) è îðèåíòèðîâàííóþ öåïî÷êó, âû-
õîäÿùóþ èç ýòîé âåðøèíû (åå äëèíà íå ïðåâîñõîäèò k− t). Ñëåäîâàòåëüíî,
â íåì íå áîëåå k + 1 âåðøèí.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî åñëè ñâÿçíûé ïîäãðàô ãèïåðïàðû Hk íå ñîäåðæèò
ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî êîðíåâóþ âåðøèíó ãèïåðïàðû ñ âåðøèíîé ïîðÿäêà
k − 1, òî îí ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì îäíîé èç ãèïåðïàð Hk−1 (ñì. ðèñ. 11).

Äîêàæåì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä îò l − 1 ê l. Ãðàô, èìåþùèé l âåðøèí,
ñîåäèíåííûõ ñ ëèñòüÿìè, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå ãðàôà ñ l−1

òàêèìè âåðøèíàìè è ãðàôîì ñ îäíîé òàêîé âåðøèíîé. Íàïðèìåð, â êà÷å-
ñòâå ïîñëåäíåãî ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó z ãëóáèíû 1 ñ ïó÷êîì
âõîäÿùèõ â íåå ðåáåð âìåñòå ñ öåïî÷êîé ðåáåð (âîçìîæíî, ïóñòîé), âûõî-
äÿùåé èç z è ñîäåðæàùåé âåðøèíû, íå ñîåäèíåííûå ñ ëèñòüÿìè.

Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îäèí èç ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ãè-
ïåðïàðû Hk−1. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, â ïåðâîì ãðàôå íå áîëåå
(l− 1)(k− 1) + 2 âåðøèí (èëè (l− 1)(k− 2) + 2 â ñëó÷àå ïîäãðàôà Hk−1), à
ïðè îáúåäèíåíèè ñî âòîðûì ãðàôîì â ñèëó òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷à-
åòñÿ ñâÿçíûé ãðàô, äîáàâëÿåòñÿ åùå íå áîëåå k− 1 (èëè ñîîòâåòñòâåííî k)
âåðøèí. Òîãäà ÷èñëî âåðøèí â îáúåäèíåíèè íå ïðåâîñõîäèò

max{(l− 1)(k− 1) + 2 + (k− 1), (l− 1)(k− 2) + 2 + k} ≤ l(k− 1) + 2.

Ëåììà 4.19. Ïóñòü k ≤ s1. Òîãäà

C1,s1,...,pq,sq
(δ(Hk)) = 2k − 1, θ1,s1,...,pq,sq

(Hk) = 0.
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Êðîìå òîãî,

C1,s1,...,pq,sq
(δ(Hs1+1)) = 2s1+1 − 2, θ1,s1,...,pq,sq

(Hs1+1) = 1

è äëÿ ëþáîãî t ≥ 1:

Ωt
1,s1,...,pq,sq

(Hk) ≥ 2k − 1 + (s1 − k) +
t∑

i=2

si,

Ωt
1,s1,...,pq,sq

(Hs1+1) ≥ 2s1+1 − 2 +
t∑

i=2

si.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãðàô G ∈ δ(Hk) ñîäåðæèò ñâÿçíûå êîìïîíåíòû
G1, . . . , Gj, îòëè÷íûå îò èçîëèðîâàííûõ âåðøèí. Ñëó÷àé j = 0 òðèâèà-
ëåí, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñëó÷àé j ≥ 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî Gi ∈ δ(Hk−1) ïðè i > 1. Ïóñòü ãðàô Gi ñîäåðæèò li âåðøèí, ñî-
åäèíåííûõ ñ ëèñòüÿìè. Òîãäà ïî ëåììå 4.18 â íåì âñåãî íå áîëåå li(k−2)+2

âåðøèí, åñëè i > 1, è íå áîëåå l1(k − 1) + 2 âåðøèí â ñëó÷àå i = 1.
Ïîëüçóÿñü îöåíêàìè

µ(G) = |G| −
j∑

i=1

(|Gi| − 1), C1,s1,...,pq,sq
(Gi) ≥ lis1,

ñòîèìîñòü ãðàôà òåïåðü ìîæíî îöåíèòü êàê

C1,s1,...,pq,sq
(G) = µ(G)− 1 +

j∑
i=1

C1,s1,...,pq,sq
(Gi) ≥

≥ |G| − 1 +

j∑
i=1

(lis1 − |Gi|+ 1) ≥

≥ 2k − 1 + l1(s1 − k + 1)− 1 +

j∑
i=2

(li(s1 − k + 2)− 1). (4.7)

Ïðè k ≤ s1 èìååì C1,s1,...,pq,sq
(G) ≥ 2k − 1. Îöåíêà ñòîèìîñòè 2k − 1

äîñòèãàåòñÿ íà ãðàôå, ñîñòîÿùåì èç âñåõ èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, îòêóäà
ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ ïåðâîé ÷àñòè ëåììû. Åñëè ãëóáèíà êîðíåâîé âåð-
øèíû ãðàôà G íå ìåíüøå 1, òî, ïîäñòàâëÿÿ l1 ≥ 1 â (4.7), ïîëó÷àåì
Ω1

1,s1,...,pq,sq
(Hk) ≥ 2k − 1 + (s1 − k).

176



Ïðè k = s1+1 ïðèõîäèì ê îöåíêå C1,s1,...,pq,sq
(G) ≥ 2k−2, ïðè÷åì ðàâåí-

ñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè |G1| = l1(k − 1) + 2, çíà÷èò, êîðíåâàÿ âåðøèíà
ãèïåðïàðû Hk íå ìîæåò áûòü èçîëèðîâàííîé â ãðàôå G. Óêàçàííàÿ îöåí-
êà äîñòèãàåòñÿ íà ãðàôå, ñîñòîÿùåì èç ïó÷êà ðåáåð, âõîäÿùèõ â êîðíåâóþ
âåðøèíó ãèïåðïàðû, è èçîëèðîâàííûõ îñòàëüíûõ âåðøèí, îòêóäà ñëåäóþò
ñîîòíîøåíèÿ C1,s1,...,pq,sq

(δ(Hs1+1)) = 2s1+1 − 2 è θ1,s1,...,pq,sq
(Hs1+1) = 1.

Äîêàæåì ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ ëåììû ïðè t ≥ 2. Â ãðàôå G ∈
δt
1,p2,...,pq

(Hk) íàéäóòñÿ âåðøèíû z2, . . . , zt, òàêèå, ÷òî dG(zj) = 1 +
∑j

i=2 pi.
Ó÷èòûâàÿ â îöåíêå ñòîèìîñòè ãðàôà ñëàãàåìûå cG1,s1,...,pq,sq

(zj, j) = sj, ïîëó-
÷àåì òðåáóåìûå ñîîòíîøåíèÿ.

Ëåììà 4.20. Ïóñòü p1 ≤ k < p1 + s1. Òîãäà

Cp1,s1,...,pq,sq
(δ(Hk)) = 2k−p1+1 − 1, θp1,s1,...,pq,sq

(Hk) = p1 − 1.

Ïóñòü k ≥ p1 + s1. Òîãäà

Cp1,s1,...,pq,sq
(δ(Hk)) = 2k−p1−s1+1(2s1 − 1) + Cp2,s2,...,pq,sq

(δ(Hk−p1−s1
)),

θp1,s1,...,pq,sq
(Hk) = p1 + θp2,s2,...,pq,sq

(Hk−p1−s1
).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãèïåðïàðóHk â ïåðâîì ñëó÷àå êàê êîìïîçè-
öèþ Hk−p1+1◦Hp1−1, à âî âòîðîì � êàê êîìïîçèöèþ Hk−p1−s1

◦Hs1+1◦Hp1−1.
Çàòåì ïðèìåíèì ëåììó 4.16, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå â ëåììàõ 4.17 è 4.19
ñîîòíîøåíèÿ.

Ïîäâåäåì èòîã ñåðèå ëåìì.

Ëåììà 4.21. Ïóñòü k =
∑t

i=1(pi + si) + k′ ïðè óñëîâèè: k′ < (pt+1 + st+1)

èëè t = q. Òîãäà

Cp1,s1,...,pq,sq
(δ(Hk)) =

t∑
t′=1

2
k′+1+

t∑
i=t′+1

(pi+si)
(2st′ − 1)+

+

{
0, k′ < pt+1

2k′−pt+1+1 − 1, k′ ≥ pt+1
,

θp1,s1,...,pq,sq
(Hk) =

t∑
i=1

pi +

{
k′, k′ < pt+1

pt+1 − 1, k′ ≥ pt+1
.
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Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ãðàô H0
k ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè èç δ(Hk), äëÿ

êîðíåâîé âåðøèíû z êîòîðîãî âûïîëíåíî

CH0
k

p1,s1,...,pq,sq
(z) =

t∑
i=1

si, dH0
k
(z) = θp1,s1,...,pq,sq

(Hk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿåì, ïîêóäà âîçìîæíî, ëåììó 4.20. ÃðàôH0
k èìå-

åò âèä (ìíîãîêðàòíîé) êîìïîçèöèè ãðàôîâ ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè, ïî-
ñòðîåííûõ â ëåììàõ 4.17 è 4.19.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî äîêàçàííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñòîèìîñòè ìîæíî
ïåðåïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå. Ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 4.2. Îïðåäåëèì (k + 1)-ðàçðÿäíîå ÷èñëî N êàê

N = 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
p1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
s1

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
p2

. . .

Òîãäà

Cp1,s1,...,pq,sq
(δ(Hk)) = N.

4.3.6 Îïòèìàëüíîñòü ãèïåðïàðû

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ðàñøèðåíèå ëåììû 4.14.

Ëåììà 4.22. Ïóñòü â ãðàôå G ∈ ∆ ïîäãðàô W = H ◦F ñ êîðíåâîé âåðøè-

íîé z òàêîâ, ÷òî â ãðàôå G íåò ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû èç W \ {z}
è G \W . Ïóñòü H ′ ∈ ∆, |H ′| = |H|, W ′ = H ′ ◦ F è ãðàô G′ ïîëó÷àåòñÿ

èç G çàìåíîé ïîäãðàôà W ãðàôîì W ′ (ïðè êîòîðîé êîðíåâàÿ âåðøèíà z′

ãðàôà W ′ ñîâìåùàåòñÿ ñ âåðøèíîé z). Ïóñòü äëÿ ãëàâíîé êîðíåâîé âåð-

øèíû zF ãðàôà F âûïîëíåíî dF (zF ) = d +
∑t−1

i=1 pi ∈ Mt−1(p1, . . . , pq) è

CF
p1,s1,...,pq,sq

(zF ) =
∑t−1

i=1 si.

Ïîëîæèì (p′1, s
′
1, . . . , p

′
q′, s

′
q′) = (pt − d, st, . . . , pq, sq). Ïóñòü äëÿ ãëàâ-

íûõ êîðíåâûõ âåðøèí zH è z′H ãðàôîâ H è H ′ ñîîòâåòñòâåííî âûïîëíåíî

dH(zH) ∈ Mτ(p
′
1, . . . , p

′
q′), dH ′(z′H) ∈ Mτ ′(p′1, . . . , p

′
q′) è CH ′

p′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(z′H) =∑τ ′

i=1 s
′
i.
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Òîãäà, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèåCp′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(H ′) < Cp′1,s

′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(H), dH ′(z′H) > dH(zH)

Cp′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(H ′) +

∑τ
τ ′+1 s

′
i ≤ Cp′1,s

′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(H), dH ′(z′H) ≤ dH(zH)

,

òî ñóùåñòâóåò ãðàô G′′, ïîëó÷àåìûé èç ãðàôà G′ óäàëåíèåì íåêîòîðûõ

ðåáåð â îðèåíòèðîâàííîé öåïî÷êå, èñõîäÿùåé èç âåðøèíû z, äëÿ êîòîðîãî

Cp1,s1,...,pq,sq
(G′′) ≤ Cp1,s1,...,pq,sq

(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâåäåì äîêàçûâàåìóþ ëåììó ê ëåììå 4.14. Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì èçìåíåíèå ñòîèìîñòèA2−A1 âåðøèíû z âìåñòå ñ ïîäãðàôîìW
âíóòðè ãðàôà G ïðè çàìåíå W íà W ′:

A1 =
(
CG

p1,s1,...,pq,sq
(z)− CW

p1,s1,...,pq,sq
(z)
)

+ Cp1,s1,...,pq,sq
(W ),

A2 =
(
CG′

p1,s1,...,pq,sq
(z)− CW ′

p1,s1,...,pq,sq
(z′)
)

+ Cp1,s1,...,pq,sq
(W ′).

Ïî óñëîâèÿì ëåììû ïðè âñåõ i < t

cGp1,s1,...,pq,sq
(z, i) = cWp1,s1,...,pq,sq

(z, i) = cG
′

p1,s1,...,pq,sq
(z, i) = cW

′

p1,s1,...,pq,sq
(z′, i) = si.

Êðîìå òîãî, èç ëåììû 4.15 ñëåäóåò, ÷òî

Cp1,s1,...,pq,sq
(W )− Cp1,s1,...,pq,sq

(W ′) = Cp′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(H)− Cp′1,s

′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(H ′).

Ïîýòîìó A1 − A2 = A′1 − A′2, ãäå

A′1 =

(∑
i≥t

cGp1,s1,...,pq,sq
(z, i)− CH

p′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(zH)

)
+ Cp′1,s

′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(H),

A′2 =

(∑
i≥t

cG
′

p1,s1,...,pq,sq
(z, i)− CH ′

p′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(z′H)

)
+ Cp′1,s

′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(H ′).

Îñíîâûâàÿñü íà ïîëó÷åííîì ñîîòíîøåíèè, äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ìîæ-
íî çàâåðøèòü ïîâòîðåíèåì ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4.14 (äî-
êàçàòåëüñòâî ëåììû 4.14 â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ïðîõîäèò ñ òî÷íî-
ñòüþ äî íåêîòîðûõ ïåðåîáîçíà÷åíèé).
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Ëåììà 4.23. Cp1,s1,...,pq,sq
(δ(Tk)) = Cp1,s1,...,pq,sq

(δ(Hk)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïî ïðîèçâîëüíîìó ãðàôóG ∈ δ(Tk) ìîæíî
ïîñòðîèòü ãðàô G′ ∈ δ(Hk), èìåþùèé íå áîëüøóþ ñòîèìîñòü. Íàïîìíèì,
÷òî óñëîâèå G ∈ δ(Tk)\δ(Hk) îçíà÷àåò, ÷òî ãðàô G ñîäåðæèò íåïðàâèëüíûå
ðåáðà, ò. å. ðåáðà, âåäóùèå èç âåðøèí ñ á�îëüøèì ïîðÿäêîì â âåðøèíû ñ
ìåíüøèì ïîðÿäêîì.

Äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ¾íåïðàâèëüíîñòè¿ ãðàôà G ⊂ Tk, ò. å. òîãî, ÷òî
G 6⊂ Hk, óäîáíî ââåñòè ÷èñëåííóþ âåëè÷èíó e(G), îïðåäåëÿåìóþ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Ïóñòü ρ � ðåáðî ãðàôà G, âåäóùåå èç âåðøèíû v â âåð-
øèíó v′. Ïîëîæèì e(ρ) = 0, åñëè ρ � ïðàâèëüíîå, è e(ρ) ðàâíî ðàçíîñòè
ïîðÿäêîâ âåðøèí v è v′ â ãðàôå Tk, åñëè ρ � íåïðàâèëüíîå. Äàëåå ïîëîæèì
e(G) =

∑
ρ∈G e(ρ). Òàêèì îáðàçîì, e(G) = 0, åñëè G ⊂ Hk, è e(G) > 0 �

èíà÷å.
Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ëåììû äîñòàòî÷íî óêàçàòü

òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ãðàôàG ∈ δ(Tk)\δ(Hk), êîòîðîå óìåíüøàåò âåëè÷èíó
e(G) è íå óâåëè÷èâàåò ñòîèìîñòü ãðàôà.

Ñòðàòåãèÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû â ïðîèçâîëüíîì ãðà-
ôå G ∈ δ(Tk) \ δ(Hk) âûáðàòü ïîäõîäÿùåå íåïðàâèëüíîå ðåáðî ρ è çàòåì
ïîñòðîèòü íå óâåëè÷èâàþùåå ñòîèìîñòü ïðåîáðàçîâàíèå ãðàôà, ïðè êîòî-
ðîì ðåáðî ρ ëèáî óäàëÿåòñÿ èç ãðàôà, ëèáî ïåðåíàïðàâëÿåòñÿ â âåðøèíó ñ
á�îëüøèì ïîðÿäêîì, ïðè ýòîì íîâûõ íåïðàâèëüíûõ ðåáåð íå âîçíèêàåò.

Ïóñòü âåðøèíà z′ èìååò íàèìåíüøèé ïîðÿäîê j′ ñðåäè òåõ âåðøèí ãðà-
ôà G, èç êîòîðûõ âûõîäÿò íåïðàâèëüíûå ðåáðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ (íåïðà-
âèëüíîå) ðåáðî, âûõîäÿùåå èç íåå, ÷åðåç z � âåðøèíó, â êîòîðóþ âåäåò ýòî
ðåáðî, ÷åðåç j � ïîðÿäîê âåðøèíû z. Îáîçíà÷èì ÷åðåç z∗ âåðøèíó, â êî-
òîðóþ âåäåò ïðàâèëüíîå ðåáðî (åãî îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ1) èç z â ãðàôå Tk.
×åðåç ρ∗ îáîçíà÷èì ðåáðî ãðàôà Tk, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû z′ è z∗ (ñóùå-
ñòâîâàíèå ðåáðà ρ∗ ãàðàíòèðóåòñÿ îïðåäåëåíèåì ãðàôà Tk).

×åðåç Hz è Hz∗ îáîçíà÷èì ïåðåñå÷åíèå ãðàôà G ñ ïîäãðàôàìè Tj ãðà-
ôà Tk íà êîðíåâûõ âåðøèíàõ z è z∗ ñîîòâåòñòâåííî. Âñå ýòè ïîäãðàôû
îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, ñì. âûøå â �4.3.3. Ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ è ôðàã-
ìåíò ãðàôà G, ê êîòîðîìó îíè îòíîñÿòñÿ, èëëþñòðèðóåò ðèñ. 12.
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rz′����ρ rz
Hz

p p p p p p p p p pρ1 rz∗
Hz∗

Ðèñ. 12: Ôðàãìåíò ãðàôà G

Çàìåòèì, ÷òî èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 12 ôðàãìåíò ãðàôà G íå ñîäåðæèò,
çà èñêëþ÷åíèåì ρ, íåïðàâèëüíûõ ðåáåð, ïîñêîëüêó âñå âåðøèíû â íåì,
êðîìå z′ è, âîçìîæíî, z∗, èìåþò ïîðÿäîê ìåíüøå j′. Â ÷àñòíîñòè, Hz, Hz∗ ∈
δ(Hj). Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûé ôðàãìåíò ãðàôà G ìîæåò áûòü
ñâÿçàí ñ îñòàëüíîé ÷àñòüþ ãðàôà òîëüêî ÷åðåç âåðøèíû z′ è z∗.

Ïóñòü j =
∑r−1

i=1 (pi + si) + a, ãäå 0 ≤ a < pr + sr. Ïðåäñòàâèì ãðàô Hj

â âèäå êîìïîçèöèè Hl ◦ Hj2r−1
◦ . . . ◦ Hj2 ◦ Hj1, ãäå ïðè i < r ïîëîæèì

j2i−1 = pi − 1 è j2i = si + 1; j2r−1 = min{pr − 1, a}, l = a − j2r−1. Ïî
ïîñòðîåíèþ, 0 ≤ l ≤ sr.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 4.22, ïîêàæåì, ÷òî ïîäãðàôû Hz è Hz∗ ìîæíî çàìå-
íèòü ãðàôàìè èç δ(Hl) ◦ H0

j−l, ãäå H0
k � îïòèìàëüíûé ïî ñòîèìîñòè ãðàô

ñ ìèíèìàëüíîé ãëóáèíîé êîðíåâîé âåðøèíû èç ëåììû 4.21, íå óâåëè÷è-
âàÿ ñòîèìîñòè ãðàôà G. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïîäãðàôà Hz (ñëó÷àé
ïîäãðàôà Hz∗ íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ).

Ïóñòü ïåðâîíà÷àëüíî F = H0
0 è (p′1, s

′
1, . . . , p

′
q′, s

′
q′) = (p1, s1, . . . , pq, sq).

Ïðåäñòàâèì Hj â âèäå êîìïîçèöèè T ◦ U âíåøíåãî ãðàôà T = Hl ◦
Hj2r−1

◦ . . . ◦Hj2 è âíóòðåííåãî ãðàôà U = Hj1. Îòìåòèì, ÷òî Hz = Hz ◦ F .
Â ãðàôå Hz ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïîäãðàô H ◦ F ñ êîðíåâîé âåð-
øèíîé z0 (ïðèíàäëåæàùåé âíåøíåìó ãðàôó), îáðàçîâàííûé ïåðåñå÷åíèåì
Hz ñ ñîîòâåòñòâóþùèì âíóòðåííèì ïîäãðàôîì ãðàôà Hj. Ñîãëàñíî ëåì-
ìå 4.22 ïîäãðàô H ìîæíî çàìåíèòü ãðàôîì H ′ = H0

j1
, ïðè íåîáõîäèìîñòè

óäàëèâ íåêîòîðûå ðåáðà, çàâèñÿùèå îò z0, íå óâåëè÷èâàÿ ñòîèìîñòè ãðà-
ôà G. Óñëîâèÿ äëÿ ïðèìåíåíèÿ ëåììû 4.22 îáåñïå÷èâàþòñÿ ëåììîé 4.17
(íà ñàìîì äåëå, íà ýòîì ïåðâîì øàãå âìåñòî ëåììû 4.22 ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ëåììó 4.14). Ïðèìåíÿÿ óêàçàííîå ïðåîáðàçîâàíèå êî âñåì âíóòðåííèì
ïîäãðàôàì ãðàôà Hz, â èòîãå ïîëó÷àåì íà ìåñòå Hz ãðàô âèäà T ′ ◦H ′ ◦F ,
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T ′ ∈ δ(T ).
Âûïîëíèì ïåðåîáîçíà÷åíèÿ:

Hz := T ′ ◦H ′ ◦ F, F := H ′ ◦ F, p′1 := p′1 − j1.

Åñëè r > 1, ïðîäîëæèì. Â ýòîì ñëó÷àå p′1 = 1, j2 = s′1 + 1.
Òåïåðü çàïèøåì Hj = T ◦U , ãäå T = Hl◦Hj2r−1

◦ . . .◦Hj3 è U = Hj2 ◦Hj1.
Â ãðàôå Hz ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âíóòðåííèé ïîäãðàô H ◦F ∈ δ(U) ñ
êîðíåâîé âåðøèíîé z0, îáðàçîâàííûé ïåðåñå÷åíèåì Hz ñ ñîîòâåòñòâóþùèì
âíóòðåííèì ïîäãðàôîì ãðàôà Hj. Ìåòîäîì ëåììû 4.22 ïîäãðàô H ◦ F
çàìåíèì ãðàôîì H ′◦F , ãäå H ′ = H0

j2
. Óñëîâèÿ äëÿ ïðèìåíåíèÿ ëåììû 4.22

îáåñïå÷èâàåò ëåììà 4.19. Òàê ïîñòóïèì ñî âñåìè âíóòðåííèìè ïîäãðàôàìè
ãðàôà Hz, â èòîãå ïîëó÷èì âìåñòî Hz ãðàô âèäà T ′ ◦H ′ ◦ F , T ′ ∈ δ(T ).

Âûïîëíèì ïåðåîáîçíà÷åíèÿ:

Hz := T ′ ◦H ′ ◦ F, F := H ′ ◦ F, (p′1, s
′
1, . . . , p

′
q′, s

′
q′) := (p′2, s

′
2, . . . , p

′
q′, s

′
q′).

Áóäåì ïðîäîëæàòü â òîì æå äóõå, ïîêà íà ìåñòå Hz íå ïîëó÷èì ãðàô èç
δ(Hl) ◦H0

j−l.
Ïðîâåäåííîå ðàññóæäåíèå ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ñè-

òóàöèè Hz = H ◦H0
j−l, H∗

z = H∗ ◦H0
j−l, ãäå H,H∗ ∈ δ(Hl). Ïîëîæèì

(p′1, s
′
1, . . . , p

′
q′, s

′
q′) = (pr − j2r−1, sr, . . . , pq, sq).

Íàïîìíèì, ÷òî l ≤ s′1. Ïðè ýòîì ëèáî p′1 > 0 è l = 0, ëèáî p′1 = 1.
Äàëåå ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ.
à) Ïóñòü dG(z′) < dH0

j−l
(z0) = θp1,s1,...,pq,sq

(Hj−l) =
∑r−1

i=1 pi + j2r−1, ãäå

z0 � êîðíåâàÿ âåðøèíà ãðàôà H0
j−l. Ïîñêîëüêó C

H0
j−l

p1,s1,...,pq,sq(z
0) =

∑r−1
i=1 si,

òî â ãðàôå G ðåáðî ρ ìîæíî çàìåíèòü ðåáðîì ρ∗: ïðè ýòîì ñòîèìîñòü ãðàôà
íå èçìåíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ñîõðàíÿåòñÿ ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ãëóáèíà
âñåõ âåðøèí è, êàê ñëåäñòâèå, ñòîèìîñòü âñåõ îòëè÷íûõ îò z è z∗ âåðøèí,
à ñòîèìîñòü âåðøèí z è z∗ íå çàâèñèò îò íàëè÷èÿ ðåáåð ρ è ρ∗.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî dG(z′) ≥ θp1,s1,...,pq,sq
(Hj−l). Íèæå áóäóò ðàññìàòðè-

âàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ôðàãìåíòà ãðàôà G, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 12, â
êîòîðûå áóäóò âîâëå÷åíû ðåáðà ρ, ρ1, ρ∗ è âíåøíèå ïîäãðàôû H è H∗ ãðà-
ôîâ Hz è H∗

z . Äîïîëíèòåëüíî ìîãóò óäàëÿòüñÿ íåêîòîðûå ðåáðà â öåïî÷êå,
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èñõîäÿùåé èç z∗, ìåòîäàìè ëåìì 4.12 è 4.13. Ïðè ýòîì èçìåíåíèå ñòîèìîñòè
ãðàôà, ïðîèñõîäÿùåå çà ïðåäåëàìè ðàññìàòðèâàåìîãî ôðàãìåíòà, ìîæåò
áûòü îöåíåíî ëåììàìè 4.12 è 4.13, à èçìåíåíèå ñòîèìîñòè âíóòðè ôðàã-
ìåíòà ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ èçìåíåíèåì (p′1, s

′
1, . . . , p

′
q′, s

′
q′)-ñòîèìîñòè

ãðàôà W , èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 13à, â êîòîðîì ãëóáèíà âåðøèíû z′ ôîð-
ìàëüíî ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé d = dG(z′) − θp1,s1,...,pq,sq

(Hj−l) (áîëåå ôîðìàëü-
íî � íèæå).

rz′����ρ rz
H

p p p p p p p p p pρ1 rz∗
H∗

rz′����ρ∗ rz∗
�
�ρ1rz rz′��������ρ∗ rz∗

H∗rz
H0

l

rz′��������ρ∗ rz∗
H1

l

rz����ρ1

H0
l

à) W á) W+ [l = 0] â) W− ã) W×

Ðèñ. 13: Ðàññìàòðèâàåìûå ïîäãðàôû

Ïîëîæèì

A = Cp′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(H) +

(
CW

p′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(z)− CH

p′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(z)
)
. (4.8)

á) Ïóñòü ρ1 /∈ G è A ≥ Cp′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(δ(Hl))+1. Òîãäà óäàëèì ðåáðî ρ è çà-

ìåíèì ïîäãðàô H ãðàôîì H0
l . Ïðè ýòîì óâåëè÷åíèå ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿç-

íîñòè ïðè óäàëåíèè ðåáðà êîìïåíñèðóåòñÿ óìåíüøåíèåì ñòîèìîñòè ïîäãðà-
ôà.

â) Èíà÷å, åñëè ρ1 ∈ G è A ≥ Cp′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(δ(Hl))+2, òî óäàëèì ðåáðî ρ1

ìåòîäîì ëåììû 4.12, çàòåì óäàëèì ðåáðî ρ è âûïîëíèì çàìåíó ïîäãðàôàH
íà ãðàô H0

l .
Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ëèáî ρ1 /∈ G è A = Cp′1,s

′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(δ(Hl)), ëèáî ρ1 ∈ G

è A ≤ Cp′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(δ(Hl)) + 1.

Íèæå ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôà G
â ãðàô G′, îñóùåñòâëÿåìîãî ïîäñòàíîâêîé âìåñòî ïîäãðàôà W îäíîãî èç
ãðàôîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 13á�ã. Ïðè òàêîé ïîäñòàíîâêå èçìåíåíèå
ñòîèìîñòè ãðàôà G ñêëàäûâàåòñÿ èç ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ:

Cp1,s1,...,pq,sq
(G′)− Cp1,s1,...,pq,sq

(G) = σ1 + σ2 + σ3 + σ4,
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ãäå σ1 � èçìåíåíèå ñòîèìîñòè âåðøèíû z âìåñòå ñ ïîäãðàôîì H, σ2 �
èçìåíåíèå ñòîèìîñòè âåðøèíû z∗ âìåñòå ñ ïîäãðàôîì H∗, σ3 � èçìåíå-
íèå ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïðè âîçìîæíîì äîáàâëåíèè èëè óäàëåíèè
ðåáðà ρ1, σ4 � èçìåíåíèå ñòîèìîñòè âåðøèí â öåïî÷êå, èñõîäÿùåé èç z∗.

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç H ′
z è H ′

z∗ ãðàôû, â êîòîðûå ïðåâðàùàþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî ïîäãðàôû Hz è Hz∗ ãðàôà G ïðè ðàññìàòðèâàåìîé çàìåíå, ïðèâå-
äåì ôîðìóëû äëÿ σ1 è σ2:

σ1 =
(
CG′

p1,s1,...,pq,sq
(z)− CH ′

z
p1,s1,...,pq,sq

(z)
)

+ Cp1,s1,...,pq,sq
(H ′

z)−

−
(
CG

p1,s1,...,pq,sq
(z)− CHz

p1,s1,...,pq,sq
(z)
)
− Cp1,s1,...,pq,sq

(Hz) =

= Cp′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(H0

l )− A,

σ2 =
(
CG′

p1,s1,...,pq,sq
(z∗)− C

H ′
z∗

p1,s1,...,pq,sq(z
∗)
)

+ Cp1,s1,...,pq,sq
(H ′

z∗)−

−
(
CG

p1,s1,...,pq,sq
(z∗)− CHz∗

p1,s1,...,pq,sq
(z∗)

)
− Cp1,s1,...,pq,sq

(Hz∗).

Ïî óñëîâèþ íà A èìååì σ1 ∈ {0, −1}. Î÷åâèäíî, σ3 ∈ {0, ±1}. Òàêæå
çàìåòèì, ÷òî σ4 = 0, åñëè èç z∗ â ãðàôå G íå âûõîäèò ðåáåð.

ã) Ïóñòü p′1 > 1 è l = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ãðàôû H è H∗ ñîñòîÿò èç
åäèíñòâåííîé âåðøèíû.

Ðàññìîòðèì ïîäñòàíîâêó W+ âìåñòî W , ïðåâðàùàþùóþ ãðàô G â
ãðàô G′, ñì. ðèñ. 13á.

ã.1) Ïóñòü ρ1 /∈ G. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå CW
p′1,s

′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(z) = 0.

Óäàëèì ðåáðî, âûõîäÿùåå èç âåðøèíû z∗, åñëè îíî èìååòñÿ, ìåòîäîì ëåì-
ìû 4.12, è çàìåíèì ïîäãðàô W ãðàôîì W+. Ñòîèìîñòü ïðè ýòîì íå óâå-
ëè÷èòñÿ, ò. ê. âîçìîæíîå óâåëè÷åíèå ñòîèìîñòè ãðàôà ïðè óäàëåíèè ðåáðà
êîìïåíñèðóåòñÿ óìåíüøåíèåì ñòîèìîñòè ïðè çàìåíåW íàW+: σ1 = σ2 = 0

(ò. ê. ñòîèìîñòü âåðøèí z è z∗ íå èçìåíÿåòñÿ) è σ3 = −1.
ã.2) Ïóñòü ρ1 ∈ G. Â ýòîì ñëó÷àå CW

p′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(z) ≤ 1 è σ3 = 0. Ñïðàâåä-

ëèâî σ1 + σ2 ≤ 0, ò. ê.

CW+

p′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(z) = 0, CG′

p1,s1,...,pq,sq
(z∗) ≤ CG

p1,s1,...,pq,sq
(z∗) + CW

p′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(z).

ã.2.1) Åñëè σ1 + σ2 < 0, òî ïîñòóïèì òàê æå, êàê â ï. ã.1).
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ã.2.2) Èíà÷å (ò. å. åñëè σ1 + σ2 = 0) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

CG′

p1,s1,...,pq,sq
(z∗) = CG

p1,s1,...,pq,sq
(z∗) + CW

p′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(z). (4.9)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå dG(z∗), dG′(z∗) ∈
Mt(p1, s1, . . . , pq, sq) ïðè íåêîòîðîì t. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðî-
òèâíîå. Ò.ê. ïî ïîñòðîåíèþ dG(z∗) − 1 ≤ dG′(z∗) ≤ dG(z∗), òî dG(z∗) =

dG′(z∗) + 1 =
∑t

i=1 pi ïðè íåêîòîðîì t. Íî òîãäà

CG′

p1,s1,...,pq,sq
(z∗) ≤ CG

p1,s1,...,pq,sq
(z∗)− st + CW

p′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(z),

÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïîäãðàô U ãðàôà G ñ êîðíåâîé âåðøèíîé z∗,

ñîäåðæàùèé ôðàãìåíò, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 12, è ñâÿçàííûé ñ îñòàëüíîé
÷àñòüþ ãðàôà G òîëüêî ÷åðåç âåðøèíó z∗. Ëåììà 4.13 ïîçâîëÿåò çàìåíèòü
åãî ãðàôîì U ′, îòëè÷àþùèìñÿ îò U ïîäñòàíîâêîé W+ âìåñòî W , íå óâå-
ëè÷èâàÿ ñòîèìîñòü ãðàôà G. Óñëîâèå ëåììû dU(z∗) ≥ dU ′(z∗) âûïîëíåíî
â ñèëó ρ1 ∈ G. Ïîñëåäíåå óñëîâèå ëåììû 4.13 âûïîëíåíî â ñèëó òîãî, ÷òî
ñòîèìîñòü ãðàôîâ U è U ′ ðàçëè÷àåòñÿ òîëüêî ñòîèìîñòüþ âåðøèí z è z′,
ò. å. çàïèñûâàÿ ôîðìàëüíî,

Cp1,s1,...,pq,sq
(U)− Cp1,s1,...,pq,sq

(U ′) =

= CU
p1,s1,...,pq,sq

(z)− CU ′

p1,s1,...,pq,sq
(z) + CU

p1,s1,...,pq,sq
(z∗)− CU ′

p1,s1,...,pq,sq
(z∗),

è â ñèëó âûòåêàþùåãî èç (4.9) ñîîòíîøåíèÿ

CG
p1,s1,...,pq,sq

(z∗) + CU
p1,s1,...,pq,sq

(z) = CG′

p1,s1,...,pq,sq
(z∗) + CU ′

p1,s1,...,pq,sq
(z).

ä) Èíà÷å, ïóñòü p′1 = 1.
Cîãëàñíî ëåììå 4.19 èç íåðàâåíñòâà A ≤ Cp′1,s

′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(δ(Hl))+1 âûòåêà-

åò, ÷òî ëèáî l ≥ s′1−1, ëèáî A = Cp′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(δ(Hl))+1 è dH(z) = 0. Âòîðàÿ

âîçìîæíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî d, dW (z) ∈Mτ(p
′
1, . . . , p

′
q′) ïðè íåêîòîðîì τ .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè l ≤ s′1−2, òî dH(z) = 0 � èíà÷å Cp′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(H) ≥

Cp′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(δ(Hl))+2. Òîãäà CW

p′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(z)−CH

p′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(z) ≥ 1, ïðè ýòîì

ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå d, dW (z) ∈ Mτ(p
′
1, . . . , p

′
q′) ïðè íåêîòî-

ðîì τ . Îäíîâðåìåííî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A = Cp′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(δ(Hl)) + 1.
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ä.1) Ïóñòü A = Cp′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(δ(Hl)) + 1 è dH(z) = 0. Íàïîìíèì, ÷òî â

ýòîì ñëó÷àå ρ1 ∈ G.
Ðàññìîòðèì ãðàô G′, ïîëó÷àåìûé èç G ïîäñòàíîâêîé W− âìåñòî W ,

ñì. ðèñ. 13â. Èìååì σ1 = −1, σ3 = 1. Èç îòìå÷åííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî
dG(z′), dG(z) ∈ Mt(p1, . . . , pq) ïðè íåêîòîðîì t. Òîãäà σ2 âûðàæàåòñÿ ôîð-
ìóëîé

σ2 = CG′

p1,s1,...,pq,sq
(z∗)− CG

p1,s1,...,pq,sq
(z∗) = −cGp1,s1,...,pq,sq

(z∗, t+ 1) ≤ 0.

ä.1.1) Åñëè σ2 < 0, òî óäàëèì ðåáðî, âûõîäÿùåå èç âåðøèíû z∗, åñëè
îíî èìååòñÿ, ìåòîäîì ëåììû 4.12, è âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó W− âìåñòî W .

ä.1.2) Åñëè σ2 = 0, òîãäà dG(z∗), dG′(z∗) ∈ Mt′(p1, . . . , pq) ïðè íåêîòî-
ðîì t′. Âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó W− âìåñòî W â ãðàôå G ìåòîäîì ëåì-
ìû 4.13 òàê æå, êàê â ï. ã.2.2).

ä.2) Ïóñòü l ≥ s′1 − 1.
Ðàññìîòðèì ãðàôG′, ïîëó÷àåìûé èçG ïîäñòàíîâêîéW× âìåñòîW (ñì.

ðèñ. 13ã: ãðàô H1
l ñîñòîèò èç ïó÷êà ðåáåð, âõîäÿùèõ â êîðíåâóþ âåðøèíó,

è èçîëèðîâàííûõ îñòàëüíûõ âåðøèí).
Â ýòîì ñëó÷àå σ3 ∈ {0,−1}. Äëÿ îöåíêè σ2 óêàæåì íåñêîëüêî ñîîòíî-

øåíèé. Ïî ïîñòðîåíèþ,

Cp1,s1,...,pq,sq
(H ′

z∗)− Cp1,s1,...,pq,sq
(Hz∗) = Cp′1,s

′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(H1

l )− Cp′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(H∗)

è, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,

Cp′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(H1

l ) = Cp′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(H0

l ) + (s′1 − l).

Ïóñòü dH∗(z∗) ∈Mt(p
′
1, . . . , p

′
q′). Cîãëàñíî ëåììå 4.19 â ñëó÷àå t ≥ 1:

Cp′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(H∗) ≥ Cp′1,s

′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(H1

l ) +
t∑

i=2

s′i, (4.10)

à â ñëó÷àå t = 0 (ò. å. dH∗(z∗) = 0):

Cp′1,s
′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(H∗) ≥ Cp′1,s

′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(H1

l )− (s′1 − l). (4.11)

Ëåììà 4.19 ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû. Åñëè σ1 = 0, ò. å.
A = Cp′1,s

′
1,...,p

′
q′ ,s

′
q′
(δ(Hl)), òî l = s′1 è dW (z) ∈ M1(p

′
1, . . . , p

′
q). Åñëè σ1 = −1,
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òî, ñ÷èòàÿ ââèäó ï. ä.1), ÷òî dH(z) > 0, åñòü òðè âîçìîæíûõ ñèòóàöèè: ëèáî
dW (z) ∈M1(p

′
1, . . . , p

′
q), ëèáî l = s′1 è d, dW (z) ∈Mτ(p

′
1, . . . , p

′
q′) ïðè íåêîòî-

ðîì τ , ëèáî s′2 = 1, l = s′1 è dW (z) ∈M2(p
′
1, . . . , p

′
q). Ñðàâíèâàÿ êîìïîíåíòû

ñòîèìîñòè âåðøèíû z∗ â ãðàôàõ G è G′, ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâóþ âî âñåõ
÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ îöåíêó

CG′

p1,s1,...,pq,sq
(z∗) ≤

r−1∑
i=1

si + s′1 +
t∑

i=2

s′i +
∑
i≥r+t

cGp1,s1,...,pq,sq
(z∗, i) ≤

≤
r−1∑
i=1

si + CG
p1,s1,...,pq,sq

(z∗)− CHz∗
p1,s1,...,pq,sq

(z∗) + s′1 +
t∑

i=2

s′i =

= CG
p1,s1,...,pq,sq

(z∗)− CHz∗
p1,s1,...,pq,sq

(z∗) + C
H ′

z∗
p1,s1,...,pq,sq(z

∗) +
t∑

i=2

s′i. (4.12)

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (4.10), (4.11) èç (4.12) ñëåäóåò: σ2 ≤ s′1− l â ïåðâûõ
òðåõ ñëó÷àÿõ è σ2 ≤ 0 â ÷åòâåðòîì ñëó÷àå (êîãäà σ1 = −1, s′2 = 1, l = s′1 è
dW (z) ∈M2(p

′
1, . . . , p

′
q)).

Ñëåäîâàòåëüíî, σ1 + σ2 + σ3 ≤ 0, ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî â
ñëó÷àå σ2 = s′1 − l = −σ1 è σ3 = 0, ÷òî îçíà÷àåò: ρ1 ∈ G è ëèáî σ1 = 0,
ëèáî σ1 = −1 è τ = 1.

ä.2.1) Ïóñòü σ1 + σ2 + σ3 < 0. Òîãäà óäàëèì ðåáðî, âûõîäÿùåå èç âåð-
øèíû z∗, åñëè îíî èìååòñÿ, ìåòîäîì ëåììû 4.12, è âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó
W× âìåñòî W .

ä.2.2) Ïóñòü σ1 + σ2 + σ3 = 0, ò. å. σ2 = s′1 − l = −σ1 è σ3 = 0.
Ðàâåíñòâî σ2 = s′1 − l îçíà÷àåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (4.12) îáðàùàåò-

ñÿ â ðàâåíñòâî, à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, âëå÷åò dG′(z∗) ≥
∑r+t−1

i=1 pi è
cGp1,s1,...,pq,sq

(z∗, i) = cG
′

p1,s1,...,pq,sq
(z∗, i) ïðè ëþáîì i ≥ r + t. Ïîýòîìó dG(z∗),

dG′(z∗) ∈Mt′(p1, . . . , pq) ïðè íåêîòîðîì t′.
Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíèì ïîäñòàíîâêóW× âìåñòîW â ãðàôå G ìåòîäîì

ëåììû 4.13. Ëåììà 4.13 ïðèìåíÿåòñÿ â òîì æå ñòèëå, ÷òî è â ï. ã.2.2).
Äîêàçàííàÿ ëåììà âìåñòå ñî ñëåäñòâèÿìè 4.1 è 4.2 âëå÷åò ñïðàâåäëè-

âîñòü îñíîâíîé ëåììû 4.3. Òåì ñàìûì ëåììà 4.3 äîêàçàíà.
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4.3.7 Ñîáñòâåííî íèæíÿÿ îöåíêà

Òåîðåìà 4.1. Ñïðàâåäëèâà íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè

L(2n) ≥ 3.5 · 2n − (8.5 + 3.5(n mod 2))2bn/2c + n+ 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ñõåìà S2n èìå-
åò ñòðóêòóðó, ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 9. Îíà âêëþ÷àåò àíàëîãè÷íóþ ïîäñõåìó
S2n−1, ðåàëèçóþùóþ ñ ìèíèìàëüíîé ãëóáèíîé n− 1 ïðåôèêñíûå ñóììû ïå-
ðåìåííûõ x2n−1+1, . . . , x2n, ïîäñõåìó S1

2n−1, ðåàëèçóþùóþ ñ ãëóáèíîé n ïðå-
ôèêñíûå ñóììû ïåðåìåííûõ x1, . . . , x2n−1, à òàêæå 2n−1 ýëåìåíòîâ-âûõîäîâ.
Èìååì,

L(2n) ≥ L(2n−1) + L
(
S1

2n−1

)
+ 2n−1.

Ïîäñõåìà S1
2n−1 ñîäåðæèò 2n−1−1 ýëåìåíòîâ-âûõîäîâ è 2n−1−n êàðêàñ-

íûõ ýëåìåíòîâ. Îñòàåòñÿ îöåíèòü êîëè÷åñòâî èçáûòî÷íûõ ýëåìåíòîâ â ýòîé
ïîäñõåìå. Èñïîëüçóÿ ëåììó 4.3, ïîêàæåì, ÷òî îíî íå ìåíüøå, ÷åì ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà

{(N,R, k) | N < 2k, N íå÷åòíî, R < 2n−2k−1, R � íå ñòåïåíü äâîéêè}∩N3.

(4.13)
Áóäåì ïðèìåíÿòü ëåììó 4.3, ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè÷èâàÿ ïàðàìåòð k.

Ïóñòü k = 1, òîãäà ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ N = 1 (äðóãèõ
âàðèàíòîâ â ýòîì ñëó÷àå íåò) è R ëåììà ãàðàíòèðóåò íàëè÷èå îäíîãî èç-
áûòî÷íîãî ýëåìåíòà ñ ïðàâûì êîíöîì ìåòêè â ñîîòâåòñòâóþùåì èíòåðâàëå
èç äâóõ çíà÷åíèé.

Äàëåå, êàæäàÿ òðîéêà (N = 2N ′ + n0, R, k > 1), ãäå n0 ∈ {0, 1}, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ëåììû 4.3, âáèðàåò èíôîðìàöèþ î ñóùåñòâîâà-
íèè 2N ′ èçáûòî÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ïðàâûìè êîíöàìè ìåòîê èç èíòåðâàëà
JN,R,k (ñì. (4.3)), êîòîðûå ó÷èòûâàëèñü òðîéêàìè ñ ìåíüøèìè çíà÷åíèÿìè
ïåðâîãî ïàðàìåòðà, è â ñëó÷àå n0 = 1 äîáàâëÿåò èíôîðìàöèþ î ñóùåñòâî-
âàíèè åùå îäíîãî ýëåìåíòà ñ ïðàâûì êîíöîì ìåòêè èç ðàññìàòðèâàåìîãî
èíòåðâàëà. Äåéñòâèòåëüíî, òðîéêàìè (N ′, R′ = n02

n−2k−2 + 2R, k − 1) è
(N ′, R′ + 1, k − 1) ó÷èòûâàëîñü ïî N ′ èçáûòî÷íûõ ýëåìåíòîâ â êàæäîì èç
èíòåðâàëîâ JN ′,R′,k−1 è JN ′,R′+1,k−1, â îáúåäèíåíèè äàþùèõ ðàññìàòðèâàå-
ìûé èíòåðâàë.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó òðîéêàìè (N,R, k), â êîòîðûõ ÷èñëà N íå÷åòíû, è íåêîòîðûì ïîä-
ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà èçáûòî÷íûõ ýëåìåíòîâ ñõåìû S1

2n−1. Òåì ñàìûì,
çàäà÷à ñâåäåíà ê âû÷èñëåíèþ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà (4.13).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ çàäàííîãî k ñóùåñòâóþò 2k−1 ñïîñîáîâ âûáîðà
íå÷åòíîãî ÷èñëà N è íåçàâèñèìî 2n−2k−1 − n + 2k ñïîñîáîâ âûáîðà ïàðà-
ìåòðà R, ãäå ïîëàãàåòñÿ, ÷òî k < bn/2c. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî èçáûòî÷íûõ
ýëåìåíòîâ â ïîäñõåìå S1

2n−1 ìîæíî îöåíèòü ñíèçó êàê

bn/2c−1∑
k=1

2k−1 (2n−2k−1 − n+ 2k
)

=

=

bn/2c−1∑
k=1

2n−k−2 − n

bn/2c−1∑
k=1

2k−1 +

bn/2c−1∑
k=1

k2k =

=
(
2n−2 − 2n−bn/2c−1

)
− n

(
2bn/2c−1 − 1

)
+ (bn/2c − 2)2bn/2c + 2 =

= 2n−2 − (2.5 + (n mod 2))2bn/2c + n+ 2.

Ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ L(2n) â âèäå

L(2n) ≥ L(2n−1) + 3.5 · 2n−1 − (2.5 + (n mod 2))2bn/2c + 1. (4.14)

Î÷åâèäíî, L(1) = 0, ïîýòîìó äëÿ n = 0 óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî.
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü èíäóêòèâíûé ïåðåõîä.

L(2n) ≥ 3.5 · 2n−1 − (12− 3.5(n mod 2))2dn/2e−1 + n+ 4+

+ 3.5 · 2n−1 − (2.5 + (n mod 2))2bn/2c + 1 =

= 3.5 · 2n − (12− 3.5(n mod 2))2dn/2e−1 − (2.5 + (n mod 2))2bn/2c + n+ 5.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ òîæäåñòâî

(12− 3.5(n mod 2))2dn/2e−1 = (6 + 2.5(n mod 2))2bn/2c,

êîòîðûì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà è, êàê
ñëåäñòâèå, óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.
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4.4 Âåðõíÿÿ îöåíêà

Ïîêàæåì, ÷òî îöåíêà òåîðåìû 4.1 ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé. Äëÿ ýòîãî ïðåäúÿâèì
îïòèìàëüíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñõåì S1

2k , êîòîðûé ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ
ìîäèôèêàöèåé ìåòîäà [127].

×åðåç Q2k îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíóþ (ò. å. íå ñîäåðæàùóþ èçáûòî÷íûõ
ýëåìåíòîâ) ïðåôèêñíóþ ñõåìó ïîðÿäêà 2k, ðåàëèçóþùóþ ìàêñèìàëüíûé
ïðåôèêñ x1 ◦ . . . ◦ x2k íà ãëóáèíå k è èìåþùóþ ñëîæíîñòü 2k+1 − k − 2 è
ãëóáèíó 2k − 2. Òàêóþ ñõåìó íåñëîæíî ïîñòðîèòü, ñì. [156, 127].

Äëÿ i = 1, . . . , dn/2e ïîëîæèì li = 2n − 2n+1−i è ldn/2e+1 = 2n. Òàêæå
äëÿ i = 1, . . . , dn/2e − 1 ïîëîæèì mi = n − 2i è mdn/2e = 1 − (n mod 2).
Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî ñõåì S1

2n òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 14�15.

d d
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r r r r r r r rp p p p p p p p p p p p

q q q ppp

x1 xl2
xl2+1 xl3

xl3+1 xl4
xldn/2e+1 x2n

P1,n P2,n P3,n Pdn/2e,n

β1=γ1

β2

γ2

β3

γ3
γdn/2e−1

βdn/2e−1

β3

β2

β1

Ðèñ. 14: Ñòðóêòóðà ñõåìû S1
2n

Ñäåëàåì íåîáõîäèìûå ïîÿñíåíèÿ ê ðèñóíêàì. Ñõåìà S1
2n (ðèñ. 14) ñî-

ñòîèò èç dn/2e ïîäñõåì, îáîçíà÷åííûõ Pi,n. Â ïîäñõåìå Pi,n ðàñïîëîæåíû
âûõîäû ñõåìû S1

2n ñ ïðàâûìè êîíöàìè ìåòîê â èíòåðâàëå îò li +1 äî li+1. Â
êàæäîé òàêîé ïîäñõåìå âû÷èñëÿåòñÿ òàêæå ôóíêöèÿ βi = xli+1 ◦ . . . ◦ xli+1

,
êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ ïîäñõåìàìè Pj,n, ãäå j > i.

Åñëè i > 1, òî âõîäàìè ñõåìû Pi,n ïîìèìî âõîäîâ ïåðåìåííûõ òàêæå
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè β1, . . . , βi−1 è γi−1 = x1 ◦ . . . ◦ xli.

Â ïîäñõåìå Pi,n âõîäû ïåðåìåííûõ ðàçáèâàþòñÿ íà ãðóïïû: â ïåðâûõ
äâóõ ãðóïïàõ ïî 2i−1 âõîäîâ, â îñòàëüíûõ � ïî 2i (ñì. ðèñ. 15). Â êàæäîé
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Ðèñ. 15: Ñòðóêòóðà ñõåìû Pi,n

èç ãðóïï âû÷èñëÿþòñÿ ïðåôèêñíûå ñóììû ïðè ïîìîùè ñõåì Q2i−1 è Q2i.
Ýòè ñóììû îáîçíà÷åíû ÷åðåç αi,j,k, ãäå

αi,j,k =

{
xli+2i−1+1 ◦ . . . ◦ xli+k, j = 1, k > 2i−1

xli+(j−1)2i+1 ◦ . . . ◦ xli+(j−1)2i+k, èíà÷å
.

Ëþáàÿ èç ôóíêöèé αi,j,k âû÷èñëÿåòñÿ íà ãëóáèíå íå âûøå 2i− 2 ≤ n.
Âûõîäû ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèõ ôóíêöèè αi,1,2i−1 ◦ αi,1,2i è αi,j,2i, ãäå

j > 1 (âñå ýëåìåíòû ðàñïîëîæåíû íà ãëóáèíå i), ïîäàþòñÿ íà âõîäû ïîäñõå-
ìû S1

2mi . Ñîîòâåòñòâóþùèé ìàêñèìàëüíîìó ïðåôèêñó âûõîä ýòîé ïîäñõåìû
ðåàëèçóåò ôóíêöèþ βi. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì i < dn/2e ôóíêöèÿ βi

âû÷èñëÿåòñÿ íà ãëóáèíå, íå ïðåâîñõîäÿùåé i+mi = n− i, à ôóíêöèÿ βdn/2e

âû÷èñëÿåòñÿ íà ãëóáèíå dn/2e+mdn/2e = n− (dn/2e − 1).
Âûõîäû ýëåìåíòà, ðåàëèçóþùåãî ôóíêöèþ αi,0 = αi,1,2i−1, è âûõîäû

αi,1, . . . , αi,2mi ïîäñõåìû S1
2mi ïîäàþòñÿ íà âõîäû ïîäñõåìû Wi, êîòîðàÿ âû-

÷èñëÿåò ôóíêöèè αi,k ◦ β1 ◦ . . . ◦ βi−1, â òîì ÷èñëå γi (ïðè k = 2mi) íà
ãëóáèíå íå âûøå n. ßñíî, ÷òî íà âûõîäàõ ïîäñõåìû Wi ðåàëèçóþòñÿ ôóíê-
öèè x1 ◦ . . . ◦ xk, ãäå k ∈ {li + 2i−1} ∪ {li + j2i | j = 1, . . . , 2mi}.

Ñëåäîâàòåëüíî, ãëóáèíà ëþáîé èç ïîäñõåì Pi,n íå ïðåâîñõîäèò n+ 1.
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Ëåììà 4.24. Ñëîæíîñòü ñõåìû S1
2n ðàâíà

L(S1
2n) = 5 · 2n−1 − (3.5− (n mod 2))2dn/2e + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ñëîæíîñòü ñõåìû Pi,n:

L(Pi,n) = L(S1
2mi) + 2L(Q2i−1) + (2mi − 1)L(Q2i) + 1+

+ (2mi + 1)(i− 1) + 2(2i−1 − 1) + (2mi − 1)(2i − 1) =

= L(S1
2mi) + 2(2i − i− 1) + (2mi − 1)(2i+1 − i− 2)+

+ (2mi + 1)(i− 1) + 2mi(2i − 1) =

= L(S1
2mi) + 2mi(3 · 2i − 4)− 1.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ L(S1
1) = 0 è L(S1

2) = 1 â êà÷åñòâå áàçû èíäóê-
öèè, äîêàæåì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä.

L(S1
2n) =

dn/2e∑
i=1

L(Pi,n) =

dn/2e∑
i=1

(
L(S1

2mi) + 2mi(3 · 2i − 4)− 1
)

=

=

dn/2e∑
i=1

(
5 · 2mi−1 − (3.5− (mi mod 2))2dmi/2e + 2mi(3 · 2i − 4)

)
=

=

dn/2e∑
i=1

(
3(2mi+i − 2mi−1)− (3.5− (mi mod 2))2dmi/2e

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ mi = n − 2i, îòäåëüíî âû÷èñëèì ñóììó ïåðâûõ dn/2e − 1

ñëàãàåìûõ:

Σ1 =

dn/2e−1∑
i=1

(
3(2mi+i − 2mi−1)− (3.5− (mi mod 2))2dmi/2e

)
=

=

dn/2e−1∑
i=1

3(2n−i − 2n−2i−1)−
dn/2e−1∑

i=1

(3.5− (n mod 2))2dn/2e−i =

= 3(2n − 2bn/2c+1)−
(
2n−1 − 21−(n mod 2)

)
− (3.5− (n mod 2))(2dn/2e − 2) =

= 5 · 2n−1 − (3.5− (n mod 2))2dn/2e − 3 · 2bn/2c+1 + 9− 3(n mod 2).
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Èñïîëüçóÿmdn/2e = 1−(n mod 2), ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå èñõîäíîé ñóììû
âû÷èñëÿåòñÿ êàê

Σ2 = 3
(
2dn/2e+1−(n mod 2) − 2−(n mod 2)

)
− (2.5 + (n mod 2))21−(n mod 2) =

= 3 · 2bn/2c+1 − (4 + (n mod 2))21−(n mod 2) = 3 · 2bn/2c+1 − 8 + 3(n mod 2).

Ñêëàäûâàÿ Σ1 è Σ2, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå.

Òåîðåìà 4.2. Ñïðàâåäëèâà âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè

L(2n) ≤ 3.5 · 2n − (8.5 + 3.5(n mod 2))2bn/2c + n+ 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì èç ëåììû 4.1 (ñì. ðèñ. 9):

L(2n) ≤ L(2n−1) + L(S1
2n−1) + 2n−1.

Èñïîëüçóÿ ïîñòðîåííûå âûøå ñõåìû S1
2k , äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ëåììû 4.24, ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

L(2n) ≤ L(2n−1) + 3.5 · 2n−1 − (2.5 + (n mod 2))2bn/2c + 1,

êîòîðîå ðàçðåøàåòñÿ êàê (4.14) ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà íåðàâåíñòâà.
Âìåñòå òåîðåìû 4.1 è 4.2 îïðåäåëÿþò òî÷íîå çíà÷åíèå ñëîæíîñòè ìè-

íèìàëüíîé ïðåôèêñíîé ñõåìû ïîðÿäêà 2n è ãëóáèíû n. Ñõåìû Ëàäíåðà�
Ôèøåðà [156] îêàçûâàþòñÿ íåìèíèìàëüíûìè, íà÷èíàÿ ñ n = 6. Íåäàâíî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåôèêñíûõ ñõåì ïîðÿäêà 2n, ãëóáèíû n è ñëîæíîñòè
L(2n) (ïî êðàéíåé ìåðå, ïðè n ≤ 25) áûëà îáíàðóæåíà Ì. Øèðàí [197]
êîìïüþòåðíûì ñ÷åòîì.

Âûäåëÿÿ èç ïîñòðîåííîé ñõåìû ïîäñõåìó, çàâèñÿùóþ îò m ïåðâûõ ïå-
ðåìåííûõ, ãäå 2n−1 < m ≤ 2n, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4.3. Äëÿ ëþáîãî m ñïðàâåäëèâî L(m) ≤ (3.5− o(1))m.

4.5 Ðåàëèçàöèÿ ñ ïî÷òè ìèíèìàëüíîé ãëóáèíîé

Òåîðåìà 4.3. Ïðè 1 ≤ k ≤ n− 2 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

L′(2n, k) =
(
2 + 2−k

)
2n − (5 + 2((n− k) mod 2))2b(n−k)/2c − k + 2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæíåé îöåíêè, êàê ñëåäóåò èç ëåì-
ìû 4.1, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîäñõåìó ñõåìû S2n+k , çàâèñÿùóþ îò ïåð-
âûõ 2n ïåðåìåííûõ.

Âåðõíþþ îöåíêó â ñëó÷àå k = 1 äîñòàâëÿåò ñõåìà S1
2n, ïîñòðîåííàÿ

â �4.4. Ïðè ïîìîùè ýòîé ñõåìû ìåòîäîì [156] ñòðîÿòñÿ ìèíèìàëüíûå ñõåìû
Sk

2n äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé k (ñì. ðèñ. 16).
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x1 x2 x3 x4 x5 x6 x2n−1 x2n

Sk−1
2n−1

Ðèñ. 16: Ñòðóêòóðà ñõåìû Sk
2n

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m âåðõíÿÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ òàê æå, êàê è â ñëåä-
ñòâèè 4.3.

Ñëåäñòâèå 4.4. Äëÿ ëþáûõ m, k, ãäå 1 ≤ k ≤ dlog2me − 2, ïðè m → ∞
ñïðàâåäëèâî

L′(m, k) ≤ (2 + 2−k − o(1))m.

4.6 Ïðåôèêñíûå XOR-ñõåìû

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðûõ äî-
ïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàöèè ◦ ïðåôèêñíûå ñóììû ìîãóò áûòü âû÷èñ-
ëåíû ïàðàëëåëüíîé ñõåìîé ìåíüøåé ñëîæíîñòè, íåæåëè â îáùåì ñëó÷àå.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì àññîöèàòèâíóþ îïåðàöèþ ⊕ ñ àêñèîìîé
x⊕ y ⊕ y = x. Åñëè ⊕ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâîé îïåðàöèåé, òî åå ìîæíî èíòåð-
ïðåòèðîâàòü êàê îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2.
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Ïðåèìóùåñòâîì îïåðàöèè ⊕ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ôóíê-
öèè xi ⊕ . . .⊕ xj êàê

xi ⊕ . . .⊕ xj = (xi ⊕ . . .⊕ xj+k)⊕ (xj+1 ⊕ . . .⊕ xj+k).

Ïðåôèêñíóþ ñõåìó Λ2n ïîðÿäêà 2n è ãëóáèíû n íàä áàçèñîì {⊕} ïî-
ñòðîèì ñîãëàñíî ðèñ. 9, èñïîëüçóÿ âìåñòî ñõåìû S1

2n ñõåìó Λ1
2n. Êîíñòðóêöèÿ

ñõåìû Λ1
2n â îñíîâíîì àíàëîãè÷íà êîíñòðóêöèè ñõåìû S1

2n, îïèñàííîé â �4.4.
Îòëè÷èÿ ñëåäóþùèå.

Âìåñòî ñõåì Q2k èñïîëüçóåì ñõåìû Ψ2k . Ñõåìà Ψ2k èìååò ñëîæíîñòü
2k+1 − 2k − 1 è ãëóáèíó k + dk/2e − 1 è âû÷èñëÿåò ñóììû x1 ⊕ . . . ⊕ xi

è x2k−1+i ⊕ . . . ⊕ x2k , ãäå i = 1, . . . , 2k−1, à òàêæå x1 ⊕ . . . ⊕ x2k , ïðè÷åì
ïîñëåäíþþ ñóììó � íà ãëóáèíå k. Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêîé ñõåìû ïîêàçàí
íà ðèñ. 17.
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Ðèñ. 17: Ñòðóêòóðà ñõåìû Ψ2k

Äëÿ i = 1, . . . , n − dn/3e îáîçíà÷èì λi = 2n − 2n+1−i è ïîëîæèì
λn−dn/3e+1 = 2n. Ñõåìà Λ1

2n ñîñòîèò èç ïîäñõåì Πi,n, ãäå i = 1, . . . , n−dn/3e,
êîòîðûå óñòðîåíû è ñîåäèíåíû òàê æå, êàê ñõåìû Pi,n íà ðèñ. 14.

Â ïîäñõåìå Πi,n ðàñïîëîæåíû âûõîäû ñõåìû Λ1
2n ñ ïðàâûìè êîíöàìè

ìåòîê â èíòåðâàëå îò λi+1 äî λi+1. Êðîìå òîãî, â ïîäñõåìå Πi,n âû÷èñëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ βi = xλi+1⊕ . . .⊕ xλi+1

. Åñëè i > 1, òî âõîäàìè ñõåìû Πi,n ïîìèìî
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âõîäîâ ïåðåìåííûõ òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè β1, . . . , βi−1 è γi−1 = x1⊕. . .⊕
xλi

.
Ñòðóêòóðà ïîäñõåìû Πi,n ñ íåçíà÷èòåëüíûìè îòëè÷èÿìè ïîâòîðÿåò

ñòðóêòóðó ïîäñõåìû Pi,n (ñì. ðèñ. 15). Âõîäû ïåðåìåííûõ ïîäñõåìû ðàçáè-
âàþòñÿ íà ãðóïïû: â ïåðâûõ äâóõ ãðóïïàõ ïî 2di/2e âõîäîâ, â îñòàëüíûõ �
ïî 2di/2e+1. Ê êàæäîé èç ãðóïï ïðèñîåäèíåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñõåìà èç ñå-
ìåéñòâà Ψ2k . Âûõîäû ýòèõ ïîäñõåì, ðåàëèçóþùèå ìàêñèìàëüíûå ïðåôèê-
ñû, ïðèñîåäèíåíû êî âõîäàì ïîäñõåìû Λ1

2µi , ãäå µi = n− i− di/2e − 1 äëÿ
i < n− dn/3e, è µn−dn/3e = 2dn/3e+ bn/3c − n.

Ïîñëåäíèì îòëè÷èåì ñõåìû Πi,n îò ñõåìû Pi,n ÿâëÿåòñÿ åå çàêëþ÷èòåëü-
íûé óðîâåíü, íà êîòîðîì âû÷èñëÿþòñÿ âûõîäíûå ôóíêöèè x1⊕ . . .⊕xj (îí
ñîîòâåòñòâóåò ïó÷êàì ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ ñíèçó íà ðèñ. 15). Åñëè
ïåðåìåííàÿ xj ïîäàåòñÿ íà âõîä ïîäñõåìû Ψ2k , òî ôóíêöèÿ x1 ⊕ . . . ⊕ xj

âû÷èñëÿåòñÿ êàê (îáîçíà÷èì r = j mod 2k){
(x1 ⊕ . . .⊕ xj−r)⊕ (xj−r+1 ⊕ . . .⊕ xj), r ≤ 2k−1

(x1 ⊕ . . .⊕ xj+2k−r)⊕ (xj+1 ⊕ . . .⊕ xj+2k−r), r > 2k−1 ,

ãäå âòîðîå ¾ñëàãàåìîå¿ ðåàëèçóåòñÿ íà âûõîäå ïîäñõåìû Ψ2k .

Ëåììà 4.25. Ñëîæíîñòü ñõåìû Λ1
2n ðàâíà

L(Λ1
2n) = 2 3

11 · 2
n − σn,

ãäå σn îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

σn = 2σn−3 + σn−4 + 1

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

σ0 = 25
11 , σ1 = 39

11 , σ2 = 56
11 , σ3 = 79

11 .

Çàìå÷àíèå. Ðàçóìååòñÿ, σn ìîæíî çàäàòü ÿâíî àíàëèòè÷åñêîé ôîðìó-
ëîé, íî îíà áóäåò ñëèøêîì ãðîìîçäêîé. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïîëîæèòü σn =

χn−0.5, à χn îïðåäåëèòü èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ χn = 2χn−3 +χn−4

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ðåøåíèå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ
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ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñòåïåíåé êîðíåé ìíîãî-
÷ëåíà x4− 2x− 1. Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâî σn ∼ cχn, ãäå χ = 1.3953 . . . �
ìàêñèìàëüíûé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå êîðåíü, à c = 2.86 . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ñëîæíîñòü ñõåìû Πi,n äëÿ i > 1:

L(Πi,n) = L(Λ1
2µi) + 2L(Ψ2di/2e) + (2µi − 1)L(Ψdi/2e+1) + 1+

+ (2µi + 1)(i− 1) + 2
(
2di/2e − 1

)
+ (2µi − 1)

(
2di/2e+1 − 1

)
=

= L(Λ1
2µi) + 2

(
2di/2e+1 − 2di/2e − 1

)
+ (2µi − 1)

(
2di/2e+2 − 2di/2e − 3

)
+

+ (2µi + 1)(i− 1) + 2µi

(
2di/2e+1 − 1

)
=

= L(Λ1
2µi) + 2µi

(
3 · 2di/2e+1 − (i mod 2)− 5

)
− (i mod 2).

Ñëîæíîñòü ñõåìû Π1,n âûðàæàåòñÿ íà 1 ìåíüøèì çíà÷åíèåì, ÷òî îáúÿñíÿ-
åòñÿ îòñóòñòâèåì ýëåìåíòà γ0 ⊕ x1 (ñì. ðèñ. 15).

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî L(Λ1
20) = 0, L(Λ1

21) = 1, L(Λ1
22) = 4, L(Λ1

23) =

11. Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â êà÷åñòâå áàçû èíäóêöèè, äîêàæåì èíäóê-
òèâíûé ïåðåõîä.

Ñ öåëüþ óäîáñòâà çàïèñè ââåäåì îáîçíà÷åíèå ω3(n) äëÿ íåîïðåäåëåííîé
ôóíêöèè, çàâèñÿùåé òîëüêî îò n mod 3. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì äëÿ
ëþáîãî öåëîãî k ñïðàâåäëèâî ω3(n) = ω3(n+ 3k).

L(Λ1
2n) =

n−dn
3e∑

i=1

L(Πi,n) =

=

n−dn
3e∑

i=1

(
L(Λ1

2µi) + 2µi

(
3 · 2di/2e+1 − (i mod 2)− 5

)
− (i mod 2)

)
− 1 =

=

n−dn
3e∑

i=1

(
2µi

(
3 · 2di/2e+1 − (i mod 2)− 2 8

11

)
− σµi

− (i mod 2)
)
− 1.

Ïîäñòàâëÿÿ µi = n − i − di/2e − 1, îòäåëüíî âû÷èñëèì ñóììó âñåõ
ñëàãàåìûõ, êðîìå ïîñëåäíåãî:

Σ1 = Σ1
1 − Σ2

1 − Σ3
1 − Σ4

1 − Σ5
1 − 1,
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ãäå

Σ1
1 =

n−dn
3e−1∑

i=1

3 · 2µi+di/2e+1 = 3

n−dn
3e−1∑

i=1

2n−i = 3(2n − 2dn/3e+1),

Σ2
1 =

n−dn
3e−1∑

i=1

(i mod 2)2µi =

n−dn
3e−1∑

i=1

(i mod 2)2n−i−di/2e−1 =

=

bn/3c∑
j=1

2n−3j = 1
7 · 2

n + ω3(n),

Σ3
1 =

n−dn
3e−1∑

i=1

2 8
11 · 2

µi = 2 8
11

n−dn
3e−1∑

i=1

2n−i−di/2e−1 =

= 2 8
11

bn/3c∑
j=1

2n−3j +

n−dn
3e−bn

3c−1∑
j=1

2n−3j−1

 =

= 2 8
11

(1
7 · 2

n + 1
7 · 2

n−1 + ω3(n)
)

= 45
77 · 2

n + ω3(n),

Σ4
1 =

n−dn
3e−1∑

i=1

σµi
=

n−dn
3e−1∑

i=1

σn−i−di/2e−1, Σ5
1 =

n−dn
3e−1∑

i=1

(i mod 2) = bn/3c.

Ó÷èòûâàÿ µn−dn/3e = 2dn/3e + bn/3c − n, äëÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî
èñõîäíîé ñóììû èìååì:

Σ2 = 3 · 2µn−dn/3e+d(n−dn/3e)/2e+1 + ω3(n) = 3 · 2dn/3e+1 + ω3(n).

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

L(Λ1
2n) = Σ1 + Σ2 = 2 3

11 · 2
n − n/3−

n−dn
3e−1∑

i=1

σn−i−di/2e−1 + ψ(n mod 3),
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îòêóäà ñëåäóåò

σn =

n−dn
3e−1∑

i=1

σn−i−di/2e−1 + n/3− ψ(n mod 3) =

= σn−3+σn−4+1+

(n−3)−dn−3
3 e−1∑

i=1

σ(n−3)−i−di/2e−1+
n− 3

3
−ψ((n−3) mod 3) =

= σn−3 + σn−4 + 1− L(Λ1
2n−3) + 2 3

11 · 2
n−3 = 2σn−3 + σn−4 + 1.

Èç ëåììû ñëåäóåò

Òåîðåìà 4.4. Ñïðàâåäëèâà âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè

L⊕(2n) ≤ 3 3
11 · 2

n − τn,

ãäå

τn =
σn+3 + σn+2 + σn+1 − σn − n− 7

2
.

Çàìå÷àíèå. Ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ ê ëåììå 4.25 ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî τn ∼
c′χn, ãäå c′ = 7.235 . . .

Àíàëîãè÷íî ñëåäñòâèþ 4.3 äîêàçûâàåòñÿ

Ñëåäñòâèå 4.5. Äëÿ ëþáîãî m ñïðàâåäëèâî L⊕(m) ≤
(
3 3

11 − o(1)
)
m.

Â ñëó÷àå k ≥ d(log2m)/2e − 1 íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî L′⊕(m, k) =

2m−dlog2me− 2. Íèæíÿÿ îöåíêà âûòåêàåò èç óïîìÿíóòîãî â �4.2 ñîîòíî-
øåíèÿ ìåæäó ñëîæíîñòüþ è ãëóáèíîé ðåàëèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî ïðåôèê-
ñà â ñõåìå [127, 201]. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âåðõíåé îöåíêè ñòðîèòñÿ ñõåìà, â
êîòîðîé âõîäû ðàçáèòû íà ãðóïïû ïî 4; âû÷èñëÿþòñÿ ñóììû âñåõ âõîäîâ
â êàæäîé èç ãðóïï; îíè ïîäàþòñÿ íà âõîäû àíàëîãè÷íîé ñõåìû äëÿ dm/4e
ïåðåìåííûõ; íåäîñòàþùèå ïðåôèêñû âû÷èñëÿþòñÿ ñ äîïîëíèòåëüíîé ãëó-
áèíîé 1 îòíîñèòåëüíî âûõîäîâ äàííîé ïîäñõåìû. Òàêæå ãðóïïèðóÿ âõîäû
ïî 4 è â îñòàëüíîì èñïîëüçóÿ ìåòîä [156], ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòà ëåììû 4.25
ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4.6. Äëÿ ëþáûõm, k, ãäå 1 ≤ k ≤ d(log2m)/2e−1, ïðèm→∞
ñïðàâåäëèâî

L′⊕(m, k) ≤
(
2 + 3

11 · 4
1−k − o(1)

)
m.
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Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ, ìîæåò ëè âåðõíÿÿ îöåíêà òåîðåìû 4.2
áûòü óëó÷øåíà ïðè äðóãèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ◦. Îñî-
áåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êîììóòàòèâíûå îïåðàöèè, èäåìïîòåíòíûå
îïåðàöèè (x ◦ x = x) èëè, åñëè áîëåå óçêî, áóëåâû îïåðàöèè êîíúþíêöèè è
äèçúþíêöèè.

4.7 Çàìå÷àíèÿ î ïðåôèêñíûõ ñõåìàõ ñ îãðàíè÷åííûì

âåòâëåíèåì ýëåìåíòîâ

Òåõíè÷åñêè îáóñëîâëåííîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà ïðåôèêñíûõ ñõåì ñ
îãðàíè÷åííûì âåòâëåíèåì ýëåìåíòîâ. (Çàäàåòñÿ îãðàíè÷åíèå q íà ñòåïåíü
âåòâëåíèÿ âõîäîâ è ýëåìåíòîâ ñõåìû, ïðè ýòîì ñòåïåíü âåòâëåíèÿ âûõîäîâ
íå äîëæíà ïðåâûøàòü q − 1.) Ïðè ïîñòðîåíèè òàêèõ ñõåì ïîìèìî ôóíê-
öèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ◦ èñïîëüçóþòñÿ òàêæå òîæäåñòâåííûå ýëåìåíòû O,
êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ âåòâëåíèÿ. Â ñëó÷àå q = 2 ïà-
ðàëëåëüíûå ïðåôèêñíûå ñõåìû áåç ýëåìåíòîâ âåòâëåíèÿ ñòðîèòü, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåâîçìîæíî. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñëîæíîñòè ïðåôèêñíûõ ñõåì ñ îãðà-
íè÷åíèåì q íà ñòåïåíü âåòâëåíèÿ ýëåìåíòîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü ââåäåííûå
ðàíåå îáîçíà÷åíèÿ ñëîæíîñòè ñ íèæíèì èíäåêñîì q.

Ñëîæíîñòü ïàðàëëåëüíûõ ïðåôèêñíûõ ñõåì ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ q
èññëåäîâàëàñü Ô. Ôè÷ [127]. Òàê, äëÿ q ≥ 3 åé áûëè ïîñòðîåíû ñõåìû
ìèíèìàëüíîé ãëóáèíû è ëèíåéíîé ñëîæíîñòè O(m). Òàêæå áûëî äîêàçàíî,
÷òî â ñëó÷àå q = 2 ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè èìååò íåëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà,
L2(m) = Θ(m logm). Â ÷àñòíîñòè, äëÿm = 2n áûëè ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ

(n+ 1− o(1))2n−1 ≤ L2(2
n) ≤ (3n− 3.5− o(1))2n−1.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ëó÷øàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ áîëåå ðàííèì
ìåòîäîì Êîãå�Ñòîóíà 1973 ã. [150]. Ñõåìà Êîãå�Ñòîóíà èìååò ñëîæíîñòü
(n−0.5)2n (â òîì ÷èñëå (n−1)2n +1 ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ◦). Cõåìà
ïîðÿäêà 8 èçîáðàæåíà íà ðèñ. 18.

Îòòàëêèâàÿñü îò ñõåìû Êîãå�Ñòîóíà, ìåòîäîì [156] (êàê íà ðèñ. 16)
ìîæíî ïîñòðîèòü ïðåôèêñíóþ ñõåìó ïîðÿäêà 2n, ãëóáèíû n+k è ñëîæíîñòè
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Ðèñ. 18: Ñõåìà Êîãå�Ñòîóíà

(n− k − 3)2n−k + 5 · 2n−1 − k. Òàêèì îáðàçîì, èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

L2(2
n) ≤ (n− 0.5)2n, L′2(2

n, k) ≤ (n− k − 3)2n−k + 5 · 2n−1 − k.

Âòîðóþ îöåíêó ìîæíî ñëåãêà óòî÷íèòü, èñïîëüçóÿ ìîäèôèêàöèþ ñõåìû
Êîãå�Ñòîóíà, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 19 (îíà èìååò ñëîæíîñòü òàêæå
(n− 0.5)2n, îäíàêî äîñòðàèâàåòñÿ äî ñõåìû ñ íóëåâîé ñòåïåíüþ âåòâëåíèÿ
âûõîäîâ ìåíüøåé ñëîæíîñòè, à èìåííî, (n− 0.25)2n). Ñïðàâåäëèâî

L′2(2
n, k) ≤ (n− k − 3.25)2n−k + 5 · 2n−1 − k. (4.15)

(Äåòàëè äîêàçàòåëüñòâà âîññòàíàâëèâàþòñÿ íåñëîæíî.)
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Ðèñ. 19: Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñõåìà Êîãå�Ñòîóíà

Îöåíêà (4.15) ïðè ìàëûõ k ïðèìåðíî â 2 ðàçà îòëè÷àåòñÿ îò íèæíåé
îöåíêè (n− 2)2n−k−1 + 2n −O(n(n+ k)2−k) èç [127], à ïðè k � n àñèìïòî-
òè÷åñêè â 1.25 ðàçà ïðåâîñõîäèò ñòàíäàðòíóþ íèæíþþ îöåíêó 2n+1. Â òî
æå âðåìÿ íåñêîëüêî óñîâåðøåíñòâîâàííàÿ êîíñòðóêöèÿ èç [201] ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü îöåíêó L′2(2n, n−1) . 2.3 ·2n, íà åå îñíîâå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà
ñõåìà ñëîæíîñòè (2 + o(1))2n è ãëóáèíû (2 + o(1))n. Â öåëîì, àñèìïòîòè-
÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèé L2(2

n) è L′2(2n, k) îñòàåòñÿ ïîêà íåâûÿñíåííûì.
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5 Ñõåìû îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû èç

ìíîãîâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ

5.1 Ââåäåíèå

Îñíîâíîé îáúåêò, èçó÷àåìûé â íàñòîÿùåé ãëàâå � ñõåìû èç ôóíêöèîíàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì âõî-
äîâ. Âõîäàìè ñõåì ÿâëÿþòñÿ áóëåâû ïåðåìåííûå è èõ îòðèöàíèÿ. Äëÿ êðàò-
êîñòè äàëåå áóäåì íàçûâàòü òàêèå ñõåìû AC-ñõåìàìè, ìîòèâèðóÿ íàçâàíèå
òåì, ÷òî ýòè ñõåìû èñïîëüçóþòñÿ â îïðåäåëåíèè êëàññîâ ñëîæíîñòè ACk.33

Ñëîæíîñòü ñõåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â
íåé, ãëóáèíà� êàê ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â îðèåíòèðîâàííîì ïóòè
îò âõîäà ê âûõîäó ñõåìû. ×åðåç Cd(n) è C(n) îáîçíà÷èì ñëîæíîñòü ðåà-
ëèçàöèè êëàññà áóëåâûõ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ (ò. å. ôóíêöèþ Øåííîíà)
AC-ñõåìàìè ãëóáèíû d è, ñîîòâåòñòâåííî, íåîãðàíè÷åííîé ãëóáèíû.

Äîïîëíèòåëüíî ðàññìîòðèì ñõåìû íàä áåñêîíå÷íûì áàçèñîì U = {x1∨
. . . ∨ xk, x1 · . . . · xk | k ∈ N} ∪ { } (âõîäàìè ñõåì ÿâëÿþòñÿ, êàê îáû÷íî,
òîëüêî áóëåâû ïåðåìåííûå). Äëÿ ôóíêöèé Øåííîíà ñëîæíîñòè òàêèõ ñõåì
ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ CU

d (n) è CU(n) â çàâèñèìîñòè îò âèäà îãðàíè÷åíèÿ
íà ãëóáèíó. Óñëîâèìñÿ, ÷òî ïðè ïîäñ÷åòå ãëóáèíû ïðîïóñêàþòñÿ ýëåìåíòû
îòðèöàíèÿ.

Äëÿ ôóíêöèé Øåííîíà ñëîæíîñòè ñõåì íàä áàçèñîì U , â êîòîðûõ íå
ó÷èòûâàþòñÿ ýëåìåíòû îòðèöàíèÿ, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ C∗

d(n) è C∗(n). Ïî
ñóòè, òàêèå ñõåìû ìîæíî ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì îïðåäåëèòü êàê ñõåìû
íàä áåñêîíå÷íûì áàçèñîì U∞ = {(xα1

1 · . . . · xαk

k )β | k ∈ N;αi, β ∈ {0, 1} } èç
îáîáùåííûõ êîíúþíêöèé.

Äâå ïîñëåäíèõ ìîäåëè ââåäåíû äëÿ ïðîÿñíåíèÿ ðîëè ýëåìåíòîâ îòðèöà-
íèÿ â îïòèìàëüíûõ ìåòîäàõ ñèíòåçà. Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ
C∗(n) ≤ CU(n), C∗(n) ≤ C(n), CU(n) ≤ C(n) + n (òàêèå æå ñîîòíîøåíèÿ
èìåþò ìåñòî ïðè îãðàíè÷åíèè íà ãëóáèíó).

Ïîä ôîðìóëàìè áóäåì ïîíèìàòü ñõåìû, â êîòîðûõ âûõîäû ôóíêöèî-
33AC � ñîêðàùåíèå îò alternating circuits. Îáçîð íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ êëàññàìè ACk,

èìååòñÿ â [145, 210].
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íàëüíûõ ýëåìåíòîâ íå èìåþò âåòâëåíèé. Äëÿ ôóíêöèé Øåííîíà ñëîæíî-
ñòè AC-ôîðìóë ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ Ld(n) è L(n). Îáîçíà÷èì ÷åðåç LU

d (n)

è LU(n) ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè ôîðìóë íàä áàçèñîì U . Ïîíÿòèå
ôîðìóëû ñ ¾áåñïëàòíûìè¿ îòðèöàíèÿìè ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ ïîíÿ-
òèåì AC-ôîðìóëû, ïîñêîëüêó ëþáîå îòðèöàíèå ìîæåò áûòü ¾îïóùåíî¿
íà óðîâåíü âõîäîâ ïåðåìåííûõ. Âñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ, L(n) ≤ LU(n)

è Ld(n) ≤ LU
d (n). Ïðèíöèïèàëüíûì ïðåèìóùåñòâîì AC-ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ

îòñóòñòâèå îãðàíè÷åíèé íà âåòâëåíèå îòðèöàíèé ïåðåìåííûõ.
Çàäà÷à ñèíòåçà ñ ãëóáèíîé 2 ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ÄÍÔ èëè ÊÍÔ.

Ðàññìîòðåâ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè îöåíîê

L2(n) ∼ C2(n) ∼ CU
2 (n) ∼ C∗

2(n) ∼ 2n−1, LU
2 (n) ∼ n · 2n−2.

Âîïðîñ î ïîâåäåíèè ôóíêöèé Øåííîíà ñëîæíîñòè äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ
ìîäåëåé âû÷èñëåíèé ñòàíîâèòñÿ íåòðèâèàëüíûì â ãëóáèíå 3 è âûøå.

Â ðàáîòå [42] Î. Á. Ëóïàíîâ ïîêàçàë, ÷òî àñèìïòîòèêà ôóíêöèè Øåí-
íîíà ñëîæíîñòè ôîðìóë äîñòèãàåòñÿ íà ôîðìóëàõ ãëóáèíû 3 è ðàâíà
2n/ log2 n, åñëè ïîä ñëîæíîñòüþ ïîíèìàòü ÷èñëî âõîæäåíèé ñèìâîëîâ ïåðå-
ìåííûõ â ôîðìóëó. Â ðàáîòå [47] îí óñòàíîâèë, ÷òî àñèìïòîòèêà ôóíêöèè
Øåííîíà ñëîæíîñòè ñõåì èç äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ òîæå äîñòèãàåòñÿ íà
ñõåìàõ ãëóáèíû 3 è ñîñòàâëÿåò 2n/n. Ïîä ãëóáèíîé çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ
ãëóáèíà àëüòåðíèðîâàíèÿ � óâåëè÷åííîå íà åäèíèöó ÷èñëî ÷åðåäîâàíèé
ýëåìåíòîâ äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè îò âõîäîâ ê âûõîäàì ñõåìû. ×èñ-
ëî äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ ïðèáëèçèòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó ðåáåð â
ýêâèâàëåíòíîé ñõåìå èç ìíîãîâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ. Âëèÿíèå ãëóáèíû àëü-
òåðíèðîâàíèÿ íà ñëîæíîñòü ôîðìóë èçó÷åíî Ñ. À. Ëîæêèíûì è Â. À. Êî-
íîâîäîâûì â ðàáîòå [40], ãäå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé Øåííîíà óñòà-
íîâëåíû àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè âûñîêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè.

Êîíêðåòíûå îöåíêè ñëîæíîñòè ôóíêöèé Øåííîíà, îòíîñÿùèåñÿ ê ââå-
äåííûì âûøå ìîäåëÿì, ïîëó÷åíû â ðàáîòå [121]. Èõ ìîæíî çàïèñàòü êàê

1.914 · 2n/2 . CU(n) . C3(n) . 2.122 · 2n/2, C3(2m) . 2 · 2m. (5.1)

Êðîìå òîãî, îöåíêè C∗(n) ∼
√

2 · 2n/2 è L(n) . 2n/n âûòåêàþò èç ðåçóëü-
òàòîâ Ý. È. Íå÷èïîðóêà [52]. Îòìåòèì, ÷òî Î. Ì. Êàñèì-Çàäå [21] ïîëó÷èë
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óíèâåðñàëüíóþ îöåíêó O(2n/2) ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè ñõåì íàä ïðî-
èçâîëüíûì áåñêîíå÷íûì áàçèñîì. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûå çäåñü
áàçèñû îòíîñÿòñÿ ê íàèáîëåå ñëàáûì ïî âûðàçèòåëüíûì âîçìîæíîñòÿì.
Äîáàâèì, ÷òî â ðàáîòàõ Ý. È. Íå÷èïîðóêà [54] è Î. Á. Ëóïàíîâà [45] óñòà-
íîâëåíà àñèìïòîòèêà 2 ·

√
2n/n ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè ñõåì íàä

îáúåìëþùèì áàçèñîì èç âñåõ ïîðîãîâûõ ôóíöèé34.
Àâòîðîì â ðàáîòå [224] ïåðå÷èñëåííûå îöåíêè ðàñøèðåíû ñëåäóþùèì

îáðàçîì:
C(n) ∼ C3(n) ∼ CU

3 (n) ∼ C∗
3(n) ∼ 2 · 2n/2,

C∗(n) ∼
√

2 · 2n/2, 1.944 · 2n/2 . CU(n),

0.63 · 2n/n . L(n) . L3(n) . 2n/n,

LU(n) ∼ LU
4 (n) ∼ 2n/n, LU

3 (n) . 2 · 2n/n.

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î ñëîæíîñòè AC-ñõåì ïîëíîñòüþ ðåøåí â àñèìï-
òîòè÷åñêîì ñìûñëå. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå CU(n) ∼ 2 · 2n/2, íî ïîêà óäàåòñÿ ïîäîéòè ê ýòîé
îöåíêå òîëüêî ñâåðõó.

Ñîäåðæàòåëüíî, îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [224] ÿâëÿþòñÿ âåðõíèå
îöåíêè ñëîæíîñòè â ãëóáèíå 3. Â îáùåì, ñîîòâåòñòâóþùèå ñõåìû è ôîðìó-
ëû ñòðîÿòñÿ ïî ïðèíöèïàì, èçâåñòíûì èç êëàññè÷åñêèõ ðàáîò Î. Á. Ëóïàíî-
âà è Ý. È. Íå÷èïîðóêà (íàïðèìåð, [42, 47, 49, 52]). Ñ òåõíè÷åñêîé ñòîðîíû,
äëÿ ñèíòåçà óêàçàííûõ ñõåì è ôîðìóë ïîòðåáîâàëèñü ñïåöèàëüíûå ïîêðû-
òèÿ áóëåâà êóáà Bn àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîãî ðàçìåðà, îáîáùàþùèå
ïîêðûòèå ñôåðàìè. Íåîáõîäèìûå ïîêðûòèÿ â [224] ïîëó÷åíû åäèíûì ñïî-
ñîáîì, êîòîðûé, â ÷àñòíîñòè, ïðèâîäèò ê àëüòåðíàòèâíîìó äîêàçàòåëüñòâó
ðåçóëüòàòà À. Å. Ëèïàòîâîé [33] îá îïòèìàëüíîì ïîêðûòèè êóáà ïñåâäî-
ñôåðàìè.

Ìîäåëü ñõåì ñ áåñïëàòíûìè îòðèöàíèÿìè âûäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî àñèìï-
òîòèêà ñëîæíîñòè íå äîñòèãàåòñÿ íà ñõåìàõ îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû. Ìîæ-
íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ëþáîì ïîñòîÿííîì d ≥ 2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà
C∗

d+1(n) &
√

2d/(d− 1) · 2n/2. Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà C∗(n) ∼
√

2 · 2n/2

34Ïðè ëþáîì k èìååòñÿ 2Θ(k2) ðàçëè÷íûõ ïîðîãîâûõ ôóíêöèé k ïåðåìåííûõ (ñì., íàïðèìåð, [16]),
ñðåäè êîòîðûõ ïîðÿäêà 3k êîíúþíêöèé è äèçúþíêöèé.
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äîñòèæèìà òîëüêî íà ñõåìàõ ðàñòóùåé ãëóáèíû. Ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä
ïîëó÷àåòñÿ ïåðåëîæåíèåì ìåòîäà Ý. È. Íå÷èïîðóêà [52]. Îòïðàâíîé òî÷-
êîé äëÿ ìåòîäà ñëóæèò èäåÿ ìíîãîÿðóñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé, íî â
ïîëó÷åííîì â [52] ïðåäñòàâëåíèè ìíîãîÿðóñíîñòü âûðàæåíà íå âïîëíå ÿâ-
íî. Ìû ïðåäëîæèì àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà, â òîì ÷èñëå,
ÿâíóþ ôîðìó äëÿ ìíîãîÿðóñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé. Ïîìèìî òî÷íîé
îöåíêè â íåîãðàíè÷åííîé ãëóáèíå, èç ìåòîäà èçâëåêàþòñÿ âåðõíèå îöåíêè
âèäà C∗

d+O(1)(n) .
√

2d/(d− 1) · 2n/2.
Îòìåòèì, ÷òî ïîñòàíîâî÷íî ê ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïå çàäà÷ ïðèìûêà-

þò âîïðîñû àñèìïòîòè÷åñêîãî ñèíòåçà ñõåì è ôîðìóë èç ìíîãîâõîäîâûõ
ýëåìåíòîâ êîíúþíêöèè è ñóììû ïî ìîäóëþ 2. Ýòà îáëàñòü ïðàêòè÷åñêè
ñîâñåì íå èçó÷åíà. Ïðÿìî ïåðåíîñÿòñÿ ðàçâå ÷òî ïðîñòûå ìåòîäû ñèíòåçà
ôîðìóë (ãëóáèíû 4) íàä áàçèñîì U , ïîçâîëÿÿ ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó ôóíê-
öèè Øåííîíà ñëîæíîñòè 2n/n. Íåòðèâèàëüíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè
ñõåì (òàêæå ãëóáèíû 4) âûòåêàåò èç êîíñòðóêöèè Ñ. Í. Ñåëåçíåâîé [195]
(2.5 ·2n/2 ïðè íèæíåé îöåíêå 2 ·2n/2). Êðîìå òîãî, â åå ðàáîòàõ [67, 68] óñòà-
íîâëåí ïîðÿäîê ôóíêöèèØåííîíà ñëîæíîñòè

⊕∧⊕
-ñõåì (ïðåäñòàâëåíèé

ñóììàìè ìóëüòèàôôèííûõ ôóíêöèé) Θ(2n/n2).
Èçëîæåíèå â îñíîâíîì ñëåäóåò ðàáîòå [224]. Â �5.2 äîêàçûâàþòñÿ íèæ-

íèå îöåíêè ôóíêöèé Øåííîíà äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé. Â �5.3 ïðè-
âîäÿòñÿ ïðîñòûå ìåòîäû ñèíòåçà ñõåì îïòèìàëüíîé èëè ïî÷òè îïòèìàëüíîé
ñëîæíîñòè ñ îñëàáëåííûì îãðàíè÷åíèåì íà ãëóáèíó. Â �5.4 ñòðîÿòñÿ íåîáõî-
äèìûå ðàçáèåíèÿ áóëåâà êóáà. Â �5.5 ñ ïîìîùüþ ýòèõ ðàçáèåíèé ïîëó÷åíû
ìåòîäû ñèíòåçà ñõåì è ôîðìóë ãëóáèíû 3. Â �5.6 ñòðîèòñÿ ìíîãîÿðóñíîå
ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé è ìåòîä ñèíòåçà ñõåì íàä áàçèñîì U∞.

5.2 Íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè

Íèæíèå îöåíêè ôóíêöèîíàëîâ ñëîæíîñòè äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäå-
ëåé ïîëó÷àþòñÿ áîëåå-ìåíåå ñòàíäàðòíûìè ìîùíîñòíûìè ðàññóæäåíèÿìè.

Ëåììà 5.1. LU(n) & 2n/n, L(n) & log3 2 · 2n/n > 0.63 · 2n/n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ñâåðõó ÷èñëî ôîðìóë NU(s) (÷èñëî AC-ôîðìóë
N(s)) n ïåðåìåííûõ ñëîæíîñòè íå áîëåå s. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ôîðìó-
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ëû åñòü íå áîëåå 2n (ñîîòâåòñòâåííî, 3n) ñïîñîáîâ îïðåäåëèòü íàáîð ïðèñî-
åäèíåííûõ ê íåìó âõîäîâ ïåðåìåííûõ (èëè ïåðåìåííûõ è èõ îòðèöàíèé).
Ââåäåì ïðîèçâîëüíûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå òàêèõ íàáîðîâ è óïîðÿäî÷èì
ýëåìåíòû ôîðìóëû ñîãëàñíî âûáðàííîìó ïîðÿäêó. Òîãäà ÷èñëî ñïîñîáîâ
ñîåäèíèòü ýëåìåíòû ôîðìóëû ñ ëèòåðàëàìè åñòü ÷èñëî ñî÷åòàíèé ñ ïîâòî-
ðåíèÿìè

(2n+s−1
s

)
≤ (2n + s)s/s! (ñîîòâåòñòâåííî,

(3n+s−1
s

)
≤ (3n + s)s/s!).

Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà íå áîëåå ÷åì òðåìÿ ñïîñîáàìè ìîæíî
îïðåäåëèòü åãî òèï, íå áîëåå ÷åì s ñïîñîáàìè ìîæíî îïðåäåëèòü íîìåð
ýëåìåíòà, â êîòîðûé âåäåò èñõîäÿùåå èç äàííîãî ýëåìåíòà ðåáðî. Åùå åñòü
s ñïîñîáîâ âûáðàòü âûõîä ôîðìóëû. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

NU(s) ≤ s · (3s(2n +s))s/s! ≤ (c ·2n)s, N(s) ≤ s · (3s(3n +s))s/s! ≤ (c ·3n)s

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c â ïðåäïîëîæåíèè s = o(2n). Òðåáóåìûå îöåíêè
ñëåäóþò èç óñëîâèÿ NU(s) ≥ 22n (èëè N(s) ≥ 22n).

Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî óòî÷íåíèå ðåçóëüòàòà äëÿ AC-ôîðìóë âîçìîæíî
ïðèìåíåíèåì áîëåå àêêóðàòíîé îöåíêè ÷èñëà ôóíêöèé, îáëàäàþùèõ ÄÍÔ
(èëè ÊÍÔ) èç s êîìïîíåíò (â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû íåÿâíî èñïîëüçóåòñÿ
ãðóáàÿ îöåíêà 3ns/s!).

Ëåììà 5.2. C(n) & 2 · 2n/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ÷èñëî ñõåì N(a, b) îò n ïåðåìåííûõ ñ a ýëåìåí-
òàìè äèçúþíêöèè è b ýëåìåíòàìè êîíúþíêöèè. Ïóñòü íà ñõåìå çàäàíà åñòå-
ñòâåííàÿ íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ. Åñòü íå áîëåå 2a+b ñïîñîáîâ âûáðàòü òèïû
ýëåìåíòîâ. Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíòû îäíîãî òèïà íå ñîåäèíÿþòñÿ ðåá-
ðàìè. Òîãäà åñòü âñåãî 2ab âîçìîæíîñòåé ñîåäèíèòü èëè íå ñîåäèíèòü ïàðû
ýëåìåíòîâ ðàçíûõ òèïîâ (îðèåíòàöèÿ ðåáåð óñòàíàâëèâàåòñÿ àâòîìàòè÷å-
ñêè, ñîãëàñíî íóìåðàöèè âåðøèí). Òàêæå, äëÿ êàæäîé âåðøèíû èìååòñÿ
íå áîëåå 3n âîçìîæíîñòåé ñîåäèíåíèÿ ñî âõîäàìè ñõåìû. Ïîëó÷àåì îöåíêó
N(a, b) ≤ 2ab(2 · 3n)a+b.

Òîãäà ÷èñëî ñõåì ñëîæíîñòè s îöåíèâàåòñÿ êàê

N(s) ≤ s ·max
a
N(a, s− a) ≤ s · 2s2/4(2 · 3n)s,

îòêóäà ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèÿ N(s) ≥ 22n ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
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Ëåììà 5.3. Ïðè ëþáîì ïîñòîÿííîì d ≥ 2 ñïðàâåäëèâî

C∗
d+1(n) &

√
2d/(d− 1) · 2n/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îòðèöàíèÿ áåñïëàòíû, òî ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñõåìà
ñîñòîèò èç ïàð: (ýëåìåíò òèïà ∨ èëè ∧, åãî îòðèöàíèå). Êàê è âûøå, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî â ñõåìå íåò ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ ýëåìåíòû îäíîãî òèïà. Äî-
ïîëíèòåëüíî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíòû òèïà ¾îòðèöàíèå êîíúþíêòîðà¿
íå ìîãóò ñîåäèíÿòüñÿ ñ äèçúþíêòîðàìè, è íàîáîðîò: îòðèöàíèÿ äèçúþíê-
òîðîâ íå ìîãóò ñîåäèíÿòüñÿ ñ êîíúþíêòîðàìè. Êàê ñëåäñòâèå, åñòü òîëüêî
îäíî ¾ëåãàëüíîå¿ ðåáðî, êîòîðûì ìîæíî ñîåäèíèòü äâà ïàðíûõ ýëåìåíòà.

Îöåíèì ÷èñëî N(s1, . . . , sd) ëåãàëüíûõ ñõåì n ïåðåìåííûõ ãëóáèíû d+1

è ñëîæíîñòè s = s1+. . .+sd+1, â êîòîðûõ íà êàæäîì i-ì ñëîå ðàñïîëîæåíî
si (ïàðíûõ) ýëåìåíòîâ, i = 1, . . . , d. Èìååòñÿ 2s ñïîñîáîâ âûáðàòü òèïû
ýëåìåíòîâ, 2s−1+

∑
i<j sisj ñïîñîáîâ ñîåäèíèòü èõ è 3ns ñïîñîáîâ ïðèñîåäèíèòü

ê íèì âõîäû ïåðåìåííûõ. Â èòîãå èìååì N(s1, . . . , sd) ≤ 2
∑

i<j sisj(2 · 3n)s.
Ïîñêîëüêó∑

i<j

sisj =
(
∑
si)

2 −
∑
s2
i

2
≤ (
∑
si)

2 − (
∑
si)

2 /d

2
=
d− 1

2d
(s− 1)2,

òî äëÿ ÷èñëà ëåãàëüíûõ ñõåì ãëóáèíû d + 1 è ñëîæíîñòè íå âûøå s ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà

N(s) ≤ sd · max
s1+...+sd=s−1

N(s1, . . . , sd) ≤ sd · 2
d−1
2d s2

(2 · 3n)s.

Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ N(s) ≥ 22n.
Èç ëåììû, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò íåðàâåíñòâî C∗(n) &

√
2 · 2n/2.

Â çàêëþ÷åíèå óêàæåì íà âîçìîæíîñòü óòî÷íåíèÿ íèæíåé îöåíêè âåëè-
÷èíû CU(n). Ñíà÷àëà íàïîìíèì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà [121] ñîîòíîøåíèÿ
CU(n) & 1.914 ·2n/2. Óäîáíî ðàçáèòü ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ñõåìû íà 4 òèïà:
êîíúþíêòîðû, âûõîäû êîòîðûõ íå ïîäàþòñÿ íà âõîä ýëåìåíòîâ îòðèöàíèÿ;
äèçúþíêòîðû, âûõîäû êîòîðûõ íå ïîäàþòñÿ íà âõîä ýëåìåíòîâ îòðèöàíèÿ;
êîíúþíêòîðû âìåñòå ñ èõ îòðèöàíèÿìè; äèçúþíêòîðû âìåñòå ñ èõ îòðèöà-
íèÿìè. Ïîñëåäíèå äâà òèïà � ïàðíûå, äàþò óäâîåííûé âêëàä â ñëîæíîñòü
ñõåìû.
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Äàëåå îöåíèâàåòñÿ ÷èñëî ñõåì ñ çàäàííûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ êàæäîãî
òèïà: a′, a, b′, b ñîîòâåòñòâåííî ïàðíûõ è íåïàðíûõ äèçúþíêòîðîâ, ïàðíûõ è
íåïàðíûõ êîíúþíêòîðîâ. Ïðåäâàðèòåëüíî ôèêñèðóåòñÿ åñòåñòâåííàÿ íóìå-
ðàöèÿ ýëåìåíòîâ ñõåìû. Äëÿ àñèìïòîòèêè îöåíêè ñëîæíîñòè ñóùåñòâåííî
òîëüêî ÷èñëî ñïîñîáîâ ñîåäèíèòü ìåæäó ñîáîé ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû.

Ìíîæåñòâî ïîäñ÷èòûâàåìûõ ñõåì ìîæíî îãðàíè÷èòü. Êàê îáû÷íî, çà-
ïðåùàåòñÿ ñîåäèíÿòü èíäèâèäóàëüíûå ýëåìåíòû îäíîãî òèïà. Äîïîëíè-
òåëüíî çàïðåùàåòñÿ îáà âûõîäà ïàðíîãî ýëåìåíòà ïðèñîåäèíÿòü êî âõîäó
îäíîãî è òîãî æå ýëåìåíòà.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ ñõåìû åñòü îò îäíîãî äî òðåõ ñïîñî-
áîâ óñòàíîâèòü ñîåäèíåíèå ìåæäó íèìè, â çàâèñèìîñòè îò òèïîâ: íåò ðåáðà,
ðåáðî âûõîäèò èç ýëåìåíòà òèïà ∨ èëè ∧, äëÿ ïàðíûõ ýëåìåíòîâ äîïîëíè-
òåëüíî âîçìîæíî ðåáðî, èñõîäÿùåå èç ýëåìåíòà îòðèöàíèÿ.

×èñëî âîçìîæíîñòåé ìîæåò çàâèñåòü îò ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ â ñõåìå: òàê,
ïàðíûé äèçúþíêòîð ìîæåò áûòü ïðèñîåäèíåí ê íåïàðíîìó êîíúþíêòîðó
òðåìÿ ñïîñîáàìè, à íàîáîðîò � òîëüêî äâóìÿ. Â ìåòîäå [121] èíôîðìàöèÿ î
ïîðÿäêå ýëåìåíòîâ â ñõåìå íå èçâëåêàåòñÿ, ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìàíèå òîëü-
êî òèïû ýëåìåíòîâ, è îöåíêà èñõîäèò èç íàèõóäøåãî âîçìîæíîãî ïîðÿäêà
èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ.

Îêîí÷àòåëüíî, âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ÷èñëà âàðèàíòîâ ñîåäèíåíèé ýëåìåí-
òîâ ñõåìû çàïèñûâàåòñÿ êàê

ν(a, a′, b, b′) = 3a′b+a′b′+ab′2a′(a′−1)/2+b′(b′−1)/2+ab+aa′+bb′. (5.2)

Ìàêñèìóì âåëè÷èíû ν(a, a′, b, b′) ïðè ôèêñèðîâàííîé ñëîæíîñòè ñõåìû s =

2(a′ + b′) + a+ b è îïðåäåëÿåò íèæíþþ îöåíêó ôóíêöèè Øåííîíà.

Ëåììà 5.4. CU(n) & 1.944 · 2n/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà (5.2) ïðåäïîëàãàåò íàèõóäøèé ñëó÷àé âçàèìíî-
ãî ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ, êîãäà ïàðíûå ýëåìåíòû ïðåäøåñòâóþò íåïàð-
íûì. Ïî ñóùåñòâó, ýòî çíà÷èò, ÷òî â íèæíåé ÷àñòè ñõåìû âñå ýëåìåíòû
ñíàáæåíû îòðèöàíèÿìè. Îäíàêî, ê ýòîé ÷àñòè ñõåìû ìîæíî ïðèìåíèòü
ïðàâèëà óïðîùåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5.3, è ñîêðàòèòü ÷èñëî âîç-
ìîæíîñòåé.
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Ïîïðîáóåì ñûãðàòü íà ýòîì îáñòîÿòåëüñòâå. Äîáàâèì ïðàâèëî èç ëåì-
ìû 5.3: åñëè âñå âõîäû ýëåìåíòà òèïà ∨ èëè ∧ îòíîñÿòñÿ ê ïàðíûì ýëå-
ìåíòàì, òî îòðèöàíèå ýòîãî ýëåìåíòà íå ìîæåò ïðèñîåäèíÿòüñÿ ê ýëåìåíòó
ïðîòèâîïîëîæíîãî òèïà (ñîîòâåòñòâåííî, ∧ èëè ∨).

Â åñòåñòâåííîé íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ ñõåìû (çäåñü ñ÷èòàåì ïàðíûå ýëå-
ìåíòû çà îäèí) âûäåëèì çîíó èç ïåðâûõ t ýëåìåíòîâ (t � íåêîòîðûé ïàðà-
ìåòð). Ïóñòü â ýòîé çîíå ðàñïîëîæåíû a′0, a0, b′0, b0 ñîîòâåòñòâåííî ïàðíûõ è
íåïàðíûõ äèçúþíêòîðîâ, ïàðíûõ è íåïàðíûõ êîíúþíêòîðîâ; åùå a′1, a1, b′1,
b1 ïàðíûõ è íåïàðíûõ äèçúþíêòîðîâ, ïàðíûõ è íåïàðíûõ êîíúþíêòîðîâ
ðàñïîëîæåíû â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ñõåìû.

Îöåíèì ÷èñëî ôóíêöèéN(a′0, a0, b
′
0, b0, a

′
1, a1, b

′
1, b1), êîòîðûå âû÷èñëÿþò

òàêèå ñõåìû, äâóìÿ ñïîñîáàìè.
Ïåðâûé ñïîñîá òî÷íî òàêîé æå, êàê â ìåòîäå [121], òîëüêî äîïîëíè-

òåëüíî ó÷èòûâàåò, ÷òî ýëåìåíòû âûäåëåííîé çîíû çàâåäîìî ïðåäøåñòâóþò
ýëåìåíòàì âíå çîíû. Ïîëó÷àåì îöåíêó

ν1(a0, a
′
0, b0, b

′
0, a1, a

′
1, b1, b

′
1) = ν(a0, a

′
0, b0, b

′
0)ν(a1, a

′
1, b1, b

′
1)·

· 3a′
0(b1+b′1)+b′0(a1+a′

1)2(a0+b′0)(b1+b′1)+(b0+a′
0)(a1+a′

1).

Âî âòîðîì ñïîñîáå äîáàâèì îòðèöàíèÿ êî âñåì ýëåìåíòàì â âûäåëåí-
íîé çîíå, êîòîðûå èõ íå èìåëè, è ïðèìåíèì ê ïîëó÷åííûì ñõåìàì ïðàâèëà
óïðîùåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ðåàëèçóåìûõ ñõåìàìè, ïðè
ýòîì íå èçìåíèëîñü. Â ñèëó ïðàâèëà óïðîùåíèÿ, ëþáîé ýëåìåíò âûäåëåí-
íîé çîíû ñîåäèíÿåòñÿ ñ ëþáûì äðóãèì ýëåìåíòîì ñõåìû íå áîëåå ÷åì äâóìÿ
ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó ÷èñëî ðåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñõåì îöåíèâàåòñÿ êàê

ν2(a0, a
′
0, b0, b

′
0, a1, a

′
1, b1, b

′
1) = 2t(t−1)/2+t(a1+a′

1+b1+b′1)ν(a1, a
′
1, b1, b

′
1).

Òåïåðü ìîæíî èñïîëüçîâàòü îöåíêó

N(a′0, . . . , b1) ≤ min{ν1(a0, . . . , b
′
1), ν2(a0, . . . , b

′
1)} · h, (5.3)

ãäå äîáàâî÷íûé ìíîæèòåëü h èìååò âåëè÷èíó 2o(s2) îòíîñèòåëüíî ñëîæíî-
ñòè ñõåìû s = 2(a′0 + a′1 + b′0 + b′1) + a0 + a1 + b0 + b1 (ñì. äîêàçàòåëüñòâà
ïðåäûäóùèõ ëåìì).
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Îñòàåòñÿ ïîäîáðàòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t, ïðè êîòîðîì ìàêñèìóì îöåí-
êè (5.3) ïî âñåì äîïóñòèìûì íàáîðàì a′0, . . . , b1 ìèíèìàëåí. Âû÷èñëèòåëü-
íûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî t ≈ 0.079s, ïðè ýòîì N(s) ≺ 20.2646·s2.

Ðåçåðâ äëÿ óòî÷íåíèÿ íèæíåé îöåíêè CU(n) åùå îñòàåòñÿ. Â ïîäñ÷è-
òûâàåìûõ ñõåìàõ ìîæíî çàïðåòèòü òðåóãîëüíèêè, îáðàçóåìûå ýëåìåíòà-
ìè îïðåäåëåííûõ òèïîâ. Íàïðèìåð, âûõîä ýëåìåíòà îòðèöàíèÿ íå äîëæåí
ïðèñîåäèíÿòüñÿ ê äèçúþíêòîðó (êîíúþíêòîðó) íàïðÿìóþ è îäíîâðåìåííî
òðàíçèòîì ÷åðåç êîíúþíêòîð (äèçúþíêòîð) èëè åãî îòðèöàíèå. Ó÷åò ïî-
äîáíûõ çàïðåòîâ ïîçâîëÿåò åùå ÷óòü-÷óòü óëó÷øèòü îöåíêó, íî íå îáåùàåò
äîñòèæåíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà.

5.3 Ïðîñòûå ìåòîäû ñèíòåçà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ ïðîñòûå ñïîñîáû äîêàçàòåëüñòâà îöåíîê
L(n), LU(n) . 2n/n, C(n) . 2 · 2n/2, íî íå îïòèìàëüíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ
ãëóáèíû èñïîëüçóåìûõ êîíñòðóêöèé ôîðìóë è ñõåì.

Äëÿ íàáîðà ïåðåìåííûõ X = (x1, . . . , xn) è áóëåâà âåêòîðà σ =

(σ1, . . . , σn) îáîçíà÷èì ÷åðåç Xσ ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ (ý.ê.) xσ1
1 · . . . ·

xσn
n , ÷åðåç Xσ � ýëåìåíòàðíóþ äèçúþíêöèþ (ý.ä.) x1−σ1

1 ∨ . . .∨ x1−σn
n , ÷åðåç

Ẋσ � ìîíîì
∧

i: σi=1 xi, à ÷åðåç Ẋσ � äèçúþíêöèþ
∨

i: σi=0 xi. ×åðåç |X|
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî ïåðåìåííûõ â íàáîðå X.

Â äîêàçàòåëüñòâå îöåíîê ñëîæíîñòè ôîðìóë ìû âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëü-
òàòîì Î. Á. Ëóïàíîâà [41] îá îïòèìàëüíûõ ïîêðûòèÿõ áóëåâûõ ìàòðèö
ïðÿìîóãîëüíèêàìè. Íàïîìíèì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèêîì íàçûâàåòñÿ ñïëîøü
åäèíè÷íàÿ ïîäìàòðèöà ìàòðèöû. Ïóñòü P (R) îçíà÷àåò ìíîæåñòâî ñòðîê,
Q(R) � ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ, |R| = |P (R)| + |Q(R)| � âåñ ïðÿìîóãîëüíè-
êà R. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé ëåììû 3.2.

Óòâåðæäåíèå 5.1. Ïóñòü s ∈ N. Ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ìàòðèöà ðàçìåðà
p × q ìîæåò áûòü ïîêðûòà íå áîëåå ÷åì 2sq/s ïðÿìîóãîëüíèêàìè Ri

ñóììàðíûì âåñîì
∑
|P (Ri)| ≤ p(q/s+ 1) è

∑
|Q(Ri)| ≤ 2s+1q.

Òåîðåìà 5.1. L4(n) . 2n/n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî èç n ïåðåìåííûõ íà 2 ãðóïïû X
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è Y . Ïðîèçâîëüíóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(X, Y ) =
∨

σ∈B|X|, τ∈B|Y |

fσ,τX
σY τ , (5.4)

êîýôôèöèåíòû fσ,τ îáðàçóþò áóëåâó ìàòðèöó ðàçìåðà 2|X| × 2|Y |.
Âûáåðåì |Y | ∈ ω(log n) ∩ no(1). Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 3.2 ñ âûáîðîì

ïàðàìåòðà s ≈ |X| − 2 log2 n, íàõîäèì ïîêðûòèå R1, . . . , Rt ìàòðèöû (fσ,τ),
ãäå t = O(2n/n3). Òîãäà (5.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f(X,Y ) =
t∨

i=1

 ∨
σ∈P (Ri)

Xσ

 ·

 ∨
τ∈Q(Ri)

Y τ

 . (5.5)

Îöåíèì ñëîæíîñòü ôîðìóëû (5.5). Íà ïåðâîì óðîâíå ôîðìóëû âû÷èñ-
ëÿþòñÿ íåîáõîäèìûå ý.ê. Xσ, Y τ � èõ êîëè÷åñòâî ñîâïàäàåò ñ âåñîì ïîêðû-
òèÿ,

∑
i |Ri| = (1+o(1))2n/n. Íà âòîðîì óðîâíå � äèçúþíêöèè ïî ñòîëáöàì

è ñòðîêàì ïðÿìîóãîëüíèêîâ, âñåãî 2t øòóê. Íà òðåòüåì óðîâíå ôîðìóëû �
t êîíúþíêòîðîâ.

Òåîðåìà 5.2. LU
4 (n) . 2n/n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà îïèøåì ïðîñòóþ êîíñòðóêöèþ ãëóáèíû 6, êî-
òîðàÿ ôàêòè÷åñêè ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå Ý. È. Íå÷èïîðóêà [52]. Ðàçîáüåì
ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ íà äâå ãðóïïû X, Y è ñãðóïïèðóåì íàáîðû ïåðå-
ìåííûõ X ïî ñëîÿì áóëåâà êóáà (k-é ñëîé êóáà Bm áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
Bm

k ). Òîãäà âìåñòî (5.4) èìååì

f(X, Y ) =

|X|∨
k=0

∨
σ∈B|X|

k , τ∈B|Y |

fk,σ,τX
σY τ , (5.6)

ãäå ïðè ôèêñèðîâàííîì k êîýôôèöèåíòû fk,σ,τ ñîñòàâëÿþò áóëåâó ìàòðèöó
ðàçìåðà

(|X|
k

)
× 2|Y |.

Äëÿ êàæäîé ìàòðèöû (fk,σ,τ), ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 5.1 ñ íåêîòîðûì
ïàðàìåòðîì s, ïîäáåðåì ïîêðûòèå Rk,1, . . . , Rk,tk .

×åðåç Ek(X) îáîçíà÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ k-ãî ñëîÿ áóëåâà
êóáà B|X|. Çàìåòèì, ÷òî Ek(X)·Ẋσ = Xσ äëÿ ëþáîãî íàáîðà σ ∈ B|X|

k . Òîãäà
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(5.6) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü êàê

f(X, Y ) =

|X|∨
k=0

Ek(X) ·
tk∨

i=1

 ∨
σ∈P (Rk,i)

Ẋσ

 ·

 ∨
τ∈Q(Rk,i)

Y τ

 . (5.7)

Âûáåðåì |Y | � log2 n è s = |X| − |Y |. Òîãäà tk = O
(
2|X|
)
,∑

k,i |Q(RK,i)| = O
(
|X| · 2|X|

)
è
∑

k,i |P (Rk,i)| ∼ 2n/n.
Ïóñòü ôóíêöèè Ek(X) âû÷èñëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì ÄÍÔ. Òîãäà ôîðìó-

ëà (5.7) èìååò ãëóáèíó 6. Ñëîæíîñòü ôîðìóëû ñêëàäûâàåòñÿ èç ñëåäóþùèõ
êîìïîíåíò: O

(
|X| · 2|X|

)
ýëåìåíòîâ äëÿ ðåàëèçàöèè ÄÍÔ âñåõ ôóíêöèé Ek,

O(|Y | ·
∑
|Q(Rk,i)|) ýëåìåíòîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ý.ê. Y τ ,

∑
|P (Rk,i)| êîíú-

þíêòîðîâ, âû÷èñëÿþùèõ ìîíîìû Ẋσ, è O
(
|X| · 2|X|

)
ïðî÷èõ ýëåìåíòîâ.

Àñèìïòîòèêà ñëîæíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé
∑
|P (Rk,i)| ∼ 2n/n.

×òîáû äîêàçàòü îöåíêó ñ ãëóáèíîé 4, ìîäèôèöèðóåì ðàçáèåíèå íàáîðîâ
ïåðåìåííûõ X. Ïóñòü ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ X ñîñòîèò èç r ãðóïï X(i)

îäèíàêîâîé ìîùíîñòè m. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà K = (k1, . . . , kr) ∈ [0, m]r

îáîçíà÷èì Bmr
K = Bm

k1
× . . . × Bm

kr
è EK(X) =

∧r
i=1Eki

(
X(i)

)
. Ñãðóïïèðóåì

íàáîðû ïåðåìåííûõ X ïî ìíîæåñòâàì Bmr
K . Â ñèëó EK(X) · Ẋσ = Xσ ïðè

ëþáîì σ ∈ Bmr
K , èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

f(X, Y ) =
∨

K∈[0,m]r

∨
σ∈Bmr

K , τ∈B|Y |

fK,σ,τX
σY τ =

=
∨

K∈[0,m]r

∨
σ∈Bmr

K , τ∈B|Y |

EK(X)fK,σ,τẊ
σY τ ,

Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 5.1 ñ ïîäõîäÿùèì ïàðàìåòðîì s, ïðè êàæäîìK
ñòðîèì ïîêðûòèå RK,1, . . . , RK,tK ìàòðèöû (fK,σ,τ) (ìàòðèöà èìååò ðàçìåð
|Bmr

K | × 2|Y |). Â èòîãå ïîëó÷àåì ôîðìóëó

f(X,Y ) =
∨

K∈[0,m]r

tK∨
i=1

EK(X)

 ∨
σ∈P (RK,i)

Ẋσ

 ·

 ∨
τ∈Q(RK,i)

Y τ

 . (5.8)

Âûáåðåì |Y | � log2 n, r ∼ log2 n è s ≈ |X| − 2n/r. Òîãäà, ñîãëàñíî
îöåíêàì óòâåðæäåíèÿ 3.2, tK = O(2n−2n/r) è

∑
K,i |P (RK,i)| ∼ 2n/n.
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Ïóñòü ôóíêöèè Ek(X
(i)) âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ÄÍÔ. Òîãäà ôîð-

ìóëà (5.8) èìååò ãëóáèíó 4. Îáùèé âêëàä ÄÍÔ ôóíêöèé Ek

(
X(i)

)
â ñëîæ-

íîñòü ôîðìóëû ìîæíî îöåíèòü êàê O(rmnr2m2n−2n/r) = o(2n/n). Àñèìï-
òîòèêà ñëîæíîñòè ôîðìóëû îïðåäåëÿåòñÿ

∑
K,i |P (RK,i)| êîíúþíêòîðàìè,

âû÷èñëÿþùèìè ìîíîìû Ẋσ. Ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè âñåõ ý.ê. Y τ ìîæíî
ãðóáî îöåíèòü êàê O

(
nr2n−2n/r|Y | · 2|Y |

)
= o(2n/n). Íà ãëóáèíå 2 è âûøå

ðàñïîëàãàþòñÿ åùå O(rnr2n−2n/r) = o(2n/n) ýëåìåíòîâ.
Ïðîñòàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ôóíêöèîíàëà CU(n) ïðèâåäåíà â [121]. Ôàêòè-

÷åñêè òàì óñòàíîâëåíû îöåíêè C3(n) . 2 · 2n/2 ïðè ÷åòíîì n è C3(n) .

(3/
√

2) · 2n/2 ïðè íå÷åòíîì n.
Íàïîìíèì ñàì ìåòîä. Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ íà äâå ãðóïïû

X è Y . Áóëåâó ôóíêöèþ f ðàçëîæèì íà ïîäôóíêöèè ïî ïåðåìåííûì X, à
ýòè ïîäôóíêöèè ïðåäñòàâèì â âèäå ÊÍÔ:

f(X, Y ) =
∨

σ∈B|X|

Xσ · fσ(Y ) =
∨

σ∈B|X|

Xσ ·
∧

τ∈f−1
σ (0)

Yτ . (5.9)

Íà ïåðâîì óðîâíå ñõåìû âû÷èñëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ý.ä. Yτ , 2|Y | øòóê.
Íà âòîðîì óðîâíå � 2|X| êîíúþíêöèé Xσ ·

∧
Yτ . Äèçúþíêòîð-âûõîä ñõåìû

èìååò ãëóáèíó 3. Îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ ïðè âûáîðå |X| = bn/2c.
Èñïîëüçóÿ ïðèåì Ý. È. Íå÷èïîðóêà ðàçëîæåíèÿ áóëåâà êóáà ïî äâóì

îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì [52]35, ìîæíî âûðîâíÿòü îöåíêè ñëîæíîñòè äëÿ
÷åòíîãî è íå÷åòíîãî ñëó÷àåâ, ñîõðàíÿÿ ïðîñòîòó äîêàçàòåëüñòâà öåíîé ïî-
âûøåíèÿ ãëóáèíû.

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì ïîëåçíûé è ïðîñòî ïðîâåðÿåìûé ôàêò î
äâîéñòâåííîñòè äèçúþíêòèâíûõ è êîíúþíêòèâíûõ ôîðì.

Óòâåðæäåíèå 5.2. Ïóñòü g1(X), . . . , gt(X) � ñèñòåìà ïîïàðíî îðòîãî-

íàëüíûõ ôóíêöèé, ò. å. gi(X)gj(X) = 0 ïðè i 6= j. Îáîçíà÷èì g∗k(X) =∨
i6=k gi(X). Òîãäà ïðè ëþáûõ Ai ∈ B ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

t∨
i=1

Ai · gi(X) =
t∧

i=1

(Ai ∨ g∗i (X)) ·
t∨

i=1

gi(X). (5.10)

35Íàãëÿäíî ýòîò ïðèåì äåìîíñòðèðóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4 [52].
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Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïîëíîé ñèñòåìû ôóíêöèé {gi(X)} òîæäåñòâî
(5.10) óïðîùàåòñÿ ââèäó

∨
gi(X) = 1.

Òåîðåìà 5.3. C4(n) . 2 · 2n/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ ðàçîáüåì íà 3 ãðóïïû: X, Y è Z
ñ óñëîâèåì |X| = |Y |.

Íà ìíîæåñòâå âñåõ ý.ê. Zσ ââåäåì íóìåðàöèþ ñ äâóìÿ èíäåêñàìè: Z i,j,
0 ≤ i, j < 2|Z|/2 + 1.

Ïîëîæèì hi(Z) =
∨

j Z
i,j è gj(Z) =

∨
i Z

i,j. Ââåäåííîå ìíîæåñòâî ôóíê-
öèé ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ëþáóþ ý.ê. êàê Z i,j = hi(Z)gj(Z) è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè hi(Z)hi′(Z) = 0 ïðè i 6= i′, gj(Z)gj′(Z) = 0 ïðè
j 6= j′.

Çàïèøåì

f(X, Y, Z) =
∨

σ,τ∈B|X|

XσY τfσ,τ(Z) =
∨
σ,i

Xσhi(Z) ·
∨

τ,j: Zi,j≤fσ,τ (Z)

Y τgj(Z).

(5.11)
Òåïåðü âíóòðåííèå äèçúþíêòîðû â ôîðìóëå (5.11) çàìåíèì êîíúþíêòîðà-
ìè, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 5.2. Ïîëîæèì g∗j =

∨
j′ 6=j gj′. Ïðèìåíÿÿ óòâåð-

æäåíèå 5.2 ê îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå Y τgj(Z), ïîëó÷àåì òîæäåñòâî∨
(τ,j)∈T

Y τgj(Z) =
∧

(τ,j)/∈T

(Yτ ∨ g∗j (Z)).

Îêîí÷àòåëüíî, èìååì ïðåäñòàâëåíèå

f(X, Y, Z) =
∨
σ,i

Xσhi(Z) ·
∧

τ,j: Zi,j ·fσ,τ (Z)=0

(Yτ ∨ g∗j (Z)). (5.12)

Ïóñòü ôóíêöèè g∗j (Z) è hi(Z) ðåàëèçóþòñÿ â âèäå ÄÍÔ. Îöåíèì ñëîæ-
íîñòü ñõåìû, ïîñòðîåííîé ïî ôîðìóëå (5.12).

Íà ãëóáèíå 1 âû÷èñëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ý.ê. Zσ, 2|Z| øòóê. Íà ãëó-
áèíå 2 ðàñïîëîæåíû äèçúþíêòîðû, âû÷èñëÿþùèå âñå ôóíêöèè hi(Z),
íå áîëåå 2|Z|/2 + 1 øòóê, è âñåâîçìîæíûå ôóíêöèè Yτ ∨ g∗j (Z), íå áî-
ëåå 2|Y |(2|Z|/2 + 1) øòóê. Íà ãëóáèíå 3 ðàñïîëîæåíû êîíúþíêòîðû, âû-
÷èñëÿþùèå âñå ïðîèçâåäåíèÿ ïîä çíàêîì äèçúþíêöèè â (5.12), íå áîëåå
2|X|(2|Z|/2 + 1) øòóê.
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Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì |X| = |Y |, ñëîæíîñòü ñõåìû îöåíèâàåòñÿ êàê
2 · 2n/2 +O(2|X| + 2|Z|). Äîñòàòî÷íî âûáðàòü |X| ∼ |Z|.

5.4 Ñïåöèàëüíûå ðàçáèåíèÿ áóëåâà êóáà

Ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ñèíòåçà ñõåì è ôîðìóë ãëóáèíû 3 îïèðàþòñÿ íà
ñïåöèàëüíûå ðàçáèåíèÿ (èëè ïîêðûòèÿ) áóëåâà êóáà. Â ýòîì ïàðàãðàôå
èçëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðàçáèåíèé îïðåäåëåííîãî òèïà, îáîáùàþùèõ
êëàññè÷åñêîå ðàçáèåíèå êóáà íà åäèíè÷íûå ñôåðû.

Ââåäåì ïîíÿòèå ïñåâäîñôåðû, ñîâïàäàþùåå ñ ïîíÿòèåì S-ìíîæåñòâà èç
ðàáîòû [33]. Ïñåâäîñôåðîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî äâîè÷íûõ íàáîðîâ îäèíà-
êîâîé äëèíû, òàêèõ, ÷òî êàæäûé íàáîð èìååò êîîðäèíàòó, çíà÷åíèå êîòî-
ðîé îòëè÷àåò åãî îò âñåõ äðóãèõ íàáîðîâ ìíîæåñòâà.

Ïðîñòûì ïðèìåðîì ïñåâäîñôåðû â Bn, ïðè÷åì ýêñòðåìàëüíîé ìîùíî-
ñòè n, ÿâëÿåòñÿ ñôåðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì (α1, . . . , αn) ∈ Bn:

{(α1, . . . , αi−1, αi, αi+1, . . . , αn) | 1 ≤ i ≤ n}.

Ïóñòü {a1, . . . , ar} ⊂ Bn � ïñåâäîñôåðà, ϕ(X) =
∨r

i=1X
ai � åå õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Òîãäà ëþáóþ
ý.ê. Xai ìîæíî âû÷èñëèòü êàê ϕ(X) · xβ(i)

π(i), ãäå π(i) � íîìåð, à β(i) � çíà-
÷åíèå êîîðäèíàòû, êîòîðàÿ îòëè÷àåò íàáîð ai.

Ïðè ñèíòåçå AC-ôîðìóë íàì ïîòðåáóåòñÿ ýêîíîìíîå ðàçáèåíèå áóëåâà
êóáà Bn íà ïñåâäîñôåðû. Êàê èçâåñòíî, åñëè n = 2k, òî êóá ìîæíî ïðî-
ñòî ðàçáèòü íà 2n/n ñôåð ðàäèóñà 1, ñì., íàïðèìåð, [49]. Êàê ñëåäóåò èç
ðåçóëüòàòà Ã. À. Êàáàòÿíñêîãî è Â. È. Ïàí÷åíêî [18], ïðè ïðîèçâîëüíîì n

êóá òàêæå ìîæíî ïîêðûòü (1 + o(1))2n/n ñôåðàìè36. Êðîìå òîãî, àñèìï-
òîòè÷åñêè îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå íà (1 + o(1))2n/n ïñåâäîñôåð ïîñòðîåíî
À. Å. Ëèïàòîâîé [33]. Íèæå ìû ïðåäëîæèì àëüòåðíàòèâíûé è, ïîæàëóé, áî-
ëåå ïðîñòîé âûâîä ýòîé îöåíêè, ïðè÷åì ñ ÷óòü ëó÷øèì îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì
â o(1).

36Â [18] ïîêàçàíî, ÷òî êóá Bn ìîæíî ïîêðûòü (1 + o(1))2n/n åäèíè÷íûìè øàðàìè. Êàê ëåãêî ïðî-
âåðèòü, åñëè øàðû ñ ìíîæåñòâîì öåíòðîâ A îáðàçóþò ïîêðûòèå Bn, òî ñôåðû ñ ìíîæåñòâîì öåíòðîâ
A× B îáðàçóþò ïîêðûòèå Bn+1.
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Ïðè ñèíòåçå ôîðìóë íàä U ìû îãðàíè÷åíû â èñïîëüçîâàíèè îòðèöàíèé.
Â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü ïîëåçíû ðàçáèåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàçáèåíèÿì íà
ïîëóñôåðû. Íàïîìíèì, ÷òî âåðõíÿÿ (íèæíÿÿ) ïîëóñôåðà � ýòî íàáîðû
åäèíè÷íîé ñôåðû, ðàñïîëîæåííûå ñëîåì âûøå (íèæå) öåíòðà ñôåðû. Èç
ðåçóëüòàòà [119] ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðàçáèåíèÿ áóëåâà êóáà ðàçìåðíî-
ñòè n íà Θ(2n/n) âåðõíèõ èëè íèæíèõ ïîëóñôåð. Ãîâîðÿ î ïîêðûòèè êóáà
ïîëóñôåðàìè, ìû èìååì â âèäó ïîêðûòèå êóáà áåç îäíîãî íàáîðà: ñïëîøü
íóëåâîãî èëè ñïëîøü åäèíè÷íîãî.

Ïî àíàëîãèè, íàçîâåì ïîëîæèòåëüíîé (îòðèöàòåëüíîé) ïñåâäîïîëó-

ñôåðîé òàêóþ ïñåâäîñôåðó, â êîòîðîé êàæäûé íàáîð èìååò êîîðäèíàòó ñî
çíà÷åíèåì 1 (ñîîòâåòñòâåííî, 0), îòëè÷àþùóþ åãî îò îñòàëüíûõ íàáîðîâ
ïñåâäîñôåðû. Åñëè ϕ(X) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïñåâäîïîëóñôå-
ðû {a1, . . . , ar}, òî ëþáàÿ ý.ê.Xai ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êàê ϕ(X)·xβ

π(i), ãäå
π(i) � íîìåð êîîðäèíàòû, êîòîðàÿ îòëè÷àåò íàáîð ai, à β = 0 èëè β = 1 â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, îòðèöàòåëüíàÿ ïñåâäîïîëóñôåðà èëè ïîëîæèòåëüíàÿ.

Íèæå ìû ïîñòðîèì ðàçáèåíèå êóáà (áåç îäíîãî íàáîðà) íà
(1 + o(1))2n+1/n ïîëîæèòåëüíûõ èëè îòðèöàòåëüíûõ ïñåâäîïîëóñôåð. Ýòà
îöåíêà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íàÿ, òàê êàê ñðåäíèé ðàçìåð ïñåâäîïîëóñôåðû
â ðàçáèåíèè êóáà Bn íå ìîæåò ïðåâûøàòü n/2 + o(1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè ñëîæíîñòè AC-ñõåì ãëóáèíû 3 íàì ïîíà-
äîáèòñÿ ñïåöèàëüíîå ðàçáèåíèå áóëåâà êóáà Bn, ñîâìåùàþùåå äîñòîèíñòâà
äâóõ óïîìèíàâøèõñÿ ðàíåå ðàçáèåíèé: âîçìîæíîñòü âûäåëåíèÿ íàáîðà â
ïîäìíîæåñòâå äîìíîæåíèåì íà îäíó êîíúþíêöèþ, êàê â ñëó÷àå ðàçáèåíèÿ
íà ïñåâäîñôåðû, è íåèçáûòî÷íîñòü ðàçáèåíèÿ, êàê â ñëó÷àå ðàçëîæåíèÿ ïî
äâóì îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì (ñâîéñòâî |{hi}| · |{gj}| ∼ 2n â îáîçíà÷åíèÿõ
òåîðåìû 5.3).

Áîëåå êîíêðåòíî, íàñ èíòåðåñóåò âîçìîæíîñòü ðàçáèåíèÿ áóëåâà êóáà
èëè îñíîâíîé åãî ÷àñòè íà (1 + o(1))2n/q ìíîæåñòâ ìîùíîñòè íå áîëåå q,
òàêèõ, ÷òî ëþáîé íàáîð σ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà èç ðàçáèåíèÿ îáëàäàåò
óíèêàëüíûì â ðàìêàõ ñâîåãî ìíîæåñòâà ïîäíàáîðîì σ′, ïðè ýòîì â êàæ-
äîì ñëó÷àå òàêîé âûäåëÿþùèé ïîäíàáîð ìîæåò áûòü âûáðàí èç íåêîòîðîãî
îáùåãî äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ìîùíîñòè (1 + o(1))q.

Òðè ïåðå÷èñëåííûõ âèäà ðàçáèåíèé áóäóò äàëåå ïîëó÷åíû êàê ÷àñòíûå
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âàðèàíòû áîëåå îáùåé êîíñòðóêöèè.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A, â êîòîðîì âûáðàíî íåêîòîðîå íåïóñòîå ïîä-

ìíîæåñòâî B; ýëåìåíòû ïîäìíîæåñòâà B äàëåå áóäåì íàçûâàòü îòìåò-

êàìè. Äëÿ âåêòîðà b = (b1, . . . , bn) ∈ (B ∪ {∗})n îïðåäåëèì ìíîæåñòâî
âåêòîðîâ AobB ⊂ An:

AobB = {(a1, . . . , an) ∈ An | ai = bi, åñëè bi ∈ B; ai /∈ B, åñëè bi = ∗}.

Èíà÷å ãîâîðÿ, íà ïîçèöèÿõ îòìåòîê âåêòîðà b âåêòîðû èç AobB èìåþò òàêèå
æå îòìåòêè, à íà ïîçèöèÿõ çâåçäî÷åê � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç A \ B.
×åðåç ν(b) äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü âåñ âåêòîðà b � ÷èñëî îòìåòîê â íåì.

Ìíîæåñòâî S ⊂ An íàçîâåì (A,B)-ïñåâäîñôåðè÷åñêèì, åñëè êàæäûé
âåêòîð èç S îòëè÷àåòñÿ îò îñòàëüíûõ çíà÷åíèåì îòìåòêè (ò. å. ýëåìåíòîì
èç B) â íåêîòîðîé ïîçèöèè. Ïóñòü ìîæíî óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà è âûäåëÿþùèìè èõ ïîçèöèÿìè, ïðè êîòîðîì êàæ-
äîé ïîçèöèè ñîîòâåòñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà (äàëåå ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ìíîæåñòâà). Òîãäà íàçîâåì òèïîì ìíîæåñòâà S
âåêòîð èç (B ∪ {∗})n âåñà |S|, êîòîðûé äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà S ñîäåðæèò
âûäåëÿþùóþ åãî îòìåòêó â ñîîòâåòñòâóþùåé ïîçèöèè. (Òèï ìîæåò áûòü
îïðåäåëåí, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷íî.)

Ïóñòü Aon,[h1, h2]
B îçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ èç An, èìåþùèõ íå

ìåíåå h1 è íå áîëåå h2 êîîðäèíàò èç ïîäìíîæåñòâà B (îòìåòîê).
Îáîçíà÷èì

E(h, q, t, s) =
t∑

k=max{0, h−q}

(
t

k

)(
q − 1

h− 1− k

)
sk(s− 1)h−1−k, (5.13)

E([h1, h2], q, t, s) =

h2∑
h=h1

E(h, q, t, s).

Âåëè÷èíû E(h, q, t, s) îïðåäåëåíû ïðè s ≥ 2 è h ≤ q+ t, à òàêæå ïðè s = 1

è h ≤ t + 1 (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñóììà ñîäåðæèò òîëüêî îäíî íåíóëåâîå
ñëàãàåìîå

(
t

h−1

)
).

Ëåììà 5.5. Ïóñòü B ⊂ A, r ≥ 0, 1 ≤ h1 ≤ h2 è ëèáî |B| = 1 è h2 ≤ t+1,

ëèáî |B| ≥ 2 è h2 ≤ q+t. Ïóñòü
∣∣∣Aoq+t,[h1, h2]

B × Ar
∣∣∣ = M . Òîãäà ñóùåñòâóåò
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ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Aoq+t,[h1, h2]
B × Ar íà

M/q + E([h1, h2], q, t, |B|) ·
(
q + t

q

)
· |B|q

(A,B)-ïñåâäîñôåðè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ ìîùíîñòè íå áîëåå q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñòðîèòü ðàçáèåíèå íà ïñåâäîñôåðè÷åñêèå ìíîæå-
ñòâà, òèïû êîòîðûõ ñîäåðæàò îòìåòêè òîëüêî â ïåðâûõ q + t ïîçèöèÿõ,
ò. å. íå èñïîëüçóÿ ïîñëåäíèå r êîîðäèíàò äëÿ âûäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîä-
ìíîæåñòâ.

Îïèøåì ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ðàçáèåíèÿ. Âûäåëèì ðàâíîå ÷èñëî çà-
ãîòîâîê äëÿ ïîäìíîæåñòâ êàæäîãî èç âîçìîæíûõ

(
q+t
q

)
· |B|q òèïîâ âåñà q.

Â çàãîòîâêå ïîäìíîæåñòâà íà çàäàííîå ìåñòî ìû ìîæåì ïîìåñòèòü ïðîèç-
âîëüíûé âåêòîð, èìåþùèé íóæíóþ îòìåòêó â ñîîòâåòñòâóþùåé ïîçèöèè è
íå èìåþùèé ñîâïàäåíèé ñ äðóãèìè q − 1 îòìåòêàìè â òèïå çàãîòîâêè (íà
îñòàâøèåñÿ t+ r ïîçèöèé íå íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèé).

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà èç AobB ×Ar ⊂ Aoq+t,[h1, h2]
B ×Ar èìååòñÿ îïðåäåëåí-

íîå ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü òèï çàãîòîâêè è ìåñòî â íåé. ×èñëî ñïîñîáîâ
îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âåñîì ν(b) âåêòîðà b, îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç cν(b).
Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà AobB × Ar òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âåñîì âåêòî-
ðà b, îáîçíà÷èì åå ÷åðåç sν(b). Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî AobB×Ar ïðîèçâîëüíî íà
cν(b) ÷àñòåé ïðèìåðíî îäèíàêîâîãî ðàçìåðà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî dsν(b)/cν(b)e.
Êàæäóþ ÷àñòü îòíåñåì ê îïðåäåëåííîìó ìåñòó â çàãîòîâêå îïðåäåëåííîãî
òèïà.

Òåì ñàìûì íà îïðåäåëåííîå ìåñòî â çàãîòîâêå îïðåäåëåííîãî òèïà îêà-
çûâàþòñÿ ðàñïðåäåëåíû âåêòîðû èç E([h1, h2], q, t, |B|) ìíîæåñòâ AobB×Ar.
Äåéñòâèòåëüíî, âûáðàòü ïîäõîäÿùèé âåêòîð b ìîæíî, ñíà÷àëà âûáðàâ âåñ h
âåêòîðà, çàòåì h−1 ïîçèöèþ ñ îòìåòêàìè â íåì (îäíà ïîçèöèÿ ïðåäîïðåäå-
ëåíà ìåñòîì â çàãîòîâêå), äëÿ h−1−k ïîçèöèé íà ïåðåñå÷åíèè ñ ïîçèöèÿìè
îòìåòîê òèïà çàãîòîâêè ìû èìååì |B|−1 âàðèàíò äëÿ âûáîðà îòìåòêè, äëÿ
k ïðî÷èõ ïîçèöèé � |B| âàðèàíòîâ, ñì. (5.13).

Òàêèì îáðàçîì, íà ôèêñèðîâàííîå ìåñòî â çàãîòîâêå îïðåäåëåííîãî òè-
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ïà ðàñïðåäåëåíî íå áîëåå

h2∑
h=h1

E(h, q, t, |B|) · dsh/che ≤
h2∑

h=h1

E(h, q, t, |B|) · sh/ch + E([h1, h2], q, t, |B|)

âåêòîðîâ. Çíà÷åíèå ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè � îäíî è òî æå äëÿ ëþáîãî ìåñòà
è òèïà çàãîòîâêè, è ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà ìû ìîãëè áû äåëèòü
êàæäîå ìíîæåñòâîAobB×Ar ñòðîãî íà ðàâíûå ÷àñòè âîîáùå ãîâîðÿ íå öåëîãî
ðàçìåðà sν(b)/cν(b). Ïîýòîìó îíî ðàâíî M/

(
q
(
q+t
t

)
· |B|q

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî èç
(
q+t
q

)
· |B|q òèïîâ íàì äîñòàòî÷íî èìåòü

M/
(
q
(
q+t
t

)
· |B|q

)
+ E([h1, h2], q, t, |B|) çàãîòîâîê.

Èñïîëüçóÿ ëåììó, ìû ìîæåì ïîëó÷àòü ïîäõîäÿùèå ðàçáèåíèÿ êóáà Bn,
âûáèðàÿ îãðàíè÷åíèå q íà ðàçìåð ïîäìíîæåñòâ èç øèðîêîãî äèàïàçîíà
çíà÷åíèé.

Ñëåäñòâèå 5.1. Êóá Bn ìîæåò áûòü ïîêðûò (1+O(log n/n)) ·2n/n ïñåâ-

äîñôåðàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n = q + r, ãäå r = d2 log2 ne. Çàìåòèì, ÷òî
Boq,[q, q]B = Bq. Òîãäà ëåììà 5.5 ïðåäîñòàâëÿåò ðàçáèåíèå êóáà Bn = Boq,[q, q]B ×
Br íà 2n/q +E([q, q], q, 0, 2) · 2q øòóê (B,B)-ïñåâäîñôåðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ,
ò. å. ïîëóñôåð, ìîùíîñòè q. Ïîñêîëüêó E([q, q], q, 0, 2) = 1, ÷èñëî ìíîæåñòâ
â ðàçáèåíèè íå ïðåâûøàåò 2n/q + 2q = (1 +O(r/n)) · 2n/n.

Ñëåäñòâèå 5.2. Ïóñòü B = {0} èëè B = {1}. Òîãäà êóá (ñ âûêîëîòîé

âåðøèíîé) Bn \Bn ìîæåò áûòü ïîêðûò (1 + o(1))2n+1/n ïñåâäîïîëóñôå-

ðàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n = q + t + r, ãäå t = q + ∆, ∆ � n2/3, r � n3/4.
Òàêèì îáðàçîì, q, t ∼ n/2.

Êàê èçâåñòíî, öåíòðàëüíûå k ñëîåâ n-ìåðíîãî áóëåâà êóáà ñîäåðæàò
ïî÷òè âñå íàáîðû ïðè óñëîâèè k = ω(

√
n). Áîëåå òî÷íî, äîëÿ íàáîðîâ â

öåíòðàëüíûõ ñëîÿõ îöåíèâàåòñÿ ñíèçó êàê 1− ck2/n äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàí-
òû c < 1, ñì., íàïðèìåð, [88].

Â ÷àñòíîñòè,
∣∣∣Boq+t,[q, t]

B

∣∣∣ = (1− o(1/n)) · |Bq+t|.
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Ïðè ïîìîùè ëåììû 5.5 ñòðîèòñÿ ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Boq+t,[q, t]
B ×

Br (B, B)-ïñåâäîñôåðè÷åñêèìè ïîäìíîæåñòâàìè (ò. å. ïñåâäîïîëóñôåðàìè)
ìîùíîñòè íå âûøå q. Ïîêðûòèå ñîñòîèò èç (1+ o(1))2n/q+E([q, t], q, t, 1) ·(
q+t
q

)
ïîäìíîæåñòâ. Ïîñêîëüêó

q·E([q, t], q, t, 1)·
(
q + t

q

)
= q·

t−1∑
h=q−1

(
t

h

)(
q + t

q

)
≤ q(∆+1)t∆+12q+t = o(2n),

ïîêðûòèå ñîäåðæèò àñèìïòîòè÷åñêè 2n/q ∼ 2n+1/n ìíîæåñòâ.
Èç íàáîðîâ, íå ïîïàâøèõ â ïîêðûòèå êóáà Bn\Bn, ìîæíî ñôîðìèðîâàòü

ïñåâäîïîëóñôåðû ìîùíîñòè 1, èõ o(2n/n) øòóê.

Ñëåäñòâèå 5.3. Ïóñòü B ⊂ A = Bp, |B| = 1, q = p2(2p−2 − 1), t = p2.

Òîãäà ìíîæåñòâî èç (1−o(1/q))2p(q+t) ýëåìåíòîâ êóáà Aq+t ìîæåò áûòü

ïîêðûòî (1 + o(1))2p(q+t)/q (A,B)-ïñåâäîñôåðè÷åñêèìè ïîäìíîæåñòâàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî âåêòîðîâ â Aq+t ñ h îòìåòêàìè (ýëåìåíòàìè èç B)
ðàâíî

(
q+t
h

)
(2p − 1)q+t−h è ñîñòàâëÿåò äîëþ(

q + t

h

)
(2p − 1)−h

(
1− 1

2p

)q+t

≤
(
q + t

h

)
(2p − 1)−he−p2/4 (5.14)

îò îáùåãî ÷èñëà âåêòîðîâ â Aq+t (ìû âîñïîëüçîâàëèñü èçâåñòíûì íåðàâåí-
ñòâîì (1− 1/x)x ≤ 1/e ïðè x ≥ 1).

Ïðè h = 0 è ïðè h ≥ t âåëè÷èíà (5.14) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó êàê e−p2/4 â
ñèëó (

q + t

h

)
(2p − 1)−h ≤

(
e(q + t)

h(2p − 1)

)h

≤
(
e · 2p−2

2p − 1

)h

< 1,

ãäå â ïåðâîì ïåðåõîäå èñïîëüçóåòñÿ èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî
(
n
k

)
≤ (en/k)k.

Òàêèì îáðàçîì, íå ìåíåå 1− qe−p2/4 = 1− o(1/q) îò îáùåãî ÷èñëà âåê-
òîðîâ Aq+t ñîäåðæèòñÿ â Aoq+t,[1, t]

B .
Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ëåììó 5.5 ñ âûáîðîì ïàðàìåòðîâ r = 0, h1 = 1,

h2 = t. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà 2p(q+t)/q ðàçìåðà ïîêðûòèÿ ñïðàâåäëèâà â
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ñèëó

q · E([1, t], q, t, 1) ·
(
q + t

q

)
· |B|q = q ·

t−1∑
h=0

(
t

h

)(
q + t

t

)
<

< 2q · 2t · 2q+t = o
(
2p(q+t)

)
.

5.5 Ñèíòåç ñ ãëóáèíîé 3

Íàïîìíèì ïðîñòîé ôàêò.

Óòâåðæäåíèå 5.3. Áóëåâà ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷å-

íèå 1 ðîâíî íà r íàáîðàõ, èìååò ÊÍÔ èç rn ìíîæèòåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îáîçíà÷èòü äîñòàòî÷íûé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè
ðàçìåð ÊÍÔ ÷åðåç l(n, r), òî ðàçëîæåíèåì ïî ïåðåìåííîé ïîëó÷àåì ñîîò-
íîøåíèå l(n, r) ≤ maxk{l(n − 1, k) + l(n − 1, r − k)}, èç êîòîðîãî è èç
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ l(n, 1) = n− 1 ñëåäóåò íóæíàÿ îöåíêà.

Ýòîé ïðîñòîé îöåíêè íàì áóäåò äîñòàòî÷íî, íî îòìåòèì, ÷òî âäâîå ëó÷-
øàÿ îöåíêà èçâåñòíà èç [15].

Èçëàãàåìûé äàëåå ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ôîðìóëû ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ
óïðîùåííîé ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè âåðñèåé ìåòîäà
Î. Á. Ëóïàíîâà [42].

Òåîðåìà 5.4. L3(n) . 2n/n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ íà 2 ãðóïïû X, Y .
Ïóñòü S1, . . . , Sv � ãàðàíòèðóåìîå ñëåäñòâèåì 5.1, ðåçóëüòàòîì [33] èëè
ñëåäñòâèåì èç [18] ïîêðûòèå êóáà B|X| ïñåâäîñôåðàìè, v ∼ 2|X|/|X|. Ïóñòü
ϕi(X)� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Si. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x

β(σ)
π(σ)

ìíîæèòåëü, âûäåëÿþùèé ý.ê. Xσ èç ñâîåé ïñåâäîñôåðû. Ðàññìîòðèì ïðåä-
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ñòàâëåíèå

f(X, Y ) =
v∨

i=1

∨
σ∈Si, τ∈B|Y |

fσ,τX
σY τ =

=
v∨

i=1

ϕi(X) ·
∨

σ∈Si, τ∈B|Y |

fσ,τ x
β(σ)
π(σ) · Y

τ =

=
v∨

i=1

ϕi(X) ·
∨

τ∈B|Y |

Di,τ(X) · Y τ , Di,τ =
∨
σ∈Si

fσ,τ · xβ(σ)
π(σ). (5.15)

Ôóíêöèè Di,τ ÿâëÿþòñÿ äèçúþíêöèÿìè ïåðåìåííûõ X. Òåïåðü âíóòðåííèå
äèçúþíêöèè â ôîðìóëå (5.15) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â êîíúþíêöèè ñîãëàñíî
òîæäåñòâó ∨

τ∈B|Y |

Aτ · Y τ =
∧

τ∈B|Y |

(Aτ ∨ Yτ). (5.16)

Òîæäåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèÿ 5.2 äëÿ (îðòîãîíàëüíîé) ñè-
ñòåìû ý.ê. gτ(Y ) = Y τ .

Â èòîãå, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

f(X, Y ) =
v∨

i=1

ϕi(X) ·
∧

τ∈B|Y |

(Di,τ(X) ∨ Yτ). (5.17)

Íà ïåðâîì óðîâíå ôîðìóëà (5.17) ñîäåðæèò v2|Y | äèçúþíêòîðîâ, âû÷èñ-
ëÿþùèõ âñåâîçìîæíûå Di,τ ∨ Yτ , è åùå ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 5.3 íå áîëåå
v|X|2 äèçúþíêòîðîâ äëÿ ìíîæèòåëåé ÊÍÔ-ïðåäñòàâëåíèé ôóíêöèé ϕi. Íà
âòîðîì óðîâíå ðàñïîëîæåíû v êîíúþíêòîðîâ. Íóæíàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ,
íàïðèìåð, ïðè âûáîðå |X| ≈ n− 3 log2 n.

Èñïîëüçóÿ âìåñòî ïñåâäîñôåð ïñåâäîïîëóñôåðû â êà÷åñòâå ìíîæåñòâ
ðàçáèåíèÿ áóëåâà êóáà, ïîëó÷èì àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ñëîæíîñòè
ôîðìóë íàä áàçèñîì U .

Òåîðåìà 5.5. LU
3 (n) . 2 · 2n/n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ íà 3 ãðóïïû X, Y , Z ñ
óñëîâèåì |Y | = |Z|. Ïóñòü S1, . . . , Sv � ãàðàíòèðóåìîå ñëåäñòâèåì 5.2 ðàç-
áèåíèå êóáà B|X| íà ïîëîæèòåëüíûå ïñåâäîïîëóñôåðû è îòäåëüíûé íóëåâîé
âåêòîð, v ∼ 2|X|+1/|X|.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕi(X) õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ìíîæåñòâ Si.
Ïóñòü gi,k(X) � ìíîæèòåëü, âûäåëÿþùèé k-é íàáîð ìíîæåñòâà Si � îí
ëèáî ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé ïåðåìåííîé èç X, ëèáî òîæäåñòâåííî ðàâåí 1
â ñëó÷àå |Si| = 1.

Ïóñòü, êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.2, Ek(Y ) îçíà÷àåò õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ k-ãî ñëîÿ B|Y |

k áóëåâà êóáà B|Y |. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâ-
ëåíèå

f(X, Y, Z) =
v∨

i=1

|Y |∨
j=0

|Z|∨
k=0

ϕi(X)Ej(Y )Ek(Z) ·
∨

σ∈B|Y |
j , τ∈B|Z|

k

Ẏ σŻτDi,σ,τ(X),

Di,σ,τ(X) =

|Si|∨
k=1

fi,σ,τ,k · gi,k(X). (5.18)

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 5.2, ïðèìåíÿåìîìó ïðè ôèêñèðîâàííûõ j, k ê
îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå ôóíêöèé Ej(Y )Ek(Z)Ẏ σŻτ , ãäå σ ∈ B|Y |

j , τ ∈ B|Z|
k ,

ñ ó÷åòîì òîæäåñòâà

Ej(Y ) ·
∨

ρ∈B|Y |
j \{σ}

Ẏ ρ = Ej(Y ) · Ẏσ

ñïðàâåäëèâî

Ej(Y )Ek(Z) ·
∨

σ∈B|Y |
j , τ∈B|Z|

k

Aσ,τ Ẏ
σŻτ =

= Ej(Y )Ek(Z) ·
∧

σ∈B|Y |
j , τ∈B|Z|

k

(Aσ,τ ∨ Ẏσ ∨ Żτ).

Ïðåîáðàçóÿ (5.18) ïðè ïîìîùè óêàçàííîãî òîæäåñòâà, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

f(X, Y, Z) =
v∨

i=1

|Y |∨
j=0

|Z|∨
k=0

ϕi(X)Ej(Y )Ek(Z) ·
∧

σ∈B|Y |
j , τ∈B|Z|

k

(Di,σ,τ(X) ∨ Ẏσ ∨ Żτ).

(5.19)
Ïî ïîñòðîåíèþ, âíóòðåííèå äèçúþíêöèè ñîäåðæàò òîëüêî ïåðåìåííûå áåç
îòðèöàíèé.
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ϕi(X), Ej(Y ), Ek(Z) ðåàëèçóåì ïðè ïî-
ìîùè ÊÍÔ. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 5.3, ÊÍÔ ôóíêöèè ϕi(X) ñîäåðæèò
íå áîëåå |X|2 ìíîæèòåëåé. ×èñëî ìíîæèòåëåé â ÊÍÔ äëÿ Ek(Y ) îöåíèì
òðèâèàëüíî êàê 2|Y |.

Â ôîðìóëå (5.19) íà ãëóáèíå 1 ðàñïîëîæåíû v22|Y | ∼ 2n+1/|X| ýëåìåí-
òîâ, âû÷èñëÿþùèõ âíóòðåííèå äèçúþíêöèè, à òàêæåO

(
v|Y |2

(
|X|2 + 2|Y |

))
ýëåìåíòîâ äèçúþíêöèè è îòðèöàíèÿ äëÿ ìíîæèòåëåé ÊÍÔ-ïðåäñòàâëåíèÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Íà ãëóáèíå 2 ðàñïîëîæåíû v(|Y |+1)2 êîíú-
þíêòîðîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ íà íåñêîëüêî ãðóïï
ïðèìåíÿåòñÿ ëèøü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîäàâèòü ñëîæíîñòü õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé. Äëÿ äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé îöåíêè ñëåäóåò ïîëîæèòü, íà-
ïðèìåð, |Y | ∼ 2 log2 n.

Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ ñïåöèàëüíîå ðàçáèåíèå áóëåâà êóáà íà ïñåâäîñôåðè-
÷åñêèå ìíîæåñòâà, óäàåòñÿ óñòàíîâèòü îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò îá àñèìï-
òîòèêå ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè AC-ñõåì.

Òåîðåìà 5.6. C3(n) . 2 · 2n/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì íå÷åòíîãî n. Âûáå-
ðåì ïàðàìåòð q = o(n/ log n) âèäà p2(2p−2 − 1) ñ óñëîâèåì q ∼

√
2 · 2s,

s ∈ N. Ïóñòü k = p32p−2. Ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ ðàçîáüåì íà 3 ãðóïïû: X,
Y , Z èç m = n+1

2 + s− k, r = n−1
2 − s è k øòóê ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðîèçâîëüíî âûáåðåì ìíîæåñòâî B ⊂ Bp, |B| = 1. Ïóñòü S1, . . . , Su �
ðàçáèåíèå ïî÷òè âñåãî áóëåâà êóáà Bk íà (Bp, B)-ïñåâäîñôåðè÷åñêèå ìíî-
æåñòâà, ãàðàíòèðóåìîå ñëåäñòâèåì 5.3, u ∼ 2k/q. Íå ïîêðûòûå ðàçáèåíèåì
u′ = o(2k/q) âåêòîðîâ èç Bk îïðåäåëèì êàê ìíîæåñòâà Su+1, . . . , Su+u′ ìîù-
íîñòè 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç hi(Z) õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ìíîæåñòâ Si, 1 ≤
i ≤ u+ u′, à ÷åðåç gj(Z) � êîíúþíêöèè, âûäåëÿþùèå îòìåòêè (ïîäíàáîðû
èç B) â âåêòîðàõ Z, 1 ≤ j ≤ q + p2. Ïóñòü bi = (bi,1, . . . , bi,q+p2) îçíà÷àåò
òèï ìíîæåñòâà Si (ïðè íåîäíîçíà÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ âûáîð çíà÷åíèÿ òèïà

224



ïðîèçâîëåí). Òîãäà ñïðàâåäëèâà äåêîìïîçèöèÿ, àíàëîãè÷íàÿ (5.11):

f(X, Y, Z) =
∨

σ∈Bm

u∨
i=1

Xσhi(Z) ·
∨

τ∈Br

∨
j: bi,j∈B

fσ,τ,i,j · Y τgj(Z) ∨

∨
σ∈Bm

u+u′∨
i=u+1

Xσhi(Z) ·
∨

τ∈Br

fσ,τ,i · Y τ . (5.20)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì i äëÿ òàêèõ j, ÷òî bi,j ∈ B, îïðåäåëèì g∗i,j =∨
j′ 6=j: bi,j′∈B gj′. Çàìåòèì, ÷òî hi(Z)g∗i,j(Z) = hi(Z) · gj(Z). Ïðèìåíÿÿ óòâåð-

æäåíèå 5.2 (ïðè ôèêñèðîâàííîì i) ê îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå hi(Z)Y τgj(Z),
bi,j ∈ B, ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

hi(Z) ·
∨

(τ,j)∈T

Y τgj(Z) = hi(Z) ·
∧

(τ,j)/∈T

(Yτ ∨g∗i,j(Z)) = hi(Z) ·
∧

(τ,j)/∈T

(Yτ ∨gj(Z)),

êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü (5.20) â âèäå

f(X, Y, Z) =
∨

σ∈Bm

u∨
i=1

Xσhi(Z) ·
∧

τ∈Br, j: bi,j∈B, fσ,τ,i,j=0

(
Yτ ∨ gj(Z)

)
∨

∨
σ∈Bm

u+u′∨
i=u+1

Xσhi(Z) ·
∧

τ∈Br: fσ,τ,i=0

Yτ . (5.21)

Îöåíèì ñëîæíîñòü ñõåìû, ïîñòðîåííîé ïî ôîðìóëå (5.21). Íà ïåðâîì
óðîâíå ñõåìû âû÷èñëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå äèçúþíêöèè Yτ è Yτ ∨ gj(Z),
âñåãî 2r(q+ p2 + 1) ∼ 2n/2 øòóê, à òàêæå âñåâîçìîæíûå ý.ä. ïåðåìåííûõ Z
äëÿ ÊÍÔ-ïðåäñòàâëåíèé ôóíêöèé hi(Z), âñåãî 2k = 2o(n) øòóê. Íà âòîðîì
óðîâíå ñõåìû ðàñïîëàãàþòñÿ (u+u′)2m ∼ 2k+m/q ∼ 2n/2 êîíúþíêòîðîâ.

5.6 Ñèíòåç ñõåì íàä áàçèñîì U∞

5.6.1 Ñïåöèàëüíûå ñèñòåìû ôóíêöèé

Îïðåäåëèì äâà òèïà ñèñòåì ôóíêöèé {gr
i (X)}, â êîòîðûõ èíäåêñàöèÿ óêà-

çûâàåò ñîîòâåòñòâèå ñ âåðøèíàìè ìíîãîäîëüíîãî ãðàôà: âåðõíèé èíäåêñ
îçíà÷àåò íîìåð äîëè (ÿðóñà), íèæíèé � ïîðÿäêîâûé íîìåð âåðøèíû â äàí-
íîé äîëå.
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M -ñèñòåìà ðàíãà (t, p) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé
{gr

i (X)}, r = 1, . . . , t, i = 1, . . . , p, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:
(i) ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå ôóíêöèè gr

i , gs
j èìåþò íå áîëåå îäíîãî îáùåãî

åäèíè÷íîãî íàáîðà. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ ôóíêöèé �
ëèáî 0, ëèáî íåêîòîðàÿ ý.ê. Xσ;

(ii) îðòîãîíàëüíîñòü âíóòðè ÿðóñà: gr
i g

r
j = 0 ïðè ëþáûõ r è i 6= j.

M -ñèñòåìó {gr
i (X)} íàçîâåì ïîëíîé, åñëè äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå: ëþáàÿ ý.ê. Xσ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà åäèíñòâåííûì îáðàçîì êàê
ïðîèçâåäåíèå íåêîòîðûõ äâóõ ôóíêöèé ñèñòåìû, Xσ = gr

i g
s
j .

M -ñèñòåìó {hr
i (X)} íàçîâåì ðàâíîìåðíî ïîëíîé, åñëè îíà óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ: äëÿ êàæäîé ïàðû ÿðóñîâ r è s ëþáàÿ ý.ê. Xσ ìîæåò áûòü
âû÷èñëåíà åäèíñòâåííûì îáðàçîì êàê ïðîèçâåäåíèå íåêîòîðûõ äâóõ ñâÿ-
çàííûõ ñ ýòèìè ÿðóñàìè ôóíêöèé, Xσ = hr

ih
s
j.

Ïóñòü |X| = n. ×òîáû ïðåäúÿâèòü ïîëíóþ M -ñèñòåìó ðàíãà (t, p), ãäå
p2t(t− 1)/2 ≥ 2n, äîñòàòî÷íî âçÿòü ïîëíûé t-äîëüíûé ãðàô ñ p âåðøèíàìè
â êàæäîé äîëå è çàòåì âñåì ý.ê. Xσ ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå èíúåêòèâíî
ðåáðà ýòîãî ãðàôà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé i-é âåðøèíû äîëè r îïðåäåëèì ôóíê-
öèþ gr

i êàê äèçúþíêöèþ âñåõ ý.ê., ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðàì, èíöèäåíòíûì
äàííîé âåðøèíå. (Ýòîò ñïîñîá ïðåäëîæåí â [52].)

Ïîêàæåì êàê ïîñòðîèòü ðàâíîìåðíî ïîëíóþ M -ñèñòåìó ðàíãà (t, p) â
ñëó÷àå ïðîñòîãî ÷èñëà p ≥ 2n/2 è t ≤ p+ 1.

Ðàññìîòðèì àôôèííóþ ïëîñêîñòü íàä GF (p). Îíà ñîäåðæèò p2 òî÷åê,
è â íåé ìîæíî ïðîâåñòè p(p + 1) ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ. Êàæäàÿ ïðÿìàÿ ñî-
äåðæèò p òî÷åê. Ëþáûå äâå íåïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî
â îäíîé òî÷êå. Èìååòñÿ p + 1 ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, êàæäîå
ñåìåéñòâî ñîäåðæèò p ïðÿìûõ è ïîêðûâàåò âñþ ïëîñêîñòü. Ïîäðîáíåå î
ãåîìåòðèè àôôèííîé ïëîñêîñòè ñì., íàïðèìåð, â [20].

Òåïåðü âîçüìåì t-äîëüíûé ãðàô ñ p âåðøèíàìè â êàæäîé äîëå è ïî-
ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðàçëè÷íûì äîëÿì ðàçëè÷íûå ñåìåéñòâà ïàðàëëåëü-
íûõ ïðÿìûõ, à ðàçëè÷íûì âåðøèíàì âíóòðè äîëè � ðàçëè÷íûå ïðÿìûå
èç ñåìåéñòâà. Âñåì ý.ê. Xσ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå èíúåêòèâíî òî÷êè
àôôèííîé ïëîñêîñòè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé i-é âåðøèíû äîëè r îïðåäåëèì
ôóíêöèþ hr

i êàê äèçúþíêöèþ âñåõ ý.ê., ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì ïëîñêî-
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ñòè, ïðèíàäëåæàùèì ïðÿìîé, ñâÿçàííîé ñ äàííîé âåðøèíîé.
Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå M -ñèñòåìû ôóíêöèé {gr

i } ðàíãà (t, p) è M -
ñèñòåìû ôóíêöèé {hr

i} ðàíãà (t, q) îïðåäåëèì êàê ñèñòåìó ôóíêöèé {er
i,j =

gr
ih

r
j} ðàíãà (t, pq). Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ

Ëåììà 5.6. Ïóñòü X, Y � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ.

Òîãäà ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîëíîé (ðàâíîìåðíî ïîëíîé) M -ñèñòåìû ôóíê-

öèé ïåðåìåííûõ X è ðàâíîìåðíî ïîëíîé M -ñèñòåìû ôóíêöèé ïåðåìåí-

íûõ Y ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé (ðàâíîìåðíî ïîëíîé) M -ñèñòåìîé ôóíêöèé ïåðå-

ìåííûõ X, Y .

5.6.2 Ìíîãîÿðóñíîå ïðåäñòàâëåíèå

Ïóñòü çàïèñü g ⊂ f îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî åäèíèö ôóíêöèè g ñîäåðæèòñÿ
âî ìíîæåñòâå åäèíèö ôóíêöèè f . Òàêæå äëÿ óäîáñòâà ââåäåì îáîçíà÷åíèå
ε(f), îçíà÷àþùåå ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ, ìíîæåñòâî åäèíèö êîòîðîé ñî-
äåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå åäèíèö f , ò. å. ε(f) ⊂ f .

Ïóñòü çàäàíà ïîëíàÿM -ñèñòåìà ôóíêöèé {gr
i (X)} ðàíãà (t, p). Èñïîëü-

çóÿ åå, ïîñòðîèì ñïåöèàëüíîå ìíîãîÿðóñíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè f(X). Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ÿðóñà

Gr =

p∨
i=1

gr
i

è âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè
f 1

k = g1
k,

f 2
k = g2

k ·
∧

j: g2
kg1

j 6⊂f

f 1
j ,

· · ·

f t
k = gt

k ·
∧

j: gt
kgt−1

j 6⊂f

f t−1
j · . . . ·

∧
j: gt

kg1
j 6⊂f

f 1
j .

Ëåììà 5.7. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(X) =

p∨
i=1

f t
i ∨ Gt ·

p∨
i=1

f t−1
i ∨ . . . ∨ Gt · · ·G3 ·

p∨
i=1

f 2
i . (5.22)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ î÷åâèäíîé äåêîìïîçèöèè

f = Gt · f ∨ Gt ·Gt−1 · f ∨ . . . ∨ Gt · · ·G3 ·G2 · f. (5.23)

Ïðîâåðèì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ñëàãàåìû-
ìè ôîðìóë (5.22) è (5.23). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Gt · · ·Gr+1 · f r
k = Gt · · ·Gr+1 · gr

k · f (5.24)

ïðè ëþáûõ k è r = 2, . . . , t.
Ïîñêîëüêó f r

k ⊂ gr
k ⊂ Gr, âûïîëíåíî Gr ⊂

∧
j∈T f

r
j ïðè ëþáîì ìíî-

æåñòâå èíäåêñîâ T . Ñëåäîâàòåëüíî, f r
k ⊃ gr

k · Gr−1 · · ·G1, îòêóäà ïîëó÷àåì
f r

k ⊂ gr
k ∨G1 ∨ . . . ∨Gr−1. Ñ ó÷åòîì gr

k ⊂ f r
k ìîæíî çàïèñàòü

f r
k = gr

k ∨ ε(G
1 ∨ . . . ∨Gr−1) =

∨
i6=k

gr
i ∨ Gr ∨ ε(G1 ∨ . . . ∨Gr−1).

Êàê ñëåäñòâèå, ∧
j /∈T

f r
j =

∨
j∈T

gr
j ∨Gr ∨ ε(G1 ∨ . . . ∨Gr−1). (5.25)

Èñïîëüçóÿ 5.25, ïîëó÷àåì ôîðìóëó

f r
k = gr

k ·
∧

j: gr
kgr−1

j 6⊂f

f r−1
j · . . . ·

∧
j: gr

kg1
j 6⊂f

f 1
j =

= gr
k ·

 ∨
j: gr

kgr−1
j ⊂f

gr−1
j ∨Gr−1 ∨ ε(G1 ∨ . . . ∨Gr−2)

 · . . .

. . . ·

 ∨
j: gr

kg2
j⊂f

g2
j ∨G2 ∨ ε(G1)

 ·

 ∨
j: gr

kg1
j⊂f

g1
j ∨G1

 . (5.26)

Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê ïðîâåðêå (5.24). Ëþáîé åäèíè÷íûé íàáîð σ
ôóíêöèè Gt · · ·Gr+1 ·gr

k ·f îïðåäåëÿåò ý.ê. Xσ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðåáðó, ñî-
åäèíÿþùåìó k-þ âåðøèíó r-ãî ÿðóñà ñ íåêîòîðîé l-é âåðøèíîé ÿðóñà s < r,
ò. å. Xσ = gr

kg
s
l . Èç (5.26) âèäíî, ÷òî Xσ ⊂ f r

k � íà íàáîðå σ îáðàùàåòñÿ â
åäèíèöó ñëàãàåìîå

gr
k ·Gr−1 · · ·Gs+1

 ∨
j: gr

kgs
j⊂f

gs
j

Gs−1 · · ·G1,
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âîçíèêàþùåå ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê â (5.26).
Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ó ôóíêöèè Gt · · ·Gr+1 · f r

k íåò äðóãèõ åäèíèö.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ýòà ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â 1 íà íàáîðå σ, ïðè
ýòîì f(σ) = 0. Òîãäà íåèçáåæíî Xσ = gr

kg
s
l ïðè íåêîòîðûõ l è s < r.

Îäíàêî ìíîæèòåëü

α = gr
k ·

 ∨
j: gr

kgs
j⊂f

gs
j ∨Gs ∨ ε(G1 ∨ . . . ∨Gs−1)


â ïðîèçâåäåíèè (5.26), à çíà÷èò è ñàìî ïðîèçâåäåíèå f r

k , íà íàáîðå σ îá-
ðàùàåòñÿ â 0, ïîòîìó ÷òî αgs

l = 0. Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïðåä-
ïîëîæåíèåì. Òåì ñàìûì äîêàçàíî (5.24), çíà÷èò, ôîðìóëû (5.22) è (5.23)
òîæäåñòâåííû.

5.6.3 Âåðõíÿÿ îöåíêà

Òåîðåìà 5.7. C∗(n) .
√

2 · 2n/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ôóíêöèþ, ñëåäóÿ ïðåäñòàâëåíèþ (5.22). Ñíà-
÷àëà óêàæåì ïîäõîäÿùóþ ïîëíóþ M -ñèñòåìó ôóíêöèé {gr

i }. Ïóñòü t �
ïàðàìåòð.

Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî èç n ïåðåìåííûõ íà òðè ãðóïïû X, Y , Z ïðè-
ìåðíî îäèíàêîâîé ìîùíîñòè, |X| ∼ |Y | = |Z| ∼ n/3. Ðóêîâîäñòâóÿñü
ëåììîé 5.6, ïîñòðîèì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå {gr

k(X, Y, Z)} òðåõ ñèñòåì: ïîë-
íîé M -ñèñòåìû {ur

k(X)} ðàíãà (t, p) è äâóõ ðàâíîìåðíî ïîëíûõ M -ñèñòåì
{vr

k(Y )}, {vr
k(Z)} ðàíãà (t, q). Êàê óêàçàíî âûøå, òàêèå ñèñòåìû ñóùåñòâó-

þò ïðè p ∼
√

2|X|+1/t(t− 1) è q ∼ 2|Y |/2, ïîñêîëüêó ñîãëàñíî çàêîíó ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà x íàéäåò-
ñÿ ïðîñòîå ÷èñëî q = x + o(x) ïðè x → ∞. Òàêèì îáðàçîì, M -ñèñòåìà
{gr

k(X, Y, Z)} èìååò ðàíã (t, pq2).
Ñõåìà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ. Âû÷èñëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå

ý.ê. Xσ, Y τ , Zτ ïðè ïîìîùè 2|X| + 2|Y |+1 êîíúþíêòîðîâ. Ñëåäóÿ ÄÍÔ-
ïðåäñòàâëåíèþ, âû÷èñëèì âñå ôóíêöèè ur

k(X), vr
k(Y ), vr

k(Z), çàòðàòèâ
t(p + 2q) äèçúþíêòîðîâ. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ ôóíêöèÿ gr

k ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâå-
äåíèåì íåêîòîðûõ òðåõ ôóíêöèé èç ìíîæåñòâ {ur

k(X)}, {vr
k(Y )} è {vr

k(Z)},
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êàæäàÿ ôóíêöèÿ f r
k âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè îäíîãî êîíúþíêòîðà, íà âõî-

äû êîòîðîãî ïîäàþòñÿ, â òîì ÷èñëå, îòðèöàíèÿ ðàíåå âû÷èñëåííûõ ôóíê-
öèé f s

i . Âñåãî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé f r
k èñïîëüçóåòñÿ tpq2 êîíúþíêòî-

ðîâ.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Gr âû÷èñëÿåòñÿ ñõåìîé èç òðåõ äèçúþíê-

òîðîâ è îäíîãî êîíúþíêòîðà (îíà ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé ñèñòåì â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè), ò. å. 4t ýëåìåíòîâ äîñòà-
òî÷íî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ ôóíêöèé Gr. Çàâåðøàÿ âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìó-
ëå (5.22), äîáàâèì â ñõåìó åùå t− 2 äèçúþíêòîðîâ, t− 2 êîíúþíêòîðîâ è
îäèí âíåøíèé äèçúþíêòîð.

Åñëè t ïîëàãàåòñÿ ñëàáî ðàñòóùèì îòíîñèòåëüíî n, òî àñèìïòîòèêà
ñëîæíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñëàãàåìûì tpq2 ∼

√
2 · 2n/2.

Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.7 ñ âûáîðîì ïîñòîÿííîãî t = d,
ìîæíî ïîêàçàòü ÷òî îöåíêà ëåììû 5.3 äîñòèãàåòñÿ íà ñõåìàõ ãëóáèíû d+

O(1).
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6 Ñëîæíîñòü ñîðòèðîâêè

6.1 Ââåäåíèå

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ñîðòèðîâêè íàáîðà èç n
ýëåìåíòîâ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ïðè ïîìîùè ïîïàðíûõ ñðàâ-
íåíèé. Ïîäðîáíîå ââåäåíèå â ïðîáëåìàòèêó ñì. â [4, ãë. 3], [26, �5.3], [164,
Ch. 2].

Àëãîðèòì ñîðòèðîâêè ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå áèíàðíîãî êîðíåâîãî
äåðåâà ñ îðèåíòàöèåé ðåáåð â íàïðàâëåíèè îò êîðíÿ. Òàêîå äåðåâî îáû÷íî
íàçûâàåòñÿ äåðåâîì ñðàâíåíèé, à òàêæå äåðåâîì ðåøåíèé èëè ðåøàþùåé
äèàãðàììîé. Âíóòðåííÿÿ âåðøèíà äåðåâà ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèè ñðàâíå-
íèÿ íåêîòîðûõ äâóõ ýëåìåíòîâ. Â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòà ñðàâíåíèÿ
àëãîðèòì îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä ïî îäíîìó èç ðåáåð ê ñëåäóþùåé âåðøèíå.
Êîíöåâàÿ âåðøèíà (ëèñò) äåðåâà ñîîòâåòñòâóåò ïîëó÷åííîìó â ðåçóëüòàòå
ñðàâíåíèé óïîðÿäî÷åíèþ âõîäíîãî íàáîðà. Ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà íàçû-
âàåòñÿ ãëóáèíà äåðåâà � ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå â ðåáðàõ ìåæäó êîðíåì
è ëèñòîì.

Åñòåñòâåííî îãðàíè÷èòü ðàññìîòðåíèå àëãîðèòìàìè, íå âûïîëíÿþùèìè
èçáûòî÷íûõ ñðàâíåíèé (ò.å. ñðàâíåíèé, íå äîáàâëÿþùèõ íîâîé èíôîðìà-
öèè î ïîðÿäêå ýëåìåíòîâ). Â ñîîòâåòñòâóþùèõ òàêèì àëãîðèòìàì äåðåâüÿõ
êàæäàÿ âîçìîæíàÿ ïåðåñòàíîâêà ñâÿçàíà ðîâíî ñ îäíèì ëèñòîì. Â ÷àñòíî-
ñòè, äåðåâüÿ äëÿ ñîðòèðîâêè n-ýëåìåíòíîãî íàáîðà èìåþò ðîâíî n! ëèñòüåâ.

Ïóñòü S(n) îçíà÷àåò ìèíèìàëüíóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè n-
ýëåìåíòíîãî íàáîðà. Ïîñêîëüêó ãëóáèíà äåðåâà ñ m ëèñòüÿìè íå ìåíüøå37

logm, èìååò ìåñòî ïðîñòàÿ íèæíÿÿ îöåíêà

S(n) ≥ log(n!) = n log n− log e · n+O(log n), (6.1)

log e ≈ 1.443. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó äàæå ñðåäíÿÿ ãëóáèíà äåðåâà ïî âñåì
åãî ëèñòüÿì íå ïðåâîñõîäèò logm, òî îöåíêà (6.1) äåéñòâèòåëüíà è äëÿ
ñëîæíîñòè ñîðòèðîâêè â ñðåäíåì ïî âñåì n! âîçìîæíûì ïåðåñòàíîâêàì
âõîäíîãî íàáîðà, ñì. òàêæå [4, 26, 164]. Ïîäîáíûå íèæíèå îöåíêè íàçûâà-
þòñÿ òåîðåòèêî-èíôîðìàöèîííûìè.

37Êàê è âûøå, ó äâîè÷íûõ ëîãàðèôìîâ îñíîâàíèå íå óêàçûâàåòñÿ.
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Ñ òî÷êè çðåíèÿ âåðõíåé îöåíêè, â öåëîì ëó÷øèì ñðåäè èçâåñòíûõ îñòà-
åòñÿ ìåòîä Ôîðäà�Äæîíñîíà [130] (ìåòîä áèíàðíûõ âñòàâîê), ïðåäëîæåí-
íûé áîëåå 60 ëåò íàçàä. Îí ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

S(n) ≤ log(n!) + cn+O(log n), (6.2)

ãäå êîíñòàíòà c â çàâèñèìîñòè îò n âàðüèðóåòñÿ îò log(3e/8) ≈ 0.028 (â áëà-
ãîïðèÿòíîì ñëó÷àå n ∼ 2k/3) äî log(3/(4 ln 2)) ≈ 0.114 (â íåáëàãîïðèÿòíîì
ñëó÷àå n ∼ ln 2 · 2k/3). Ìåòîä áèíàðíûõ âñòàâîê äîêàçóåìî îïòèìàëåí ïðè
n ≤ 15 è ïðè íåêîòîðûõ á�îëüøèõ n, ñì. [172]. Óñîâåðøåíñòâîâàíèå ìå-
òîäà, ïðåäëîæåííîå â [194] îêîëî 1980 ã., ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü êîíñòàíòó
â íåáëàãîïðèÿòíîì ñëó÷àå äî c ≈ 0.105. Äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ðàáîòó ïî
ñãëàæèâàíèþ íåðàâíîìåðíîñòè îöåíîê ìåòîäà áèíàðíûõ âñòàâîê ïðîäåëà-
ëè àâòîðû [159]. Ïî ðåçóëüòàòàì ýòîé ðàáîòû ìîæíî óêàçàòü êîíñòàíòó äëÿ
íåáëàãîïðèÿòíîãî ñëó÷àÿ ãäå-òî â ïðåäåëàõ 0.06 < c < 0.07, òî÷íåå ñêàçàòü
òðóäíî38. Äëÿ ñëîæíîñòè ñîðòèðîâêè â ñðåäíåì îöåíêè ñáëèæåíû ãîðàçäî
ñèëüíåå. Êîíñòàíòà â âåðõíåé ãðàíèöå ñëîæíîñòè íåäàâíî áûëà ïîíèæåíà
äî c ≈ 0.032 ïðè ëþáîì n, ñì. [142, 125].

Ìåòîä Ôîðäà�Äæîíñîíà îñíîâàí íà ïðîöåäóðàõ âñòàâêè ýëåìåíòîâ â
ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Âñòàâêà êàæäîãî ýëåìåíòà âûïîëíÿåò-
ñÿ îòäåëüíî. Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà îáåñïå÷èâàåòñÿ ïóòåì ïîäáîðà ìîù-
íîñòè öåëåâîãî ìíîæåñòâà áëèçêîé ê ñòåïåíè äâîéêè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî ñîâìåñòíàÿ âñòàâêà äàæå äâóõ ýëå-
ìåíòîâ âûïîëíÿåòñÿ áûñòðåå, ÷åì ðàçäåëüíàÿ, åñëè ìîùíîñòü n öåëåâîãî
ìíîæåñòâà íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ 2k < n < 17

14 · 2
k − 1 [134, 141], ñì. òàê-

æå [26]. Åùå âûãîäíåå ìîæåò áûòü ãðóïïèðîâêà ýëåìåíòîâ ïî 4 èëè 5 ñ
ïîñëåäóþùåé èõ ñîðòèðîâêîé äî âñòàâêè, ñì. [194]. Âûñîêàÿ ýôôåêòèâ-
íîñòü ìåòîäà [142] (ñ òî÷êè çðåíèÿ ñðåäíåé ñëîæíîñòè) òàêæå äîñòèãàåòñÿ
çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ÷àñòü âñòàâîê âûïîëíÿåòñÿ ñîâìåñòíî äëÿ ïàð ýëåìåíòîâ.

Â ðàçâèòèå ýòîé èäåè àâòîðîì â [228] ïðåäëîæåí àëãîðèòì ãðóïïîâîé
âñòàâêè áîëüøîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, îðãàíèçîâàííûé â íåêîòîðîì ñìûñëå
êàê ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Ýòîò ïîäõîä ïåðåêëèêàåòñÿ ñ êîíöåï-
öèåé ìàññîâîãî ïðîèçâîäñòâà (÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ), êîòîðîé

38Íàèáîëåå ñèëüíàÿ ôîðìà ðåçóëüòàòà â [159] ïðåäñòàâëåíà ãðàôè÷åñêè.
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ñëåäóþò ëó÷øèå èçâåñòíûå àëãîðèòìû âûáîðà ýëåìåíòà çàäàííîãî ïîðÿä-
êà [192, 123]. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïðèáëèçèòü ñëîæíîñòü âñòàâ-
êè, ïðèõîäÿùóþñÿ íà îäèí ýëåìåíò, ê òåîðåòèêî-èíôîðìàöèîííîé íèæíåé
ãðàíèöå, ò.å. log n+o(1) ïðè ëþáîì n. Êàê ñëåäñòâèå, íà ìåòîäå ñîðòèðîâêè
ïðè ïîìîùè ãðóïïîâûõ âñòàâîê äîñòèãàåòñÿ îöåíêà

S(n) ≤ log(n!) + o(n).

Ðàçóìååòñÿ, òàêàÿ æå îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñëîæíîñòè ñîðòèðîâêè â
ñðåäíåì.

Èçëîæåíèå ñëåäóåò ðàáîòå [228]. Â �6.2 äàåòñÿ êðàòêàÿ ñïðàâêà î ìåòî-
äå Ôîðäà�Äæîíñîíà. Â �6.3 ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ýëåìåíòàðíûå ñîîáðà-
æåíèÿ, ëåæàùèå â îñíîâå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà. Îáîáùåííàÿ êîíöåïöèÿ
ìåòîäà ãðóïïîâîé âñòàâêè èçëîæåíà â �6.4. Öåíòðàëüíàÿ ÷àñòü ìåòîäà �
ñòðàòåãèÿ âûáîðà ýëåìåíòîâ äëÿ ñðàâíåíèé � îïèñàíà â �6.5. Â �6.6 âûâî-
äÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î ñëîæíîñòè ãðóïïîâîé âñòàâêè è ñîðòèðîâêè.

6.2 Ìåòîä áèíàðíûõ âñòàâîê

Îïåðàöèþ ñðàâíåíèÿ ýëåìåíòîâ e1 è e2 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç e1?e2, à îò-
íîøåíèå ïîðÿäêà � íåðàâåíñòâàìè e1 < e2 èëè e1 > e2. Åñëè ýëåìåíòû e1

è e2 ñîâïàäàþò, òî îïåðàöèÿ ñðàâíåíèÿ âñå ðàâíî âîçâðàùàåò ëèáî e1 < e2,
ëèáî e1 > e2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû
âõîäíîãî íàáîðà ðàçëè÷íû. Äëÿ êðàòêîñòè ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûé íàáîð
ýëåìåíòîâ äàëåå áóäåì íàçûâàòü öåïî÷êîé. Ïîä äëèíîé öåïî÷êè áóäåì ïî-
íèìàòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ â íåé. Íîìåð ýëåìåíòà öåïî÷êè ïðè íóìåðàöèè ñ
1 â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ áóäåì íàçûâàòü ðàíãîì.

Íàïîìíèì ñóòü ìåòîäà áèíàðíûõ âñòàâîê [130], ñì. òàêæå [26]. Îíà çà-
êëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: âñå ýëåìåíòû ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû, âíóòðè ïàð
âûïîëíÿþòñÿ ñðàâíåíèÿ, á�îëüøèå ýëåìåíòû ïàð ñîðòèðóþòñÿ. Â ðåçóëüòà-
òå ïîëó÷àåòñÿ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, äèàãðàììà39 êîòîðîãî èçîáðàæåíà íà
ðèñ. 20: ýëåìåíòû â ïàðàõ îáîçíà÷åíû ÷åðåç αi, βi, ãäå βi > αi, íóìåðà-

39Äèàãðàììà Õàññå: ðåáðà ñîåäèíÿþò ïàðû ýëåìåíòîâ ñ èçâåñòíûì ïîðÿäêîì, ïîäðîáíåå ñì., íàïðè-
ìåð, â [26].
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öèÿ � â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ βi. Â íå÷åòíîì ñëó÷àå n = 2k + 1 îäèí èç
ýëåìåíòîâ íå èìååò ïàðû, îí îáîçíà÷åí ÷åðåç αk+1.

r r rr r r r
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αk+1

Ðèñ. 20: ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê â ìåòîäå áèíàðíûõ âñòàâîê

Ïî ïîñòðîåíèþ, ýëåìåíòû α1, β1, β2, . . . , βk îáðàçóþò öåïî÷êó. Äàëåå
ïðîèçâîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ âñòàâêà îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ αi â ýòó öå-
ïî÷êó. Ïåðâûì âñòàâëÿåòñÿ ýëåìåíò α3 ïðè ïîìîùè äâóõ ñðàâíåíèé, çàòåì
ýëåìåíò α2 � òàêæå çà äâà ñðàâíåíèÿ; äàëåå âñòàâëÿþòñÿ âñå ýëåìåíòû,
äëÿ êîòîðûõ äîñòàòî÷íî òðåõ ñðàâíåíèé (ýòî α5 è α4 â òàêîì ïîðÿäêå) è
ò.ä. Âñÿêèé ðàç âñòàâêà ýëåìåíòà âûïîëíÿåòñÿ â öåïî÷êó äëèíû 2j − 1, ãäå
j = 2, 3, . . ., ðàçâå ÷òî â ôèíàëüíîé ñåðèè âñòàâîê èñïîëüçóåòñÿ öåïî÷êà
íåïîëíîé äëèíû.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî j ñðàâíåíèé äîñòàòî÷íî äëÿ âñòàâêè êàæäîãî èç
ýëåìåíòîâ αi ñ íîìåðàìè uj−1 < i ≤ uj, ãäå uj = 2j+1+(−1)j

3 . Òàêèì îáðà-
çîì, ñëîæíîñòü f(n) ñîðòèðîâêè n-ýëåìåíòíîãî íàáîðà ìåòîäîì Ôîðäà�
Äæîíñîíà ïðè b2k+1/3c ≤ n < b2k+2/3c îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

f(n) = kn−
⌊
2k+2/3

⌋
+ bk/2c+ 1.

Ýòó ôîðìóëó óäîáíî ïåðåïèñàòü â àñèìïòîòè÷åñêîì âèäå. Ïóñòü n = τ ·
2k+1/3, ãäå τ ∈ [1, 2). Òîãäà

f(n) = n log n− (2/τ + log(2τ/3))n+ log n/2 +O(1). (6.3)

Êîýôôèöèåíò â ñêîáêàõ ïðè ëèíåéíîì ÷ëåíå ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà-
÷åíèå log(8/3) ≈ 1.415 ïðè τ = 1, à ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå log(4e ln 2/3) ≈
1.329 � ïðè τ = 2 ln 2. Áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç ìåòîäà ñì. â [130, 26].

Ââåäåì ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå M(m,n) äëÿ ñëîæíîñòè ñëèÿíèÿ
äâóõ öåïî÷åê äëèíû m è n. Îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû Øóëüòå-
Ì�åíòèíãà [194] ÿâëÿåòñÿ îöåíêàM(5, n) ≤ 5k−8 ïðè n ≤ 319

448 ·2
k−O(1). Îíà
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äåìîíñòðèðóåò âîçìîæíîñòü âñòàâêè ïÿòåðêè ýëåìåíòîâ â öåïî÷êó äëèíû
n çà 5k − 8 + S(5) = 5k − 1 ñðàâíåíèé, ò.å. ñî ñðåäíåé ñëîæíîñòüþ k − 1/5

íà îäèí ýëåìåíò. Ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå ÷àñòü âñòàâîê ôèíàëüíîé ñåðèè
ìåòîäà Ôîðäà�Äæîíñîíà, à èìåííî âñòàâêó ýëåìåíòîâ ñ íîìåðàìè ïîñëå
uk−1, âûãîäíî ïðîèçâåñòè â öåïî÷êó ìåíüøåé äëèíû ñî ñðåäíåé ñëîæíîñòüþ
k − 1/5 âìåñòî k. Ýòî íàáëþäåíèå ïðèâîäèò ê óòî÷íåíèþ îöåíêè (6.3) äëÿ
âñåõ n, çà èñêëþ÷åíèåì î÷åíü áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ ê òî÷êàì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {2i/3}. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîícòàíòû â îöåíêå ñëîæíîñòè
(6.2) ïðè ýòîì ïîíèæàåòñÿ äî c ≈ 0.105. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí
â ðàáîòå [159] âåñüìà ñëîæíûì ñïîñîáîì. Òàì âìåñòî âñòàâîê â ôèíàëüíîé
ñòàäèè àëãîðèòìà èñïîëüçóþòñÿ ñëèÿíèÿ äëèííûõ öåïî÷åê ìåòîäîì Êðè-
ñòåíà [115]. Íî ïðè ýòîì îöåíêà äëÿ íåáëàãîïðèÿòíîãî ñëó÷àÿ óëó÷øåíà
çíà÷èòåëüíî.

6.3 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ââåäåì åùå íåñêîëüêî ïîíÿòèé. Â çàäà÷àõ ñëèÿíèÿ
èëè âñòàâêè áîëåå äëèííóþ öåïî÷êó áóäåì íàçûâàòü ãëàâíîé. Ìíîæåñòâî
ýëåìåíòîâ ãëàâíîé öåïî÷êè, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó íåêîòîðûìè ýëåìåíòà-
ìè α è β, íàçîâåì èíòåðâàëîì è îáîçíà÷èì ÷åðåç (α, β): åñëè Z � ãëàâíàÿ
öåïî÷êà, òî (α, β) = {z ∈ Z | α < z < β}. Â êà÷åñòâå êîíöîâ èíòåðâàëà òàê-
æå äîïóñêàþòñÿ óñëîâíûå ýëåìåíòû ±∞: ïî îïðåäåëåíèþ, −∞ < α < +∞
âûïîëíåíî äëÿ âñåõ α. Â îòëè÷èå îò äëèíû öåïî÷êè, äëèíó èíòåðâàëà îïðå-
äåëèì êàê óâåëè÷åííîå íà åäèíèöó ÷èñëî ýëåìåíòîâ â íåì, ò.å. êàê ÷èñëî
âîçìîæíîñòåé äëÿ âñòàâêè íîâîãî ýëåìåíòà. Äëÿ äëèíû áóäåì èñïîëüçî-
âàòü îáîçíà÷åíèå |(α, β)|.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q(a) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî n, ïðè êîòîðîì âñòàâêà ýëå-
ìåíòà â èíòåðâàë äëèíû n âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ íå áîëåå a èëè,
èíà÷å ãîâîðÿ, M(1, n− 1) ≤ a. Òðèâèàëüíî,

Q(a) = 2blog ac. (6.4)

Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç P (a) îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíîå n, òàêîå, ÷òî M(2, n −
1) ≤ 2a: â àðãóìåíòå ôóíêöèè P çàïèñûâàåì ÷èñëî ñðàâíåíèé, ïðèõîäÿùå-
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åñÿ íà îäèí ýëåìåíò âñòàâëÿåìîé ïàðû. Èçâåñòíî [134, 141], ÷òî

P (a) =


⌊17

14 · 2
a
⌋
, a ∈ N⌊12

7 · 2
a−1/2

⌋
, (a− 1/2) ∈ N

. (6.5)

Ïóñòü M(m × k, n) îçíà÷àåò ñëîæíîñòü ñëèÿíèÿ m öåïî÷åê äëèíû k ñ
öåïî÷êîé äëèíû n. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ Qm(a) è Pm(a) äëÿ ìàêñèìàëüíîãî
÷èñëà n, ïðè êîòîðîìM(m×1, n−1) ≤ am è ñîîòâåòñòâåííîM(m×2, n−
1) ≤ 2am.

Ïî îïðåäåëåíèþ, Q1(a) = Q(a) è P1(a) = P (a). Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî
Qm(a) ≥ Q(a)−m+ 1 è Pm(a) ≥ P (a)− 2(m− 1).

Ïåðâîå ñëåäñòâèå, îïðàâäûâàþùåå ââåäåíèå ôóíêöèè Qm, ìîæíî èç-
âëå÷ü èç (6.5). Ïîñêîëüêó Q2(a) ≥ P (a− 1/2),

Q2(a) ≥

2a − 1, a ∈ N⌊17
14 · 2

a−1/2
⌋
, (a− 1/2) ∈ N

. (6.6)

Òàêèì îáðàçîì, Q2(a) ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì Q(a).
Ïðè m = 1 îñìûñëåííû òîëüêî ïîëóöåëûå àðãóìåíòû ó ôóíêöèé Pm(a)

è Q2m(a). Ñêàæåì, P1(r − 1/4) = P1(r − 1/2) ≈ 6
7 · 2

r, r ∈ N. Îäíàêî ñ
ðîñòîì m îòêðûâàþòñÿ íîâûå âîçìîæíîñòè. Äëÿ ðàçìèíêè è èëëþñòðàöèè
îñíîâíîé èäåè ïðåäëàãàåìîãî äàëåå ìåòîäà âûâåäåì îöåíêó

Pm

(
r − 1

4
+

1

4m

)
≥ 51

56
· 2r − 4m. (6.7)

Â ãëàâíîé öåïî÷êå äëèíû
⌈51

56 · 2
r
⌉
− 4m âûáåðåì ýëåìåíò α ðàíãà⌈17

56 · 2
r
⌉
−2m+1. Òîãäà èíòåðâàë (−∞, α) èìååò äëèíó íå áîëååQ2(r−3/2)−

2(m− 1) ñîãëàñíî (6.6), à èíòåðâàë (α,+∞) � íå áîëåå P (r− 1)− 2(m− 1)

ñîãëàñíî (6.5).
Ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà β0 < β1 îáðàáàòûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñðàâ-

íèâàåì β0 ñ α. Åñëè β0 > α, òî ïàðà âñòàâëÿåòñÿ â èíòåðâàë (α,+∞) çà
2(r− 1) ñðàâíåíèé ìåòîäîì [134, 141]. Èíà÷å, ïàðà ðàçáèâàåòñÿ: ýëåìåíò β1

âñòàâëÿåòñÿ â ãëàâíóþ öåïî÷êó áèíàðíûì ìåòîäîì çà r ñðàâíåíèé, à ýëå-
ìåíò β0 ïîìåùàåòñÿ âî âðåìåííîå õðàíèëèùå � êîíòåéíåð. Åñëè êîíòåéíåð
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áûë ïóñò, òî ïåðåõîäèì ê îáðàáîòêå ñëåäóþùåé ïàðû. Íî åñëè â êîíòåéíåðå
îêàçàëîñü 2 ýëåìåíòà, âñòàâëÿåì èõ â èíòåðâàë (−∞, α) çà 2r−3 ñðàâíåíèé.

Ïî ìåðå âûïîëíåíèÿ âñòàâîê ãëàâíàÿ öåïî÷êà è åå ïîäûíòåðâàëû óäëè-
íÿþòñÿ. Âûáîð äëèí èíòåðâàëîâ ñ çàïàñîì 2(m− 1) îáåñïå÷èâàåò âîçìîæ-
íîñòü âñòàâêè â íèõ ýëåìåíòîâ âñåõm îáðàáàòûâàåìûõ ïàð çà ïëàíèðóåìîå
÷èñëî ñðàâíåíèé: ñîîòâåòñòâåííî 2(r−3/2) äëÿ äâóõ ýëåìåíòîâ â èíòåðâàë
(−∞, α) è 2(r − 1) � äëÿ ïàð â èíòåðâàë (α,+∞).

Ïîñëå òîãî, êàê îáðàáîòêà âñåõ ïàð çàâåðøåíà, â êîíòåéíåðå åùå ìîæåò
îñòàâàòüñÿ îäèí ýëåìåíò. Òðèâèàëüíûì ñïîñîáîì îí âñòàâëÿåòñÿ â öåïî÷-
êó çà r − 1 ñðàâíåíèé. Òîãäà îáùåå ÷èñëî ñðàâíåíèé, âûïîëíÿåìûõ àëãî-
ðèòìîì, â õóäøåì ñëó÷àå îöåíèâàåòñÿ êàê m + m(r + r − 3/2) + 1/2 =

2m(r − 1/4) + 1/2. Ñîîòíîøåíèå (6.7) äîêàçàíî.

6.4 Îáùèé ìåòîä

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îïèøåì îáùèé âèä ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ãðóïïî-
âîé âñòàâêè âìåñòå ñî ñðåäñòâàìè åãî àíàëèçà, ïîïóòíî ââîäÿ íåîáõîäèìûå
ïîíÿòèÿ.

Îïåðàöèþ ñðàâíåíèÿ â ëþáîì ìåòîäå âñòàâêè èëè ñëèÿíèÿ ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê øàã ðàçáèåíèÿ ãëàâíîé öåïî÷êè íà âñå ìåíüøèå èíòåðâà-
ëû, â êîòîðûõ ëîêàëèçóþòñÿ âñòàâëÿåìûå ýëåìåíòû èëè ãðóïïû ýëåìåíòîâ.
Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ðåêóðñèâíîãî ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà: çàäà÷à ñëèÿ-
íèÿ ñ äëèííîé öåïî÷êîé ïðè ïîìîùè íåñêîëüêèõ ñðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê
ñëèÿíèÿì ñ áîëåå êîðîòêèìè öåïî÷êàìè.

Îïèøåì îñíîâíûå ïðèíöèïû ìåòîäà ãðóïïîâîé âñòàâêè óïîðÿäî÷åííûõ
ïàð ýëåìåíòîâ â ãëàâíóþ öåïî÷êó. Â ãëàâíîé öåïî÷êå âûäåëÿþòñÿ èíòåð-
âàëû, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ôèíèøíûìè. Âñòàâêà ýëåìåíòà èëè ïàðû ýëå-
ìåíòîâ â ôèíèøíûé èíòåðâàë âûïîëíÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì àëãîðèòìîì èç
äîñòàâëÿþùèõ îöåíêè (6.4), (6.5) è (6.6). Äëÿ íåêîòîðûõ ôèíèøíûõ èí-
òåðâàëîâ ïðåäóñìîòðåíû êîíòåéíåðû. Êàê â ïðîñòîì ïðèìåðå âûøå, ëþ-
áîé êîíòåéíåð èìååò åìêîñòü 2 ýëåìåíòà. Êîãäà â êîíòåéíåðå îêàçûâàåòñÿ
äâà ýëåìåíòà, òî âûïîëíÿåòñÿ èõ ñîâìåñòíàÿ âñòàâêà â ñîîòâåòñòâóþùèé
èíòåðâàë.
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Ïàðû îáðàáàòûâàþòñÿ ïî î÷åðåäè. Äëÿ ðåçóëüòàòà îáðàáîòêè ïàðû ìî-
ãóò áûòü ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè: ïàðà ïîïàäàåò â ôèíèøíûé èíòåðâàë
è ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä [134, 141] äëÿ îêîí÷àòåëüíîé âñòàâêè åå â ãëàâíóþ
öåïî÷êó, ëèáî ïàðà â êàêîé-òî ìîìåíò ðàçáèâàåòñÿ è ýëåìåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïî îòäåëüíîñòè.

Ñóäüáà îäèíî÷íûõ ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü ñëåäóþùåé: ëèáî ýëåìåíò ïî-
ïàäàåò â ôèíèøíûé èíòåðâàë è âñòàâëÿåòñÿ â ãëàâíóþ öåïî÷êó áèíàðíûì
ìåòîäîì, ëèáî ýëåìåíò ïîìåùàåòñÿ â êîíòåéíåð. Åñëè â êîíòåéíåðå íåò äðó-
ãèõ ýëåìåíòîâ, òî ðàáîòà ïðîäîëæàåòñÿ ñ íîâîé ïàðîé. Èíà÷å, âûïîëíÿåòñÿ
îáðàáîòêà äâóõ ýëåìåíòîâ èç êîíòåéíåðà.

Ïîñëå òîãî êàê âñå ïàðû ïîäâåðãëèñü îáðàáîòêå, ëþáîé èç âñòàâëÿå-
ìûõ ýëåìåíòîâ ëèáî âêëþ÷åí â ãëàâíóþ öåïî÷êó, ëèáî íàõîäèòñÿ îäèí â
íåêîòîðîì êîíòåéíåðå. Àëãîðèòì çàâåðøàåòñÿ òåì, ÷òî êàæäûé èç îñòàâ-
øèõñÿ â êîíòåéíåðàõ ýëåìåíòîâ âñòàâëÿåòñÿ â ñâîé èíòåðâàë òðèâèàëüíûì
áèíàðíûì ìåòîäîì.

Óäåëüíîé ñëîæíîñòüþ îáðàáîòêè îäíîé ïàðû íàçîâåì ÷èñëî ñðàâíå-
íèé, ïðèõîäÿùèõñÿ íà ýëåìåíòû ïàðû, â íàèõóäøåì ñëó÷àå ïðè óñëîâèè,
÷òî íè îäèí èç ýëåìåíòîâ ïàðû íå îñòàëñÿ â êîíòåéíåðå (äëÿ ýòîãî ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå êîíòåéíåðû íå ïóñòû). Â õîäå ïîäñ÷åòà ñëîæíîñòè
îäíî ñðàâíåíèå, âûïîëíÿåìîå ïðè ñîâìåñòíîé îáðàáîòêå ïàðû ýëåìåíòîâ,
çàñ÷èòûâàåòñÿ êàê ïîëñðàâíåíèÿ êàæäîìó ýëåìåíòó. Óäåëüíàÿ ñëîæíîñòü
âñòàâêè ïàðû â ïðèìåðå èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ðàâíà 2(k − 1/4).

Èòîãîâóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ãðóïïîâîé âñòàâêè ìîæíî îöåíèòü
ñâåðõó êàê

ρm+ C log(n+ 2m) (6.8)

ãäå ρ � óäåëüíàÿ ñëîæíîñòü, m � ÷èñëî âñòàâëÿåìûõ îáúåêòîâ, n � äëè-
íà èñõîäíîé öåïî÷êè, à C � îáùåå ÷èñëî êîíòåéíåðîâ. Èçáûòî÷íîå ÷èñëî
ñðàâíåíèé ïðè âñòàâêå ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà â êîíòåéíåðå çäåñü îöåíèâà-
åòñÿ ãðóáî êàê log(n + 2m); áîëåå àêêóðàòíîå ðàññóæäåíèå ïðèâåëî áû ê
îöåíêå O(1); â ðåàëüíûõ àëãîðèòìàõ ýòà âåëè÷èíà íå ïðåâîñõîäèò 1, êàê â
ïðèìåðå èç �6.3.

Òåïåðü ââåäåì êîìïëåêñíîå ïîíÿòèå ñòðàòåãèè ñðàâíåíèé. Ïóñòü çàäàí
íåêîòîðûé ÷èñëîâîé íàáîð y1, . . . , yd ∈ R ñ óñëîâèåì 0 ≤ y1 < y2 < . . . <
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yd < 1. Ââîäÿòñÿ âåëè÷èíû pr,i, õàðàêòåðèçóþùèå äëèíó èíòåðâàëà Jr,i,
âñòàâêà ïàðû â êîòîðûé âîçìîæíà ñ óäåëüíîé ñëîæíîñòüþ 2(r+yi). Íàðÿäó
ñ âåëè÷èíàìè pr,j áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü óäåëüíûå âåëè÷èíû xr,j =

pr,j · 2−r.
Ïðè ëþáîì i = 1, . . . , d è r ≥ r0 çàäàåòñÿ ñîêðàùåííîå äåðåâî ñðàâ-

íåíèé Tr,i äëÿ âñòàâêè ïàðû â èíòåðâàë Jr,i. Ïîä ñîêðàùåííûì äåðåâîì
ìû ïîíèìàåì ïîääåðåâî îáû÷íîãî äåðåâà ñðàâíåíèé. Êîíöåâûå âåðøèíû
Tr,i ñîîòâåòñòâóþò âûçîâó ïðîöåäóðû âñòàâêè â èíòåðâàëû ìåíüøåé äëè-
íû, íàçîâåì ýòè èíòåðâàëû òåðìèíàëüíûìè. Ðàçáèåíèå ïàðû äîïóñêàåòñÿ
òîëüêî â êîíöåâûõ âåðøèíàõ äåðåâà. Òàê îïðåäåëåííûå ñîêðàùåííûå äå-
ðåâüÿ ñðàâíåíèé îïèñûâàþò ñâåäåíèå çàäà÷è âñòàâêè â äëèííûé èíòåðâàë
ê çàäà÷àì ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Êîíöåâîé âåðøèíå äîïîëíèòåëüíî ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îãðàíè÷åíèÿ
íà äëèíû òåðìèíàëüíûõ èíòåðâàëîâ, îáåñïå÷èâàþùèå âûïîëíåíèå îöåí-
êè óäåëüíîé ñëîæíîñòè âñòàâêè ïàðû â èíòåðâàë Jr,i. Åñëè ïðè êîíöå-
âîé âåðøèíå íà ðàññòîÿíèè s îò êîðíÿ âûïîëíÿåòñÿ âñòàâêà ïàðû â òåð-
ìèíàëüíûé èíòåðâàë (α′, α′′), òî îãðàíè÷åíèå èìååò âèä |(α′, α′′)| ≤ pl,j,
ãäå l + yj + s/2 ≤ r + yi. Äëÿ îäèíî÷íîãî ýëåìåíòà β, âñòàâëÿåìîãî â
(α′, α′′), îãðàíè÷åíèå ìîæåò âûãëÿäåòü ëèáî êàê |(α′, α′′)| ≤ pl,j, ëèáî êàê
|(α′, α′′)| ≤ 2l. Â ïåðâîì ñëó÷àå âêëàä ýòîãî ýëåìåíòà â óäåëüíóþ ñëîæ-
íîñòü îöåíèâàåòñÿ êàê l+ yj + s/2 + 1/2, à âî âòîðîì � êàê l+ s/2. Ñóììà
îöåíîê äëÿ äâóõ ýëåìåíòîâ ïàðû íå äîëæíà ïðåâîñõîäèòü 2(r + yi).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàíãè ýëåìåíòîâ α′, α′′ òàêæå âûðàæàþòñÿ ëèíåé-
íûìè êîìáèíàöèÿìè âåëè÷èí pl,j. Íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò ïðè ýòîì
òðèâèàëüíî âûïîëíÿòüñÿ (íàïðèìåð, â ñëó÷àå òîæäåñòâåííîñòè ïðàâîé è
ëåâîé ÷àñòåé íåðàâåíñòâ). Ìíîæåñòâî îñòàâøèõñÿ îïðåäåëèì êàê ñèñòåìó
îãðàíè÷åíèé ñòðàòåãèè.

Èòàê, ïîä ñòðàòåãèåé ñðàâíåíèé áóäåì ïîíèìàòü ñåìåéñòâî äåðåâüåâ
(ôàêòè÷åñêè àëãîðèòìîâ) Tr,i è ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé, îáåñïå÷èâàþùóþ
óäåëüíóþ ñëîæíîñòü 2(r+yi) âñòàâêè ïàð â èíòåðâàëû Jr,i. Ãëóáèíîé ñòðà-
òåãèè íàçîâåì ìàêñèìàëüíóþ ãëóáèíó äåðåâüåâ Tr,i.

Åñëè ìèíèìàëüíàÿ óäåëüíàÿ ñëîæíîñòü âñòàâêè ïàðû ïî âñåì òåðìè-
íàëüíûì èíòåðâàëàì â àëãîðèòìå ñ äåðåâîì ñðàâíåíèé Tr,i ðàâíà 2(r′+yj),

239



òî ïîëîæèì wr,i = r − r′ + 1.
Ìû îãðàíè÷èì ðàññìîòðåíèå îäíîðîäíûìè ñòðàòåãèÿìè � òàêèìè, â êî-

òîðûõ î÷åðåäíîé ýëåìåíò èíòåðâàëà Jr,i, âûáèðàåìûé äëÿ ñðàâíåíèÿ, äåëèò
èíòåðâàë Jr,i â îòíîøåíèè, íå çàâèñÿùåì r (ñ òî÷íîñòüþ äî öåëî÷èñëåííîãî
îêðóãëåíèÿ). Òîãäà ïðè ëþáîì i âñå äåðåâüÿ Tr,i ïîäîáíû íåêîòîðîìó äåðå-
âó Ti. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âíóòðåííåé âåðøèíå Ti ïðèïèñàíà ïàðà (y,∆),
y ∈ {0, 1}, ∆ ∈ R, êîäèðóþùàÿ ñðàâíåíèå βy?α, ãäå (β0, β1) � âñòàâëÿåìàÿ
ïàðà, à α � ýëåìåíò ðàíãà ∆ · |Jr,i| â èíòåðâàëå Jr,i. Â îäíîðîäíîé ñòðàòå-
ãèè wr,i = wi ïðè âñåõ r. Âåëè÷èíó maxiwi íàçîâåì øèðèíîé îäíîðîäíîé
ñòðàòåãèè. Øèðèíà ñòðàòåãèè õàðàêòåðèçóåò ìàêñèìàëüíóþ ðàçíèöó ñëîæ-
íîñòè âñòàâêè ìåæäó èñõîäíûì èíòåðâàëîì è åãî òåðìèíàëüíûìè ïîäûí-
òåðâàëàìè. Íèæå ïîä ñòðàòåãèåé âñþäó ïîíèìàåòñÿ îäíîðîäíàÿ ñòðàòåãèÿ.

Äàëåå â âûêëàäêàõ ïîçâîëèì äëèíàì èíòåðâàëîâ è ðàíãàì ýëåìåíòîâ
öåïî÷êè ïðèíèìàòü íåöåëûå çíà÷åíèÿ, ïîä êîòîðûìè áóäóò ïîíèìàòüñÿ
îêðóãëåíèÿ äî áëèæàéøåãî öåëîãî â òó èëè èíóþ ñòîðîíó. Â ñëó÷àå óòâåð-
æäåíèÿ î ñëîæíîñòè âñòàâêè â èíòåðâàë íåöåëîé äëèíû x áóäåì òðåáîâàòü
âûïîëíåíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ èíòåðâàëà äëèíû dxe.

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � ïîñòðîèòü ïåðåõîä îò ñòðàòåãèè ê êîíêðåòíî-
ìó àëãîðèòìó. Â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ zi = limr→∞ xr,i

îãðàíè÷åíèÿ ñòðàòåãèè ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ ïðåäåëüíûõ âåëè÷èí
zi è ïåðåéòè ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íèæå ñëåäóåò îïèñà-
íèå è îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè òàêîãî ïåðåõîäà.

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé d-ìåðíûõ âåùåñòâåííûõ âåê-
òîðîâ x0, x1, . . . ∈ Rd, xj = (xj,1, xj,2, . . . , xj,d), îïðåäåëåíà ñèñòåìà σ íîðìè-
ðîâàííûõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ øèðèíû w âèäà

d∑
i=1

w−1∑
j=0

ai,j,k · xt+j,i ≤ bk, ãäå
d∑

i=1

w−1∑
j=0

|ai,j,k| = 1, k = 1, . . . , K (6.9)

ïðè âñåõ t ≥ 0. Çäåñü ai,j,k, bk � âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû. Ïðè ïîìîùè
ôîðìàëüíîé ïîäñòàíîâêè xj,i = zi äëÿ âñåõ i, j â (6.9) ïîëó÷èì ïðèâåäåííóþ
ñèñòåìó

d∑
i=1

ai,k · zi ≤ bk, ai,k =
w−1∑
j=0

ai,j,k, k = 1, . . . , K, (6.10)
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îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ zi.
Ñèñòåìà (6.10) îïðåäåëÿåò ñèìïëåêñ T (σ) â ïðîñòðàíñòâå Rd. Äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî ïàðàìåòðà ε ≥ 0 îïðåäåëèì âëîæåííûé ñèìïëåêñ T ε(σ) ⊂ T (σ)

ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

d∑
i=1

ai,k · zi ≤ bk − ε, k = 1, . . . , K. (6.11)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xl, xl+1, . . . , xl′ óäîâëåòâî-
ðÿåò (6.9), åñëè îãðàíè÷åíèÿ (6.9) âûïîëíåíû äëÿ âñåõ t = l, . . . , l′ +

w − 1 ïðè ïîäõîäÿùåì äîîïðåäåëåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðàìè
xl′+1, . . . , xl′+w−1.

Äàëåå ÷åðåç ||·|| îáîçíà÷àåòñÿ l∞-íîðìà â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå (ìàê-
ñèìóì ìîäóëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà), à ÷åðåç 〈·, ·〉 � åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðîñòîé ôàêò î ñêîðîñòè ïðè-
áëèæåíèÿ ê çàðàíåå èçâåñòíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (6.9).

Ëåììà 6.1. Ïóñòü u ∈ T ε(σ), v ∈ T (σ) è 0 < ε < ||v − u||. Òîãäà íà îò-
ðåçêå [u, v] íàéäåòñÿ óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñèñòåìå íåðàâåíñòâ σ (6.9) øè-

ðèíû w ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi} ñ íà÷àëîì x0 = x1 = . . . = xw−1 = u,

ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå v ñî ñêîðîñòüþ

||v − xi|| ≤ (1− ε∆)i/w−1 · ||v − u||, ∆ = ||v − u||−1. (6.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì εi = ε(1− ε∆)i. Ïðè i ≥ 1 è j = 0, . . . , w− 1

ïîëîæèì
xiw+j = x(i−1)w+j + εi−1∆ · (v − u). (6.13)

Ïî ïîñòðîåíèþ,

v − xiw+j = (1− (ε0 + . . .+ εi−1)∆) (v − u) = (1− ε∆)i · (v − u). (6.14)

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà (6.12) âûïîëíÿåòñÿ. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ïî-
ñòðîåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå σ.

Â ñèëó xlw = xlw+1 = . . . = xlw+w−1 ∈ [u, v] ⊂ T (σ) íåðàâåíñòâà (6.9)
âûïîëíåíû ïðè âñåõ t = lw, ãäå l ∈ N.

241



Ïîêàæåì, ÷òî xlw ∈ T εl(σ). Ïðè l = 0 ýòî ãàðàíòèðîâàíî óñëîâèåì
ëåììû. Îáîçíà÷èì ak = (a1,k, . . . , ad,k). Òîãäà ïðè l > 1 è ïðè ëþáîì k =

1, . . . , K ñîãëàñíî (6.14) èìååò ìåñòî

〈ak, xlw〉 = 〈ak, (1− εl/ε)v+(εl/ε)u〉 ≤ (1− εl/ε)bk +(εl/ε)(bk− ε) = bk− εl

â ñèëó ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Ïóñòü lw < t < (l+1)w. Â ýòîì ñëó÷àå â ëåâûõ ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâ (6.9)

èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî êîîðäèíàòû âåêòîðîâ xlw è x(l+1)w. Òîãäà ïðè ïîìîùè
(6.13) ñ ó÷åòîì xlw ∈ T εl(σ) ïðè ëþáîì k = 1, . . . , K ïîëó÷àåì

d∑
i=1

w−1∑
j=0

ai,j,k · xt+j,i ≤
d∑

i=1

w−1∑
j=0

ai,j,k · xlw,i + εl ·
d∑

i=1

w−1∑
j=0

|ai,j,k| ≤ (bk − εl) + εl.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå
íåðàâåíñòâ σ.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà. Îáîçíà÷èì

π(a) = lim
r→∞

P (r + a) · 2−r. (6.15)

Â ÷àñòíîñòè, π(a) = 17
14 ïðè 0 ≤ a < 1

2 è π(a) = 12
7 ïðè 1

2 ≤ a < 1 ñîãëàñ-
íî (6.5).

Ëåììà 6.2. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà y1, . . . , yd ∈ R, ãäå 0 ≤ y1 <

y2 < . . . < yd < 1, èìååòñÿ ñòðàòåãèÿ ñðàâíåíèé ãëóáèíû h è øèðèíû w,

çàäàþùàÿ ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé σ (6.9) íà xr,i, ãäå xr,i·2r � íèæíÿÿ îöåíêà

äëèíû èíòåðâàëà, âñòàâêà óïîðÿäî÷åííîé ïàðû â êîòîðûé âûïîëíÿåòñÿ

ñ óäåëüíîé ñëîæíîñòüþ 2(r + yi). Ïóñòü v = (v1, . . . , vd) ∈ T (σ), u =

(u1, . . . , ud) ∈ T ε(σ), ãäå 0 < ε < ||v − u||, ïðè÷åì ui < vi è ui ≤ π(yi) äëÿ

âñåõ i = 1, . . . , d. Îáîçíà÷èì umin = min{ui}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî r ∈ N è

ëþáûõ m ∈ N, ϕ > 0, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

m ≤ min{umin, ε/2} · 2r−ϕ−1 (6.16)

âûïîëíÿåòñÿ

Pm

(
r + yi +

(r + 2)ϕ · 2ϕ

m

)
≥ vi · 2r− R

ε
·m · 2ϕ+2−R · 2r · e−

ε
2R( ϕ

w(d+1)(h+1)−2),

(6.17)
ãäå i = 1, . . . , d è R = ||v − u||.

242



Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèìñÿ íåêîòîðûì çíà÷åíèåì r è äîïóñòèìîé ïàðîé
ïàðàìåòðîâ m è ϕ. Ïîëîæèì L =

⌊
ϕ

(h+1)(d+1)

⌋
è q = r−L. Èç (6.16) è (6.15)

âûòåêàåò m ≤ 6
7 · 2

r−ϕ, îòêóäà r > ϕ ≥ L. Ñëåäîâàòåëüíî, q > 0.
Ïóñòü δ ∈ (0, ε) � ïàðàìåòð, êîòîðûé áóäåò âûáðàí ïîçæå. Íà îòðåçêå

[u, v] âûáåðåì òî÷êó v′ = (1−δ/ε)v+(δ/ε)u. Òî, ÷òî v′ ∈ T δ(σ), ïðîâåðÿåòñÿ
ðàññóæäåíèåì èç ëåììû 6.1: ïðè ëþáîì k = 1, . . . , K

〈ak, v
′〉 = 〈ak, (1− δ/ε)v + (δ/ε)u〉 ≤ (1− δ/ε)bk + (δ/ε)(bk − ε) = bk − δ.

Ïî îïðåäåëåíèþ, øèðèíà ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé íå ïðåâîñõîäèò øèðèíó
ñîîòâåòñòâóþùåé åé ñòðàòåãèè; ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáå âåëè÷èíû ðàâíû
w. Ðàññìîòðèì σ′ � ñèñòåìó, ïîëó÷àþùóþñÿ èç σ âû÷èòàíèåì δ èç ïðàâûõ
÷àñòåé íåðàâåíñòâ (6.9). Òîãäà èìååì v′ ∈ T (σ′) è u ∈ T ε−δ(σ′). Ïðèìåíÿÿ
ëåììó 6.1 ê ñèñòåìå σ′, ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xl = (xl,1, . . . , xl,d)},
ñõîäÿùóþñÿ ê v′, ñ íà÷àëîì xq = . . . = xq+w−1 = u.

Îáîçíà÷èìXl,i = xq+l,i·2q+l. Ïî óñëîâèþ, çàäàííàÿ ñòðàòåãèÿ ñðàâíåíèé
îáåñïå÷èâàåò óäåëüíóþ ñëîæíîñòü 2(q + l + yi) âñòàâêè ïàðû â èíòåðâàë
äëèíûXl,i. Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî dl+i, ÷òî äëÿ âñòàâêèm ïàð â èíòåðâàë
äëèíû

X ′
l,i = Xl,i − 2(dl+i)h · 2m (6.18)

ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì òîé æå óäåëüíîé ñëîæíîñòè 2(q+l+yi) ñ cdl+i ≤
(dl + i) · 2(dl+i)(h+1) êîíòåéíåðàìè. (Íàïîìíèì, ÷òî ïîä èíòåðâàëîì äëèíû
X ′

l,i ïîíèìàåòñÿ èíòåðâàë äëèíû dX ′
l,ie.)

Âî-ïåðâûõ, óáåäèìñÿ, ÷òî X ′
l,i > 0. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (6.16)

Xl,i ≥ ui · 2q+l ≥ m · 2ϕ+1−r+q+l ≥ 2m · 2(h+1)(d+1)L+l−L > 2m · 2(d+1)Lh.

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî çàïàñ ïî äëèíå è ÷èñëî êîíòåéíåðîâ äîñòàòî÷íû
äëÿ âñòàâêè, çàòåì îáåñïå÷èì âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé (6.9) äëÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ x′q+l, 0 ≤ l ≤ L, ñ êîìïîíåíòàìè x′q+l,i = X ′

l,i·2−(q+l).
Ïðè 0 ≤ l ≤ w−1 (áàçà èíäóêöèè) òðåáóåìîå ãàðàíòèðóåòñÿ óñëîâèÿìè

ëåììû íà ui: äëèíû èíòåðâàëîâ íàõîäÿòñÿ â îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ îöåíîê
(6.5). Â ýòîì ñëó÷àå êîíòåéíåðû íå íóæíû. Äëÿ âñòàâêè m ïàð òðåáóåòñÿ
çàïàñ äëèíû 2m−2 ïî îòíîøåíèþ ê (6.5) ñ âîçìîæíûìè äîïîëíèòåëüíûìè
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ïîïðàâêàìè: 1 íà îêðóãëåíèå äëèíû èíòåðâàëà äî dX ′
0,ie è 1 íà îøèáêó

(6.15) ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïî îòíîøåíèþ ê (6.5). Ïîýòîìó âçÿòûé â
(6.18) çàïàñ ìèíèìóì â 2m äîñòàòî÷åí.

Ïðè l ≥ w, îòòàëêèâàÿñü îò ðàçáèåíèÿ èíòåðâàëà äëèíû Xl,i íà ïîäûí-
òåðâàëû â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðàòåãèåé, ïîñòðîèì ðàçáèåíèå èíòåðâàëà äëè-
íû X ′

l,i. Ïî ñóùåñòâó, çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàñïðåäåëèòü çàïàñ äëè-
íû 2(dl+i)h · 2m ìåæäó ïîäûíòåðâàëàìè. Áóäåì ïåðåäâèãàòüñÿ ïî äåðåâó
ñðàâíåíèé îò êîðíÿ ê ïðîèçâîëüíîìó ëèñòó. Ïóñòü â î÷åðåäíîé âåðøèíå
âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå ñ ýëåìåíòîì40 α ãëàâíîé öåïî÷êè, è (α′, α′′) � ìè-
íèìàëüíûé èíòåðâàë, âêëþ÷àþùèé α, ãðàíèöû êîòîðîãî ëèáî ÿâëÿþòñÿ
ýëåìåíòàìè ïðåäøåñòâóþùèõ ñðàâíåíèé, ëèáî ãðàíèöàìè èñõîäíîãî èíòåð-
âàëà. Òîãäà çàïàñ äëèíû èíòåðâàëà (α′, α′′) ïîäåëèì ïîðîâíó ìåæäó èíòåð-
âàëàìè (α′, α) è (α, α′′). Â èòîãå, ïîñêîëüêó äåðåâî ñðàâíåíèé èìååò ãëóáè-
íó h, ëþáîé èç ïîäûíòåðâàëîâ, îáðàçîâàííûé òî÷êàìè ñðàâíåíèé, ïîëó÷èò
çàïàñ äëèíû íå ìåíåå 2(dl+i−1)h · 2m � ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ,
äîñòàòî÷íûé çàïàñ äëÿ âñòàâêè ïàðû ñ óäåëüíîé ñëîæíîñòüþ 2(q + l′ + yj)

èëè îäèíî÷íîãî ýëåìåíòà � ñ óäåëüíîé ñëîæíîñòüþ41 q + l′ + yj + 1/2, ãäå
l′ < l èëè j < i. Ðàçóìååòñÿ, çàïàñ âûáèðàåòñÿ â ïðåäåëàõ äëèíû ïîäûí-
òåðâàëà, ÷òîáû îíà îñòàâàëàñü ïîëîæèòåëüíîé. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî òåðìè-
íàëüíûå èíòåðâàëû â àëãîðèòìå èìåþò óäåëüíóþ ñëîæíîñòü âñòàâêè ïàðû
íå ìåíåå q + l − w ≥ q, ïîýòîìó ðåêóðñèâíûé âûçîâ àëãîðèòìà (âñòàâêè
â òåðìèíàëüíûé èíòåðâàë) âîçìîæåí. Ôîðìàëüíî íå èñêëþ÷àåòñÿ ñëó÷àé,
êîãäà ñòðàòåãèÿ ïðåäïîëàãàåò âñòàâêó îäèíî÷íîãî ýëåìåíòà âî âíóòðåííèé
ïîäûíòåðâàë ñ óäåëüíîé ñëîæíîñòüþ íå ìåíåå q+ l+ yi +1/2. Â ýòîé ñèòó-
àöèè ïðîñòî âûçûâàåòñÿ àëãîðèòì âñòàâêè â èñõîäíûé èíòåðâàë ñòàðòîâîé
äëèíû X ′

l,i.
Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçáèåíèÿ èíòåðâàëà äëèíû X ′

l,i ðàçáèåíèå èíòåðâà-
ëà äëèíû dX ′

l,ie ñòðîèòñÿ ïðîñòûì îêðóãëåíèåì ðàíãîâ âñåõ âíóòðåííèõ
ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ äî áëèæàéøèõ öåëûõ ÷èñåë ñâåðõó. Ïðè ýòîì äëèíû
ëþáûõ ïîäûíòåðâàëîâ èñõîäíîãî ðàçáèåíèÿ, â òîì ÷èñëå òåðìèíàëüíûõ,

40Ïîñêîëüêó ñòðàòåãèÿ îïåðèðóåò ñ íåöåëûìè äëèíàìè èíòåðâàëîâ, ïîä ýëåìåíòîì â ýòîì àáçàöå
ïîíèìàåòñÿ óñëîâíàÿ òî÷êà ðàçáèåíèÿ èíòåðâàëà.

41Ïîä óäåëüíîé ñëîæíîñòüþ âñòàâêè îäèíî÷íîãî ýëåìåíòà ïîíèìàåòñÿ ïðèõîäÿùàÿñÿ íà íåãî óäåëü-
íàÿ ñëîæíîñòü âñòàâêè â ðàìêàõ ïàðû.
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èçìåíÿþòñÿ ìåíåå ÷åì íà 1, ò.å. ïðåâðàùàþòñÿ â îêðóãëåíèÿ äî áëèæàé-
øèõ öåëûõ ñâåðõó èëè ñíèçó. Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò îêðóãëåíèé íå ïðèâîäèò
ê èçìåíåíèþ îöåíêè óäåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà.

Îöåíèì äîñòàòî÷íîå ÷èñëî êîíòåéíåðîâ. Äåðåâî ñðàâíåíèé èìååò íå áî-
ëåå 2h ëèñòüåâ, êàæäîìó ñîîòâåòñòâóåò äî äâóõ òåðìèíàëüíûõ èíòåðâàëîâ,
âñòàâêà â êîòîðûå ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè âûïîëíÿåòñÿ àëãîðèòìà-
ìè, èñïîëüçóþùèìè íå áîëåå 2cdl+i−1 êîíòåéíåðîâ. Åùå íå áîëåå 2h+1 + 1

êîíòåéíåðîâ ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ äëÿ îáñëóæèâàíèÿ íåïîñðåäñòâåííî òåð-
ìèíàëüíûõ èíòåðâàëîâ è èñõîäíîãî èíòåðâàëà. Ïîëó÷àåì

cdl+i ≤ 2h+1
(
(dl + i− 1) · 2(dl+i−1)(h+1)

)
+ 2h+1 + 1 ≤ (dl + i) · 2(dl+i)(h+1).

Òåïåðü ïðîâåðèì âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé σ äëÿ x′l,i. Ôîðìàëüíî ïîëî-
æèì x′j,i = xj,i ïðè j > r. Îïðåäåëèì δ = 2ϕ−r+1 · m. Ïî óñëîâèþ (6.16)
èìååò ìåñòî δ < ε/2. Êðîìå òîãî, â ñèëó (6.18) è îïðåäåäåíèé ïàðàìåòðîâ
ϕ è δ âûïîëíåíî x′j,i − xj,i ∈ (−δ, 0] äëÿ âñåõ j ≥ q. Çíà÷èò, ïðè âñåõ t ≥ q

è ëþáîì k = 1, . . . , K ïîëó÷àåì
d∑

i=1

w−1∑
j=0

ai,j,k · x′t+j,i ≤
d∑

i=1

w−1∑
j=0

ai,j,k · xt+j,i + δ ·
d∑

i=1

w−1∑
j=0

|ai,j,k| ≤ (bk − δ) + δ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′l = (x′l,1, . . . , x
′
l,d)} óäîâëåòâîðÿåò

ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé σ ïðè t ≥ q. Òåì ñàìûì äîêàçàí èíäóêòèâíûé ïåðå-
õîä: çíà÷èò, âñòàâêà â èíòåðâàë äëèíû X ′

L,i äåéñòâèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ ñ
óäåëüíîé ñëîæíîñòüþ 2(r + yi) ñðàâíåíèé.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü îöåíêó (6.17). Âûáîðîì ïàðàìåòðà L îáåñïå÷åíî

cdl+i ≤ (d+ 1)L · 2(d+1)(h+1)L ≤ ϕ · 2ϕ. (6.19)

Èç ëåììû 6.1 ñëåäóåò

|x′r,i − vi| ≤ |x′r,i − xr,i|+ |xr,i − v′i|+ |v′i − vi| ≤
≤ δ + (1− (ε− δ)/R)L/w−1 ·R + (δ/ε) · |vi − ui| ≤

≤ δ + e−(ε−δ)(L/w−1)/R ·R + (δ/ε) ·R ≤

≤ δ + e−
ε

2R( ϕ
w(d+1)(h+1)−2) ·R + (δ/ε) ·R <

<
2R

ε
·m · 2ϕ−r+1 + e−

ε
2R( ϕ

w(d+1)(h+1)−2) ·R, (6.20)
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ãäå òàêæå èñïîëüçîâàëîñü èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî (1 − x)1/x ≤ e−1 ïðè x ∈
(0, 1). Òåïåðü (6.17) ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé (6.19) è (6.20) â îöåíêó (6.8),
â êîòîðîé ìîæíî ïîëîæèòü n + 2m ≤ XL,i = xr,i · 2r < 2r+2, ïîñêîëüêó èç
òåîðåòèêî-èíôîðìàöèîííûõ ñîîáðàæåíèé xr,i ≤ 2yi+1/2 < 4.

Îöåíêè â îáåèõ ëåììàõ âåñüìà ãðóáû: òî÷íîñòü ïðèíîñèòñÿ â æåðò-
âó ïðîñòîòå èëè îáùíîñòè èçëîæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâåííî ìåíüøåå
÷èñëî êîíòåéíåðîâ òðåáóåòñÿ êîíêðåòíîé ñòðàòåãèè, ê êîòîðîé áóäåò ïðè-
ìåíÿòüñÿ ëåììà 6.2.

6.5 Óíèâåðñàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ñòðîèòñÿ ñòðàòåãèÿ ñðàâíåíèé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè âûñîêîé òî÷íîñòè. Õîðîøî èçâåñòíî (è âïîëíå
î÷åâèäíî), ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè íåêî-
òîðîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà æåëàòåëüíî, ÷òîáû ïðè êàæ-
äîì ñðàâíåíèè ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ äîóïîðÿäî÷èâàíèé ðàçáèâàëîñü íà
äâå ïðèìåðíî ðàâíûå ÷àñòè, â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòà ñðàâíåíèÿ. Òàêîé
õîä ìûñëè âåäåò ê ãðàäèåíòíîìó ìåòîäó: ñíà÷àëà âûïîëíÿåì íåêîòîðîå
÷èñëî ñðàâíåíèé, ðóêîâîäñòâóÿñü äåëåíèåì ìíîæåñòâà èñõîäîâ êàê ìîæ-
íî òî÷íåå ïîïîëàì; çàòåì ïîëó÷åííûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê îáðàáàòûâàåì
êàêèì-òî ïðîñòûì ñïîñîáîì.

Òåîðåòèêî-èíôîðìàöèîííàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè âñòàâêè ïàðû â
èíòåðâàë äëèíû n − 1 ñîñòàâëÿåò log(n(n − 1)/2) < 2(log n − 1/2). Ïðåä-
ñòàâèì èäåàëüíûé ñëó÷àé, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ñ óäåëüíîé ñëîæíîñòüþ 2a

ïàðó ìîæíî âñòàâèòü â èíòåðâàë äëèíû Y (a) = (1− λ) · 2a+1/2 ïðè ëþáîì
äîñòàòî÷íî áîëüøîì a, ãäå λ ≥ 0 � íå çàâèñÿùèé îò a ïàðàìåòð, êîòîðûé
áóäåò îïðåäåëåí ïîçäíåå.

Ðàññìîòðèì îäíó èç ãðàäèåíòíûõ ñòðàòåãèé äëÿ àëãîðèòìà âñòàâêè ïà-
ðû β0 < β1 â èíòåðâàë äëèíû Y (a). Ñòðàòåãèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðàìåò-
ðîì s ∈ N. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ñòðàòåãèè äëèíû èíòåð-
âàëîâ ñ÷èòàþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè: íåîáõîäèìîñòü îêðóãëåíèÿ äî
öåëûõ ó÷èòûâàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò ñòðàòåãèè ê àëãîðèòìó ëåììîé 6.2.

Ñíà÷àëà îòäåëüíî ðàññìîòðèì çàäà÷ó âûáîðà î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà äëÿ
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ñðàâíåíèÿ. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ñåðèè ñðàâíåíèé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê òàêîâ,
÷òî ýëåìåíò β1 ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó I1, à β0 ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó
I0∪I1, ãäå I0∩I1 = ∅ è |I0| = b·|I1|. Òîãäà íàèëó÷øèé âûáîð äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ
β0 � ýòî ýëåìåíò42 α, èìåþùèé ðàíã (b/2+1/4) · |I1|, ñ÷èòàÿ îò ëåâîãî êðàÿ
èíòåðâàëà I0. (Åñëè b > 1/2, òî α ∈ I0.) À íàèëó÷øèé âûáîð äëÿ ñðàâíåíèÿ
ñ β1 � ýòî ýëåìåíò α′ ðàíãà

√
b2 + b+ 1/2 · |I1|, ñì. ðèñ. 21. Âîîáùå, åñëè

áû ìû õîòåëè ðàçáèòü ìíîæåñòâî èñõîäîâ â îòíîøåíèè x : (1 − x), òî
äëÿ ñðàâíåíèÿ c β0 è β1 íóæíî áûëî áû âûáðàòü ñîîòâåòñòâåííî ýëåìåíòû
ðàíãà x(b+ 1/2) · |I1| èëè ðàíãà

√
b2 + x(2b+ 1) · |I1|.

q qq q qα α′

q qβ0 β1
�
�
�
�

�
�
�
�

B
B
B
BN

( )( )I0 I1
-�

-� -� -�

√
b2+b+1/2

b
2+ 1

4
b
2−

1
4 1

Ðèñ. 21: Îïòèìàëüíûå âàðèàíòû äëÿ î÷åðåäíîãî ñðàâíåíèÿ

Èñõîäíîå ðàçáèåíèå. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî ïåðâîå
ñðàâíåíèå èìååò âèä β1?α1, òîãäà â êà÷åñòâå α1 ñëåäóåò âçÿòü ýëåìåíò ðàíãà
Y (a − 1/2) = (1 − λ) · 2a. Åñëè β1 < α1, òî âûçûâàåòñÿ àëãîðèòì âñòàâêè
ïàðû â èíòåðâàë (−∞, α1) äëèíû Y (a−1/2). Èíà÷å, âûïîëíÿåì ñðàâíåíèå
β0?α2, ãäå α2 � ýëåìåíò îïòèìàëüíîãî ðàíãà (1−λ) ·

√
2+1
4 · 2a. Ïðè÷èíà, ïî

êîòîðîé âòîðîå ñðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ ñ ýëåìåíòîì β0, áóäåò ðàçúÿñíåíà
÷óòü ïîçæå.

Åñëè β0 < α2, òî ýëåìåíò β0 âñòàâëÿåòñÿ â èíòåðâàë (−∞, α2) ñ óäåëü-
íîé ñëîæíîñòüþ a− 2 + log(

√
2 + 1), à ýëåìåíò β1 âñòàâëÿåòñÿ â èíòåðâàë

(α1,+∞) äëèíû (1−λ)(
√

2−1) ·2a ñ óäåëüíîé ñëîæíîñòüþ a+log(
√

2−1).
Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå âñòàâêà ïàðû âûïîëíÿåòñÿ çà 2a óäåëüíûõ
ñðàâíåíèé.

Åñëè æå β0 > α2, òî β1 ∈ I1 è β0 ∈ I0 ∪ I1, ãäå I1 = (α1,+∞) è
I0 = (α2, α1). Ïóñòü b = |I0|/|I1| = 2

√
2+1
4 . Ïðè ïîìîùè s ñðàâíåíèé, ðàç-

áèâàÿ êàæäûé ðàç ìíîæåñòâî èñõîäîâ ïîïîëàì, ìû ëîêàëèçóåì β1 â îäíîì
42Çäåñü è íèæå ïîä ýëåìåíòîì îáû÷íî ïîíèìàåòñÿ òî÷êà ðàçáèåíèÿ èíòåðâàëà.
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èç 2s ïîäûíòåðâàëîâ èíòåðâàëà I1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûìè âûøå
ôîðìóëàìè ãðàíèöàìè ýòèõ ïîäûíòåðâàëîâ ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû α′k ðàíãà
bk · |I1|, bk =

√
b2 + k(2b+ 1) · 2−s, k = 0, . . . , 2s − 1, è óñëîâíàÿ òî÷êà

α′2s = +∞. Îáîçíà÷èì ïîäûíòåðâàë (α′k−1, α
′
k) ÷åðåç Jk. Îáùàÿ ñõåìà ðàç-

áèåíèÿ ïîêàçàíà íà ðèñ. 22.

q qp p p
α1 α′1 α′k−1α

′
k α′2s−1

. . . . . .J1 Jk J2s

Hk,1
. . .

( )( )I0 I1

Hk,s+1

α2 α′′k,1 α′′k,s α
′′
k,s+1

−∞ +∞

Ðèñ. 22: Óíèâåðñàëüíîå ðàçáèåíèå íà èíòåðâàëû

Ïóñòü ýëåìåíò β1 îïðåäåëåí â èíòåðâàë Jk. Ñëåäóþùèé ýòàï � âñòàâêà
ýëåìåíòà β0. Ïî î÷åðåäè ñðàâíèâàåì åãî ñ ýëåìåíòàìè α′′k,1, . . . , α

′′
k,s+1, îïðå-

äåëÿåìûìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì α′′k,0 = α2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hk,j

èíòåðâàë (α′′k,j−1, α
′′
k,j). Äëèíà èíòåðâàëà Hk,j âûáèðàåòñÿ ðàâíîé

|Hk,j| = (1− λ) · 22a−s−2−j−log(|Jk|/(1−λ)). (6.21)

Åñëè β0 > α′′k,1, òî âûïîëíÿåì ñðàâíåíèå β0?α
′′
k,2; åñëè β0 > α′′k,2, òî

ñðàâíèâàåì β0 ñ α′′k,3 è ò.ä. Êàê òîëüêî β0 < α′′k,j ýëåìåíòû β0 è β1 âñòàâëÿ-
þòñÿ íåçàâèñèìî â èíòåðâàëû Hk,j è Jk ñ ñóììàðíîé óäåëüíîé ñëîæíîñòüþ
2a − s − 2 − j. Â òàêîì ñëó÷àå îáùàÿ óäåëüíàÿ ñëîæíîñòü âñòàâêè ïàðû
ñîñòàâèò 2a.

Íàêîíåö, åñëè β0 > α′′k,s+1, òî îáà ýëåìåíòà β0, β1 ïðèíàäëåæàò èíòåðâà-
ëó (α′′k,s+1, α

′
k). Õîòåëîñü áû âñòàâèòü ïàðó â ýòîò èíòåðâàë öåíîé 2a−2s−3

ñðàâíåíèé. Ýòî áûëî áû âîçìîæíî â ñëó÷àå, êîãäà, ñêàæåì, α′′k,s+1 = αk−1.
Íî ðàâåíñòâî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ, è èíòåðâàë îêàçûâàåòñÿ
äëèííåå òðåáóåìîãî. Îöåíèì ïðåâûøåíèå äëèíû. Èíòåðâàë Jk èìååò äëèíó

|Jk| = (bk−bk−1)·|I1| =
2b+ 1

2s(bk + bk−1)
·|I1| = (1−λ)·

√
2 + 1

2s+1(bk + bk−1)
·2a. (6.22)

Òîãäà èç (6.21) ñëåäóåò, ÷òî

|Hk,j| = (1− λ) · 2a−1−j−log(
√

2+1)+log(bk+bk−1) =
bk + bk−1

2j+1 · |I1|. (6.23)
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Çíà÷èò, ñóììà äëèí èíòåðâàëîâ Hk,j ïðè ôèêñèðîâàííîì k ðàâíà

s+1∑
j=1

|Hk,j| = (1− 2−s−1) · bk + bk−1

2
· |I1|. (6.24)

Ïîëó÷àåì

|(α′′k,s+1, α
′
k)| = bk · |I1| −

s+1∑
j=1

|Hk,j| =
(
bk − (1− 2−s−1)(bk + bk−1)/2

)
|I1| =

=

(
bk − bk−1

2
+
bk + bk−1

2s+2

)
|I1| <

(
2b+ 1

2s+1 · 2b
+
b+ 1

2s+1

)
|I1| <

7

2s+2 · |I1|.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|(α′′k,s+1, α
′
k)| − Y (a− s− 3/2) <

7

2s+2 · |I1| − (1− λ) · 2a−s−1 =

=
7− 2(

√
2 + 1)

2s+2 · |I1| <
ln 2

2s
· |I1|. (6.25)

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ïîíàäîáèòñÿ ÷óòü ïîçæå. Òåïåðü ìû ìîäèôèöèðóåì
îïèñàííóþ âûøå ñòðàòåãèþ ñðàâíåíèé, ïîçâîëèâ íåêîòîðîå îòñòóïëåíèå îò
èäåàëà, ò.å. äåëåíèÿ ìíîæåñòâà èñõîäîâ ðîâíî ïîïîëàì. À èìåííî, ìû èçìå-
íèì ðàñïðåäåëåíèå äëèí ïîäûíòåðâàëîâ Jk âíóòðè èíòåðâàëà I1, óìåíüøèâ
(îöåíî÷íóþ) ñëîæíîñòü âñòàâêè ýëåìåíòîâ â êàæäûé èç íèõ, òåì ñàìûì
óâåëè÷èâ äîïóñòèìóþ ñëîæíîñòü âñòàâêè â èíòåðâàëû Hk,j è óäëèíèâ èõ.
Äëÿ ýòîãî ó íàñ èìååòñÿ ðåçåðâ � èñïîëüçîâàòü äëÿ ñëîæíîñòè âñòàâêè
ýëåìåíòà ïðîñòóþ îöåíêó Q(a) âìåñòî Y (a − 1/2), êîòîðàÿ ëó÷øå, êîãäà
çíà÷åíèå a áëèçêî ñíèçó ê öåëîìó ÷èñëó43. Äëèíà èíòåðâàëà I1 íå áóäåò
èçìåíåíà.

Çàìåòèì, ÷òî äëèíû èíòåðâàëîâ Jk ñ ðîñòîì k èçìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ
îò 2b+1

2b · 2−s · |I1| äî 2b+1
2b+2 · 2−s · |I1|, ñì. (6.22). Â ñèëó b < 1 âûïîëíåíî[2

3 ,
4
3

]
⊂
[
1− 1

2b+1 , 1 + 1
2b+1

]
, ïîýòîìó ïðè ëþáîì (äîñòàòî÷íî áîëüøîì) a

÷àñòü èíòåðâàëîâ Jk èìååò äëèíó, áëèçêóþ ê ñòåïåíè äâîéêè. Âûïîëíåííîå
âòîðûì ñðàâíåíèå β0?α2 ïðåñëåäîâàëî èìåííî öåëü óìåíüøåíèÿ ïîêàçàòåëÿ
b äî âåëè÷èíû ìåíüøå 1.

43Åäâà ëè ìîæíî ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì âñòàâêè, íå ïðèáåãàÿ ê îöåíêàì òèïà Q(a), ÷òî
âèäíî íà ïðèìåðàõ àëãîðèòìîâ [134, 141] è ïðîñòîãî àëãîðèòìà èç �6.3.
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Êîððåêöèÿ ðàçáèåíèÿ. Íà ýòîì øàãå ìû âíîñèì ïîïðàâêè â äëèíû
èíòåðâàëîâ Jk è Hk,j, êîððåêòèðóÿ ñòðàòåãèþ, è îäíîâðåìåííî äèñêðåòèçè-
ðóåì çàäà÷ó (íîâûå èíòåðâàëû áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ êàê J∗k è H∗

k,j). Ââåäåì
ïàðàìåòð äèñêðåòèçàöèè d ∈ 2N è ïîëîæèì yi = i/d, i = 0, . . . , d − 1.
Ïî-ïðåæíåìó ìû èùåì îöåíêó äëèíû èíòåðâàëà, äîñòàòî÷íîé äëÿ âñòàâêè
ïàðû ñ óäåëüíîé ñëîæíîñòüþ 2(r+ yi), â âèäå Y (r+ yi) = (1−λ) · 2r+yi+1/2.

Çàäàâøèñü íåêîòîðûì a = r + yi, r ∈ N, îïèøåì ìîäèôèêàöèþ èñ-
õîäíîãî ðàçáèåíèÿ. ×åòíîñòü ïàðàìåòðà d ïîçâîëÿåò âûáðàòü ýëåìåíò α1

äëÿ ïåðâîãî ñðàâíåíèÿ òàê æå, êàê è â èäåàëüíîé ñõåìå. Íî ñëîæíîñòü
âñòàâêè ýëåìåíòà â èíòåðâàë I1 = (α1,+∞) òåïåðü ïðèõîäèòñÿ îöåíèòü
êàê a+dd · log(

√
2−1)e/d < a+log(

√
2−1)+1/d. Êàê ñëåäñòâèå, âìåñòî α2

ïðèõîäèòñÿ âûáèðàòü ýëåìåíò α∗2 ðàíãà íå âûøå (1− λ) · 2a−2−dd·log(
√

2−1)e/d.
Ðóêîâîäñòâóÿñü ñîîáðàæåíèåì ïîñëåäóþùåãî ïðèìåíåíèÿ ëåììû 6.2, ñî-
çäàäèì äîïîëíèòåëüíûé çàïàñ ñëîæíîñòè 1/d íà âòîðîì ñðàâíåíèè è âû-
áåðåì â êà÷åñòâå α∗2 ýëåìåíò ÷óòü ìåíüøåãî ðàíãà

(1− λ) · 2a−2−dd·log(
√

2−1)e/d−1/d > (1− λ) ·
√

2 + 1

4
· 2a−2/d. (6.26)

Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ex ≥ 1 + x, ïîëó÷àåì

|I∗0 | = |(α∗2, α1)| ≤ (1− λ) · 2a

(
1−

√
2 + 1

4
· 2−2/d

)
≤

≤ (1− λ) · 2a

(
3−

√
2

4
+

√
2 + 1

2d
· ln 2

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

0 ≤ |I∗0 | − |I0| ≤
(3 + 2

√
2)

2d
· ln 2 · |I1|. (6.27)

Ïðè d äîñòàòî÷íî áîëüøîì, |I∗0 | < |I1|.
Âûïîëíèì ïåðåðàñïðåäåëåíèå èíòåðâàëîâ Jk âíóòðè I1. Ââåäåì ïàðà-

ìåòð µ > 0. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû óäåëüíàÿ ñëîæíîñòü âñòàâêè ýëåìåíòà â J∗k
áûëà ìåíüøå ñëîæíîñòè âñòàâêè â Jk â èäåàëüíîé ñòðàòåãèè õîòÿ áû íà(
2− k

2s

)
µ ñðàâíåíèé, k = 1, . . . , 2s. Íàïîìíèì, ÷òî â èäåàëüíîé ñòðàòåãèè
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ñëîæíîñòü îöåíèâàåòñÿ êàê log(|Jk|/(1 − λ)). Ïðèáåãàòü ê íåðàâíîìåðíî-
ñòè ñóæåíèÿ âûíóæäàåò ýôôåêò ñìåùåíèÿ ïðàâûõ ãðàíèö èíòåðâàëîâ Jk.
Ïðè ðàâíîìåðíîì ñóæåíèè â 1 + µ ðàç ââèäó |I0| < |I1| êîìïåíñàöèÿ ýòîãî
ñìåùåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, áûëà áû çàòðóäíåíà ïðè ìàëûõ k: ñóììà äëèí
èíòåðâàëîâ Hk,j âûðîñëà áû ïðèìåðíî íà µ · |I0|, òîãäà êàê òî÷êà α′k+1 (ïðà-
âàÿ ãðàíèöà èíòåðâàëà Jk) ìîãëà áû ñìåñòèòüñÿ âïðàâî ïðèáëèçèòåëüíî íà
µ·|I1|. Ïîýòîìó äëÿ èíòåðâàëîâ ñ áîëüøèìè íîìåðàìè âûáèðàåòñÿ ìåíüøèé
êîýôôèöèåíò ñóæåíèÿ.

Ñóæåíèå. Ìû ñîáèðàåìñÿ ñóçèòü ïî÷òè âñå èíòåðâàëû Jk, íî ýòî ñóæå-
íèå áóäåò êîìïåíñèðîâàíî ðàñøèðåíèåì íåáîëüøîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ,
äëèíû êîòîðûõ áëèçêè ê ñòåïåíÿì äâîéêè, ñ îïîðîé íà ïðîñòóþ îöåí-
êó (6.4). Ñíà÷àëà îöåíèì ñâåðõó âåëè÷èíó θp îáùåãî ñóæåíèÿ èíòåðâàëîâ
ñ íîìåðàìè îò p äî 2s. Ïåðåä ýòèì çàìåòèì, ÷òî äëÿ âåëè÷èíû bk âûïîë-
íÿþòñÿ ïðîñòûå ñîîòíîøåíèÿ (ïðîâåðÿþòñÿ âîçâåäåíèåì â êâàäðàò)

b+
k

2s
· b ≤ bk ≤ b+

k

2s
· 2b+ 1

2b2
. (6.28)

Ñ ó÷åòîì äèñêðåòèçàöèè, äëèíó ñóæåííîãî èíòåðâàëà J∗k ìîæíî âûáðàòü â
ïðåäåëàõ

2−(2− k
2s )µ− 1

d · |Jk| ≤ |J∗k | ≤ 2−(2− k
2s )µ · |Jk|. (6.29)

Èñõîäÿ èç ïåññèìèñòè÷åñêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî âñå èíòåðâàëû ñóæàþò-
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ñÿ, ñíîâà èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ex ≥ 1+x, à òàêæå (6.22) è (6.28), ïîëó÷àåì

θp ≤
2s∑

k=p

(|Jk| − |J∗k |) ≤
2s∑

k=p

|Jk|
(
1− 2−(2− k

2s )µ− 1
d

)
≤

≤
2s∑

k=p

|Jk|
((

2− k2−s
)
µ+ 1/d

)
ln 2 =

=

(
2µ+

1

d

)
(b+ 1− bp−1) ln 2 · |I1| − µ2−s ln 2 ·

2s∑
k=p

k|Jk| =

=

(
2µ+

1

d

)
(b+ 1− bp−1) ln 2 · |I1| − µ2−2s(2b+ 1) ln 2 ·

2s∑
k=p

k

bk + bk−1
|I1| ≤

≤
(

2µ

(
1− p− 1

2s
· b
)
− µ2−2s · 2b+ 1

2(b+ 1)
· 22s − p2

2
+

1

d

)
ln 2 · |I1| =

=

((
2− 2b · p− 1

2s
− 2b+ 1

4(b+ 1)
·
(

1− p2

22s

))
µ+

1

d

)
ln 2 · |I1|.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñóììàðíîãî ñóæåíèÿ âñåõ èíòåðâàëîâ Jk èìååì îöåíêó

θ1 ≤ (2µ+ 1/d) ln 2 · |I1|, (6.30)

à ïðè p ≥ 2 � îöåíêó

θp ≤
((

2− 2b+ 1

4(b+ 1)

)
µ+

1

d

)
ln 2 · |I1|, (6.31)

ïîñêîëüêó p2/2s ≤ p ≤ 2(p− 1) è 2b+1
4(b+1) < b = 2

√
2+1
4 .

Ðàñøèðåíèå. Òåïåðü îöåíèì ñíèçó âåëè÷èíó âîçìîæíîé êîìïåíñàöèè.
Åñëè

(1− λ) · 2l+2µ ≤ |Jk| < 2l, l ∈ N,

òî ñëîæíîñòü âñòàâêè ýëåìåíòà ïàðû â èíòåðâàë Jk â èäåàëüíîé ñòðàòåãèè
ïîêà îöåíèâàëàñü êàê ìèíèìóì â l + 2µ. Òåì íå ìåíåå, äëèíó èíòåðâàëà
ìîæíî óâåëè÷èòü äî 2l, ïðè ýòîì óìåíüøèâ îöåíêó ñëîæíîñòè ïî ìåíüøåé
ìåðå íà 2µ, ÷òî è òðåáóåòñÿ.

Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî åñëè λ è µ íå ñëèøêîì âåëèêè, òî ïðè íåêîòîðîì
l ∈ N ñïðàâåäëèâî

|J2s| ≤ (1− λ) · 2l+2µ < 2l ≤ |J1|. (6.32)
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Ïðè µ � λ äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ |J1|/|J2s| ≥ 2
1−λ .

Èñïîëüçóÿ (6.22) è (6.28), âûâîäèì

|J1|
|J2s|

=
b2s + b2s−1

b1 + b0
≥

2b+ 2− b
2s

2b+ 2b+1
2b2·2s

≥

≥ b+ 1

b

(
1− b

2(b+ 1) · 2s

)(
1− 2b+ 1

4b3 · 2s

)
>
b+ 1

b

(
1− 21−s

)
,

ãäå òàêæå èñïîëüçîâàëèñü ïðîñòûå íåðàâåíñòâà 1
1+x ≥ 1−x è (1−x)(1−y) ≥

1 − x − y, ñïðàâåäëèâûå ïðè x, y ≥ 0. Ïîäñòàíîâêîé ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé
ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ïðåâîñõîäèò 2

1−λ , ñêàæåì, ïðè
ëþáûõ s ≥ 10 è λ ≤ 1/50.

Èòàê, íåêîòîðûé îòðåçîê g =
[
(1− λ) · 2l+2µ, 2l

]
ëåæèò âíóòðè îòðåçêà

[|J2s|, |J1|]. Îöåíèì âîçìîæíîå óâåëè÷åíèå äëèíû òîëüêî äëÿ òåõ èíòåðâà-
ëîâ Jk, äëèíû êîòîðûõ îêàçàëèñü â g. Íàïîìíèì, ÷òî äëèíû èíòåðâàëîâ
ìîíîòîííî óáûâàþò ñ ðîñòîì k, ñì. (6.22). Äëèíó îòðåçêà g îöåíèì ñíèçó
ïðè ïîìîùè (6.22) è ñïðàâåäëèâîãî ïðè 0 ≤ x ≤ 1 íåðàâåíñòâà 2x ≤ 1 + x

êàê(
1− (1− λ)22µ

)
· 2l ≥ (1− (1− λ)(1 + 2µ)) · |J2s| ≥

≥ L = (λ− 2µ)
2b+ 1

2(b+ 1) · 2s
· |I1|. (6.33)

Òåïåðü îöåíèì ñâåðõó ðàçíîñòü äëèí ñîñåäíèõ èíòåðâàëîâ:

2s

(2b+ 1) · |I1|
· (|Jk| − |Jk+1|) =

1

bk + bk−1
− 1

bk+1 + bk
≤

≤ bk+1 − bk−1

4b2
=

2(2b+ 1)

4b2(bk+1 + bk−1) · 2s
≤ 2b+ 1

4b3 · 2s
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì k

|Jk| − |Jk+1| ≤ ∆ =
(2b+ 1)2

4b3 · 22s
· |I1|. (6.34)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî òî÷åê äåëèò îòðåçîê äëèíû L íà
ïîäîòðåçêè ñ äëèíàìè íå áîëåå ∆, òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò ýòèõ òî÷åê äî
ãðàíèöû îòðåçêà íå ìåíüøå L(L−∆)

2∆ . Ïîäñòàâëÿÿ â ýòó ôîðìóëó çíà÷åíèÿ L
è ∆, ïðèõîäèì ê îöåíêå
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L(L−∆)

2∆
≥
(

(λ− 2µ)2 · b3

2(b+ 1)2 − (λ− 2µ) · 2b+ 1

4(b+ 1) · 2s

)
|I1| =

= (λ− 2µ)

(
λ− 2µ− (2b+ 1)(b+ 1)

2b3 · 2s

)
b3

2(b+ 1)2 · |I1| >

> (λ− 2µ)
(
λ− 2µ− 22−s

) b3

2(b+ 1)2 · |I1|.

Òàê ìû îöåíèëè ñíèçó ìàêñèìóì ñóììàðíîãî âîçìîæíîãî ðàñøèðåíèÿ èí-
òåðâàëîâ Jk ñ äëèíàìè èç îòðåçêà g (äî äëèíû 2l).

Êîìïåíñàöèÿ ñóæåíèÿ îñòàëüíûõ èíòåðâàëîâ Jk îñóùåñòâèìà ïðè
L(L−∆)

2∆ ≥ θ1. Èñïîëüçóÿ (6.30), äîñòàòî÷íîå äëÿ ýòîãî óñëîâèå ìîæíî òå-
ïåðü çàïèñàòü êàê

(λ− 2µ)
(
λ− 2µ− 22−s

) b3

2(b+ 1)2 ≥
(

2 +
1

d

)
ln 2 · µ. (6.35)

Ïîêà îãðàíè÷èìñÿ òðèâèàëüíûì çàìå÷àíèåì: ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì s

ìîæíî çàäàòü ïàðàìåòðû â âèäå44 d � 2s, λ � 2−s/2, µ � 2−s òàê, ÷òî (6.35)
áóäåò óäîâëåòâîðåíî.

Ñâåäåíèå. Ïðèøëî âðåìÿ ïðîâåðèòü, ïîçâîëÿþò ëè ïðåäïðèíÿòûå ìåðû
êîìïåíñèðîâàòü äåôèöèò äëèíû èíòåðâàëîâ Hk,j, îòðàæåííûé â ñîîòíîøå-
íèè (6.25). Îáðàòèì âíèìàíèå íà èçìåíåíèå óñëîâèé, â êîòîðûõ âûïîëíÿ-
ëàñü îöåíêà (6.25). Äëÿ âåëè÷èíû Y (a − s − 3/2) èñïîëüçóåòñÿ ïðåæíÿÿ
îöåíêà, íî ïðè ýòîì ïðîèçîøëî óäëèíåíèå èíòåðâàëà I0, ñì. (6.27), à ïðà-
âàÿ ãðàíèöà èíòåðâàëà Jk ìîãëà ñìåñòèòüñÿ ïðàâåå íà âåëè÷èíó, îöåíåííóþ
ñâåðõó êàê θk+1, ñì. (6.31).

Òàêèì îáðàçîì, ìû òðåáóåì, ÷òîáû ïðè ëþáîì k ïðèðîñò ñóììàðíîé
äëèíû èíòåðâàëîâ Hk,j ñîñòàâèë íå ìåíåå

|I∗0 | − |I0|+ θk+1 +
ln 2

2s
· |I1|+ δ · |I1|, (6.36)

ãäå δ · |I1| � äîïîëíèòåëüíûé çàïàñ, êîòîðûé ïîòðåáóåòñÿ ïîçæå äëÿ ïðè-
ìåíåíèÿ ëåììû 6.2.

44Ñèìâîë � îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ïîðÿäêîâ ðîñòà.

254



Ïî ïîñòðîåíèþ, |H∗
k,j| ≥ |Hk,j| ·2(2− k

2s )µ− 1
d ñ ó÷åòîì ïîïðàâêè íà äèñêðå-

òèçàöèþ. Ïîýòîìó, ïîäñòàâëÿÿ (6.24) è èñïîëüçóÿ (6.28), ïîëó÷àåì

s+1∑
j=1

(|H∗
k,j| − |Hk,j|) ≥

(
2(2− k

2s )µ− 1
d − 1

)
·

s+1∑
j=1

|Hk,j| ≥

≥
((

2− k

2s

)
µ− 1

d

)
ln 2 ·

(
1− 1

2s+1

)
· bk + bk−1

2
· |I1| ≥

≥
(

2− k

2s

)(
1− 1

2s+1

)(
1 +

k − 1
2

2s

)
µb · ln 2 · |I1| −

b+ 1

d
· ln 2 · |I1| ≥

≥
(

2 +
k − 2

2s
− k2

22s

)
µb · ln 2 · |I1| −

b+ 1

d
· ln 2 · |I1| ≥

≥
((

2− 21−s
)
µb− b+ 1

d

)
· ln 2 · |I1|.

Èñïîëüçóÿ ýòó îöåíêó, à òàêæå (6.27) è (6.31), äîñòàòî÷íîå äëÿ âûïîëíåíèÿ
(6.36) óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü êàê

(
2− 21−s

)
µb− b+ 1

d
≥ (3 + 2

√
2)

2d
+

(
2− 2b+ 1

4(b+ 1)

)
µ+

1

d
+

1

2s
+ δ · log e.

(6.37)
Ïîëîæèì d = 2s è δ = 2−s. Òîãäà, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü (6.37), ìîæíî

âûáðàòü µ = 30 · 2−s (ïðèíèìàåì, ÷òî s ≥ 10). Óñëîâèå (6.35) ïðè ýòîì
áóäåò âûïîëíåíî, íàïðèìåð, åñëè λ = 20 · 2−s/2 + 64 · 2−s. Îáåñïå÷èâàþùåå
(6.32) ÷àñòíîå óñëîâèå λ ≤ 1/50 âûïîëíåíî ïðè ëþáîì s ≥ 20.

Îïèñàíèå ñòðàòåãèè. Ôèêñèðóÿ âûáðàííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
d, δ, µ, λ, ïîëó÷àåì ñòðàòåãèþ âñòàâêè ñ ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé, êîòîðóþ
îáîçíà÷èì ÷åðåç σ[s]. Ñòðàòåãèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýëåìåíòû ãëàâíîé
öåïî÷êè, ó÷àñòâóþùèå â ñðàâíåíèÿõ, ðàçáèâàþò öåïî÷êó íà èíòåðâàëû,
âñòàâêà â êîòîðûå âûïîëíÿåòñÿ ñ òàêîé ñëîæíîñòüþ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â
âûøåïðèâåäåííîì ðàñ÷åòå. Îïèøåì ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé ñòðàòåãèè.

Ïóñòü p(a) ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé äëèíû èíòåðâàëà ñ óäåëüíîé ñëîæíîñòüþ
âñòàâêè ïàðû 2a ñðàâíåíèé, à pc(J) � îöåíêîé äëèíû èíòåðâàëà ñ óäåëüíîé
ñëîæíîñòüþ âñòàâêè ýëåìåíòà íà c âûøå, ÷òî è â íåêîòîðûé èíòåðâàë J èç
ïîñòðîåííîãî âûøå ðàçáèåíèÿ. Äëÿ âñòàâêè â íåêîòîðûå èíòåðâàëû J ìû
âûáèðàåì îöåíêè òèïà Q(a), à äëÿ îñòàëüíûõ âñòàâîê � îöåíêè òèïà p(a)
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ïðè ïîäõîäÿùèõ a.
Ïåðâîå ñðàâíåíèå, â ñèëó âûáîðà ýëåìåíòà α1, íå ïîðîæäàåò îãðàíè÷å-

íèé. Äëÿ âòîðîãî ñðàâíåíèÿ ââîäèòñÿ íåðàâåíñòâî

p(a) ≤ p(a− 1/2) + p1/d(I1). (6.38)

Çäåñü ìû èñïîëüçóåì çàïàñ ñëîæíîñòè, îáåñïå÷åííûé âûáîðîì ýëåìåíòà
α∗2, ñì. (6.26), è ìîæåì ïîçâîëèòü âñòàâêó â èíòåðâàë I1 ñ ÷óòü áîëüøåé
óäåëüíîé ñëîæíîñòüþ. Ýòî ïîíàäîáèòñÿ òîëüêî äëÿ ôîðìàëüíîãî óäîâëå-
òâîðåíèÿ óñëîâèÿì ïðèìåíåíèÿ ëåììû 6.2.

Ñëåäóþùèå s ñðàâíåíèé, ëîêàëèçóþùèå β1 â îäíîì èç èíòåðâàëîâ J∗k ,
îòíîñÿòñÿ ê âíóòðåííèì âåðøèíàì äåðåâà ñðàâíåíèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñ-
ïå÷èòü â äàëüíåéøåì âñòàâêó ýëåìåíòà β1 â ëþáîé èç ýòèõ èíòåðâàëîâ ñ
çàäàííîé ñëîæíîñòüþ, ââîäèòñÿ îãðàíè÷åíèå

p(a) ≤ p(a− 1/2) +
2s∑

k=1

p0(J
∗
k). (6.39)

Îãðàíè÷åíèå âñåãî îäíî, òàê êàê äëèíû èíòåðâàëîâ J∗k , k > 1, ìû ìîæåì
çàäàòü ñâîáîäíî, âûáèðàÿ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ïîãðàíè÷íûå ýëåìåíòû α′∗k ,
òîãäà òîëüêî äëèíà èíòåðâàëà J∗1 áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ äëèíîé îñòàëüíûõ
èíòåðâàëîâ.

Äëèíû èíòåðâàëîâ H∗
k,j òîæå óñòàíàâëèâàþòñÿ ñâîáîäíî (âûáîðîì ýëå-

ìåíòîâ äëÿ ñðàâíåíèé), è ëèøü âñòàâêè ïîñëå 2s+3 ñðàâíåíèé ïîðîæäàþò
îãðàíè÷åíèÿ âèäà

p(a) ≤ p0(I−1) +
s+1∑
j=1

p0(H
∗
k,j) + p(a− s− 3/2) +

2s∑
i=k+1

p0(J
∗
i ), (6.40)

ãäå I−1 = (−∞, α∗2).
Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé σ[s] ñêëàäûâàåòñÿ èç (6.38), (6.39)

è (6.40) ïðè âñåâîçìîæíûõ a = r + i/d. Äëÿ ïåðåõîäà ê ôîðìå çàïèñè èç
îïðåäåëåíèÿ ñòðàòåãèè ñëåäóåò â óêàçàííûõ íåðàâåíñòâàõ çàìåíèòü âûðà-
æåíèÿ p(x) è pc(J) âåëè÷èíàìè pr,i èëè ÷èñëîâûìè çíà÷åíèÿìè â ñëó÷àÿõ,
êîãäà ïðèìåíÿåòñÿ îöåíêà Q(a).
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Ãëóáèíà ñòðàòåãèè ñ ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé σ[s] ðàâíà 2s+3. Ïðîâåðèì,
÷òî øèðèíà (ñòðàòåãèè è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìû σ[s]) íå ïðåâîñõîäèò s+4.
Äåéñòâèòåëüíî,

|I1|
p(a)

=
√

2− 1 >
1

22 ,
|I−1|
p(a)

≥
√

2 + 1

4 · 22/d
>

1

2

ñîãëàñíî (6.26) (íàïîìíèì, ÷òî p(a) = Y (a)). Äàëåå, â ñèëó (6.29) è (6.22)

|J∗k |
p(a)

≥ |Jk|
p(a) · 22µ+1/d

≥
√

2 + 1

(b+ 1) · 2s+2+2µ+1/d
>

1

2s+2 .

Íàêîíåö, èç (6.23) ñëåäóåò

|H∗
k,s+1|
p(a)

≥ |Hk,s+1|
p(a)

≥ b

2s+1 ·
|I1|
p(a)

>
1

2s+3 .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè p(a) = pr′,i′, òî ïðè ïåðåçàïèñè (6.38)�(6.40) â òåðìè-
íàõ âåëè÷èí pr,i, ñðåäè ýòèõ âåëè÷èí áóäóò âñòðå÷àòüñÿ òîëüêî òàêèå, äëÿ
êîòîðûõ r ≥ r′ − s− 3.

Ëåììà 6.3. Ïóñòü s ≥ 20, d = 2s, µ = 30 · 2−s, λ = 20 · 2−s/2 + 64 · 2−s è

ε = 1
25·2s . Ïóñòü òàêæå yi = i/d è vi = (1− λ) · 2yi+1/2. Òîãäà

(i) v = (v0, . . . , vd−1) ∈ T (σ[s]);

(ii) u = v/2 ∈ T ε(σ[s]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü ëåììû óæå äîêàçàíà, òàê êàê ñàìà ñòðà-
òåãèÿ ïîäîãíàíà ïîä çàäàííîå ðåøåíèå. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (ii).

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå (6.9) ìû ïåðåïè-
ñûâàåì íåðàâåíñòâà â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ xr,i = pr,i · 2−r è âûïîëíÿåì
íîðìèðîâêó, à äëÿ ïåðåõîäà ê ïðèâåäåííîé ñèñòåìå (6.10) ïðîèçâîäèòñÿ
ïîäñòàíîâêà xr,i = zi.

Ïóñòü p(a) = pr′,i′. Âûïîëíèì ïðåäâàðèòåëüíóþ íîðìèðîâêó íåðàâåíñòâ
(6.38)�(6.40) äîìíîæåíèåì íà 2−r′ è ïåðåïèøåì èõ â òåðìèíàõ âåëè÷èí xr,i.
Ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà îáîçíà÷èì ÷åðåç (6.38')�(6.40'). Îöåíèì ñóììó àá-
ñîëþòíûõ âåëè÷èí êîýôôèöèåíòîâ ïðè xr,i â êàæäîì èç ýòèõ íåðàâåíñòâ
äëÿ îïðåäåëåíèÿ èòîãîâûõ êîýôôèöèåíòîâ íîðìèðîâêè.

Âêëàä îò ñëàãàåìîãî p(a) â êàæäóþ ñóììó êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí 1. Òî-
ãäà âêëàä ëþáîãî èç ñëàãàåìûõ p(a − 1/2), p1/d(I1), p0(I−1) è p0(Hk,1) íå
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âûøå 1, âêëàä p(a−s−3/2) íå ïðåâîñõîäèò 2−s−1, ïðè ëþáîì j âêëàä ñëàãà-
åìîãî p0(Hk,j+1) âäâîå ìåíüøå, ÷åì ó p0(Hk,j). Ïîñêîëüêó |J∗k | ≤ |J1| ≤ 2a−s

ñîãëàñíî (6.22), òî âêëàä êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ p0(J
∗
k) íå ïðåâîñõîäèò 2−s.

Ýòè îöåíêè îçíà÷àþò, ÷òî ñóììû êîýôôèöèåíòîâ ïðè xr,i â íåðàâåíñòâàõ
(6.38'), (6.39') è (6.40') íå ïðåâîñõîäÿò ñîîòâåòñòâåííî 3, 3 è 5.

Òåïåðü îöåíèì çàïàñ, ñ êîòîðûì âåêòîð u óäîâëåòâîðÿåò ïðèâåäåííûì
íåðàâåíñòâàì (6.38')�(6.40'). Ïî ïîñòðîåíèþ, äëÿ îñíîâíîãî ðåøåíèÿ v ïðè-
âåäåííîå íåðàâåíñòâî (6.38') âûïîëíÿëîñü áû è ïðè çàìåíå p1/d(I1) íà p0(I1)

â (6.38). Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü (6.38) ïðè pr,i = vi · 2r ïðåâîñõîäèò
ëåâóþ íà âåëè÷èíó íå ìåíåå

p1/d(I1)−p0(I1) ≥ |I1|(21/d−1) ≥ ln 2

d
·|I1| = (1−λ)(

√
2−1) ln 2·2a−s > 2a−s−2.

Ïîñëå íîðìèðîâêè (äåëåíèåì íå áîëåå ÷åì íà 3 ·2a) è ïîäñòàíîâêè u âìåñòî
v âåëè÷èíà çàïàñà â ïðèâåäåííîì íåðàâåíñòâå (6.38') ñîêðàùàåòñÿ íå áîëåå
÷åì â 6 · 2a ðàç è îñòàåòñÿ íå ìåíüøåé ÷åì 1

24·2s > ε.
Îöåíèì ñâîáîäíûé ÷ëåí, âîçíèêàþùèé â (6.39') èç-çà òîãî, ÷òî äëÿ

ñëîæíîñòè âñòàâêè â íåêîòîðûå èíòåðâàëû J∗k èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà Q(a).
×èñëî òàêèõ èíòåðâàëîâ íå ìåíüøå bL/∆c, ñì. âûøå, à ïðèìåíÿåìàÿ îöåí-
êà èìååò âåëè÷èíó 2l ≥ |J2s| ≥ 2a−s−2 ñîãëàñíî (6.32) è (6.22). Ïîýòîìó,
èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ L è ∆ èç (6.33), (6.34), çàêëþ÷àåì, ÷òî ñâîáîäíûé ÷ëåí
â ïðàâîé ÷àñòè (6.39') íå ìåíüøå

L−∆

∆ · 2s+2 = (λ− 2µ) · b3

2(b+ 1)(2b+ 1)
− 1

2s+2 >
1

2s/2 .

Ïðè ïîäñòàíîâêå u âìåñòî v â ïðèâåäåííîå íåðàâåíñòâî (6.39') âñå ÷ëåíû
ñîêðàùàþòñÿ âäâîå, òîãäà è ñâîáîäíûé ÷ëåí ìîæíî óìåíüøèòü íàïîëîâèíó,
ò.å. ñ ó÷åòîì íîðìèðîâêè � íà 1

6·2s/2 > ε.
Êàæäîå èç íåðàâåíñòâ (6.40) ïðè pr,i = vi ·2r âûïîëíÿåòñÿ ñ çàëîæåííûì

â ñóììó äëèí èíòåðâàëîâ H∗
k,j çàïàñîì

δ · |I1| = (1− λ)δ(
√

2− 1) · 2a > 2a−s+1/5,

ñì. (6.36). Ïðè íîðìèðîâêå (äåëåíèåì íå áîëåå ÷åì íà 5 · 2a) è ïîäñòàíîâêå
u âìåñòî v çàïàñ ñîêðàùàåòñÿ íå áîëåå ÷åì â 10 · 2a ðàç, äî âåëè÷èíû íå
ìåíåå ε = 1

25·2s .
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óìåíüøåíèè ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ â ïðèâåäåííûõ íåðà-
âåíñòâàõ (6.38')�(6.40') íà ε âåêòîð u îñòàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû.

6.6 Ñîðòèðîâêà

Òåîðåìà 6.1. Ïðè ëþáîì a ≥ 2 è 2a/4 ≤ m ≤ 2a/2 âûïîëíåíî

Pm(a) ≥ 2a+1/2 −O
(
a−γ · 2a

)
, (6.41)

ãäå γ ìàëî, íàïðèìåð, γ = 1
5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì ëåììû 6.3 è ïðèìåíèì ëåì-
ìó 6.2. Çíà÷åíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ çàèìñòâóþòñÿ èç ëåììû 6.3. Èìååì
v ∈ T (σ[s]) è u ∈ T ε(σ[s]) äëÿ ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé σ[s] ãëóáèíû h = 2s+3

è øèðèíû w ≤ s + 4. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ui < 2yi−1/2 < π(yi), ñì. (6.5).
Êðîìå òîãî, ε < 1 − λ < R = ||v − u|| <

√
2. Ïðè a < 100 íåðàâåíñòâî

(6.41) çàâåäîìî âûïîëíåíî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ êîíñòàíòû
ïîä çíàêîì ¾O¿. Ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî a ≥ 100. Ïîëîæèì ϕ = log

(
mε
4a2

)
è s = d2γ log ae. Åñëè γ ≤ 1/4, òî ïðè ýòîì mε ≥ 2a/4/(50 · a2γ) ≥ 4a2,
ñëåäîâàòåëüíî, ϕ > 0. Óñëîâèå (6.16) ëåììû 6.2 âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè.

Ïóñòü r+yi ≤ a− (a+2)ϕ·2ϕ

m ≤ r+yi +
1
d , ãäå r ∈ N. Ñ ïîìîùüþ ëåììû 6.2

ïîëó÷àåì îöåíêó

Pm(a) ≥ Pm

(
r + yi +

(r + 2)ϕ · 2ϕ

m

)
≥

≥ vi · 2r −Rm · 2ϕ+2/ε−R · 2r · e−
ε

2R( ϕ
w(d+1)(h+1)−2) ≥

≥
(
1−O

(
2−s/2

))
· 2a+ 1

2−
(a+2)ϕ·2ϕ

m − 1
d −O

(
m2/a2)−O

(
2a · e−Θ(a·s−2·2−2s)

)
=

=
(
1−O

(
2−s/2

))
· 2a+1/2−O(2−s) −O(2a/a2)− 2a−O(a·s−2·2−2s) =

= 2a+1/2 ·
(
1−O

(
a−γ
))
,

åñëè, ñêàæåì, γ ≤ 1/5.

Ñëåäñòâèå 6.1. Ïðè ëþáîì a ≥ 2 è 2a/4 ≤ m ≤ 2a/2 âûïîëíåíî

Q2m(a) ≥ 2a −O
(
a−1/5 · 2a

)
.
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Ðåàëèçîâàííîå äîêàçàòåëüñòâî ãëàâíîãî òåõíè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà (òåî-
ðåìà 6.1) äîâîëüíî ãðîìîçäêî. Ïîýòîìó äëÿ áîëüøåé ÿñíîñòè äàäèì íåôîð-
ìàëüíîå ðåçþìå ñõåìû ðàññóæäåíèÿ.

1. Ïîñòðîèì íåêîòîðóþ èäåàëüíóþ ñåðèþ ñðàâíåíèé, âñÿêèé ðàç âû-
ïîëíÿÿ äåëåíèå ìíîæåñòâà èñõîäîâ ïîïîëàì. Ê ñîæàëåíèþ, îíà íå äàåò
ñâåäåíèÿ ê ïîäîáíîé çàäà÷å ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

2. Îòñòóïëåíèå îò èäåàëà (ïîïðàâî÷íûé êîýôôèöèåíò λ) ïîçâîëÿåò ðàç-
áàëàíñèðîâàòü äëèíû èíòåðâàëîâ, èñïîëüçóÿ îöåíêó (6.4) äëÿ ñëîæíîñòè
âñòàâêè, áëèçêîé ê öåëîìó ÷èñëó, è ïîëó÷èòü ñõîäÿùèéñÿ ðåêóðñèâíûé àë-
ãîðèòì.

3. Äèñêðåòèçàöèÿ (ïàðàìåòð d) ââîäèòñÿ, ÷òîáû ïåðåéòè îò êîíòèíó-
àëüíîãî ê êîíå÷íîìó ñåìåéñòâó àëãîðèòìîâ. Â ïðèâåäåííîì äîêàçàòåëüñòâå
øàãè 2 è 3 ñîâìåùåíû. Â ðåçóëüòàòå ìû èìååì àëãîðèòì ñ õîðîøåé îöåíêîé
ñëîæíîñòè, íî êîòîðûé ðåêóðñèâíî ñâîäèòñÿ ê ñåáå ñàìîìó.

4. Îáåñïå÷èì ïðîãðåññèâíûé ðîñò êà÷åñòâà îöåíêè ñëîæíîñòè ñ óâåëè÷å-
íèåì ðàçìåðíîñòè çàäà÷è, ñòàðòóÿ èç òî÷êè, â êîòîðîé îöåíêà òðèâèàëüíî
âûïîëíÿåòñÿ (ëåììà 6.2).

Ñ òåõíè÷åñêîé ñòîðîíû, äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â êîíòðîëèðóåìîì ó÷å-
òå ïîïðàâîê èç òðåõ èñòî÷íèêîâ: íåðàâíîìåðíîñòè ðàçáèåíèÿ, äèñêðåòèçà-
öèè è ìàëîé ðàçìåðíîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî äàæå óïðîùåííûé âàðèàíò ñòðàòåãèè �6.5 ñ âûáîðîì s = 1

è ãëóáèíîé 6, òîëüêî íå óíèâåðñàëüíûé, à ñ ïîäáîðîì îïòèìàëüíûõ ðàçáè-
åíèé ïðè êàæäîì i, ïîçâîëèë áû óëó÷øèòü ðåçóëüòàòû ìåòîäà áèíàðíûõ
âñòàâîê ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íîé îöåí-
êè, îäíàêî, ïðèõîäèòñÿ âûáèðàòü ïàðàìåòð s ðàñòóùèì. Ãëàâíûé ñîäåðæà-
òåëüíûé ðåçóëüòàò ôîðìóëèðóåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 6.2. Ïðè ëþáûõ n âûïîëíÿåòñÿ

S(n) = log(n!) +O
(
n log−1/5 n

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷èíàåì êàê â ìåòîäå áèíàðíûõ âñòàâîê. Ðàçîáüåì íà-
áîð èç n ýëåìåíòîâ íà ïàðû, óïîðÿäî÷èì èõ è âûïîëíèì ñîðòèðîâêó ñòàð-
øèõ ýëåìåíòîâ ïàð (îíè îáðàçóþò ãëàâíóþ öåïî÷êó). Íà ýòî òðåáóåòñÿ
n/2+S(n/2) ñðàâíåíèé. Ïóñòü ìëàäøèå ýëåìåíòû ïàð îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç
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αi ñ íóìåðàöèåé ñîãëàñíî âîçðàñòàíèþ ðàíãà ñòàðøèõ ýëåìåíòîâ â ãëàâíîé
öåïî÷êå, ñì. ôèã. 1.

Âñòàâèì ïåðâûå n0 = n/ log n èç ìëàäøèõ ýëåìåíòîâ â ãëàâíóþ öåïî÷êó
ìåòîäîì áèíàðíûõ âñòàâîê, ïîòðàòèâ íà ýòî n + O(n0) ñðàâíåíèé. Îñòàâ-
øèåñÿ ýëåìåíòû ðàçîáüåì íà ãðóïïû ïî m ≈

√
n/ log n øòóê: ãðóïïà ñ íî-

ìåðîì k ñîäåðæèò ýëåìåíòû αn0+(k−1)m+1, . . . , αn0+km. Ãðóïïû âñòàâëÿþòñÿ
â ãëàâíóþ öåïî÷êó ïî î÷åðåäè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ ìåòîäîì
ñëåäñòâèÿ 6.1. Ïîñëåäíÿÿ ãðóïïà ìîæåò ñîäåðæàòü ìåíåå m ýëåìåíòîâ �
èõ âñòàâëÿåì òðèâèàëüíûì áèíàðíûì ìåòîäîì.

Ãðóïïà ñ íîìåðîì t äîëæíà áûòü âñòàâëåíà â èíòåðâàë äëèíû Lt =

2(n0 + tm) − m. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 6.1 ïðè íåêîòîðîì ρt = logLt +

O(log−1/5 n) âûïîëíåíî Qm(ρt) ≥ Lt. Ïîýòîìó ñëîæíîñòü âñòàâêè t-é ãðóï-
ïû íå ïðåâîñõîäèò ρt ·m.

Ïðåäñòàâèì èäåàëèçèðîâàííûé ñëó÷àé, êîãäà ýëåìåíò αk ìîã áû
áûòü âñòàâëåí â ãëàâíóþ öåïî÷êó çà log(2k − 1) ñðàâíåíèé. Òîãäà, åñëè
âñòàâëÿòü ýëåìåíòû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ, áûëî áû çàòðà÷åíî
log
∏dn/2e

k=1 (2k − 1) = log(n!)− log((n/2)!)− n/2 +O(log n) ñðàâíåíèé.
Â ãðóïïîâîì ìåòîäå ìû òðàòèì íà âñòàâêó ýëåìåíòà αk íå áîëåå log(2k+

m) + O(log−1/5 n) = log(2k − 1) + O(log−1/5 n) ñðàâíåíèé ïðè n0 < k <

n/2−m è íå áîëåå log(2k− 1)+O(1) ñðàâíåíèé ïðè k ≤ n0 è k ≥ n/2−m.
Îáùåå ïðåâûøåíèå ñëîæíîñòè âñòàâêè ïî îòíîøåíèþ ê èäåàëèçèðîâàííîé
ñèòóàöèè òîãäà ìîæíî îöåíèòü êàê

O(n0 +m) +O
(
(n/2− n0) log−1/5 n

)
.

Ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

S(n) ≤ n/2 + S(n/2) + log(n!)− log((n/2)!)− n/2 +O
(
n log−1/5 n

)
,

èëè, åñëè âûðàçèòü ÷åðåç âåëè÷èíû s(n) = S(n)− log(n!),

s(n) ≤ s(n/2) +O
(
n log−1/5 n

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò s(n) = O
(
n log−1/5 n

)
.
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7 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå èçëîæåíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû àâòîðà.
1) Äîêàçàíà ïåðâàÿ íåòðèâèàëüíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà êîíñòàíòû ðàâ-

íîìåðíîñòè ìîíîòîííîãî áóëåâà áàçèñà BM = {∨, ∧}, à èìåííî, äëÿ
ïîäõîäÿùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé fn ïîêàçàíî, ÷òî DBM

(fn) &

1.06 log2 LBM
(fn).

2) Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ðåàëèçàöèè ñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíê-
öèé íàä ïîëíûìè áàçèñàìè, îñíîâàííûé íà èäåÿõ ñóììèðîâàíèÿ ïî
íåñêîëüêèì âçàèìíî ïðîñòûì ìîäóëÿì è ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ñóì-
ìû. Ìåòîä ïîçâîëèë óòî÷íèòü ðàíåå èçâåñòíûå îöåíêè ãëóáèíû è ëîãà-
ðèôìà ñëîæíîñòè ôîðìóë ïðèìåðíî íà 10�20%. Êàê ñëåäñòâèå, â ÷àñòíî-
ñòè, äëÿ ãëóáèíû îïåðàòîðà Mn óìíîæåíèÿ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ïîëó÷åíà
íåêîíñòðóêòèâíàÿ îöåíêà DB2

(Mn) . 4.02 log2 n è êîíñòðóêòèâíàÿ îöåíêà
4.34 log2 n.

3) Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ðåàëèçàöèè áóëåâûìè ôîðìóëàìè ýëåìåí-
òàðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé (MOD-ôóíêöèé) ñ ìà-
ëûìè ïåðèîäàìè, îñíîâàííûé íà ñâåäåíèè ê çàäà÷å î ïîêðûòèè áóëåâûõ
ìàòðèö ïðÿìîóãîëüíèêàìè. Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ïîëó÷åíû íîâûå âåðõíèå
îöåíêè ãëóáèíû è ñëîæíîñòè.

4) Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä íèæíåé îöåíêè ñëîæíîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé
ïðè ðåàëèçàöèè ôîðìóëàìè â k-àðíîì áàçèñå Uk. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëèíåé-
íîé ôóíêöèè ln ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó ñëîæíîñòè, â îïðåäåëåí-
íîì ñìûñëå áëèçêóþ ê îêîí÷àòåëüíîé, à èìåííî LUk

(ln) = n1+Θk(1/ ln k).
5) Äîêàçàíî, ÷òî àñèìïòîòèêà ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè âåíòèëü-

íûõ (m,n)-ñõåì â îáùåì ñëó÷àå (êîãäà m = ω(log n) è n = ω(logm)) äî-
ñòèãàåòñÿ íà ñõåìàõ ãëóáèíû 3. Ýòîò ðåçóëüòàò îêîí÷àòåëüíûé.

6) Ïðåäëîæåí ìåòîä òðàíñôîðìàöèè (k, l)-ðåäêèõ (ò. å. ñâîáîäíûõ îò
ñóìì A + B, |A| = k, |B| = l) ìíîæåñòâ â ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
â (k, l)-ðåäêèå ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâàõ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, â ÷àñò-
íîñòè, îäíîìåðíûõ. Ìåòîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïðàêòè÷åñêè ýêñòðåìàëüíûå
ýôôåêòèâíûå ïðèìåðû â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê.
Íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n îäíîé ïåðåìåííîé, èìåþùèå áëèçêóþ ê

262



ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ñõåìíóþ ñëîæíîñòü n1−o(1) â ìîíîòîííîì àðèôìå-
òè÷åñêîì áàçèñå {+,×}, èëè k-ðåäêèå öèðêóëÿíòíûå (n, n)-ìàòðèöû âåñà
n2−o(1) ïðè ñëàáî ðàñòóùåì k.

7) Ïîñòðîåí ïåðâûé ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóëåâûõ (n, n)-ìàòðèö
ñ ðàñòóùèì îòíîøåíèåì XOR- è OR-ñëîæíîñòè â ãëóáèíå 2. Òàêæå ïîñòðî-
åíû ýôôåêòèâíûå ïðèìåðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóëåâûõ ìàòðèö ñ ïî÷òè
ýêñòðåìàëüíûì îòíîøåíèåì n1−o(1) OR-ñëîæíîñòè ê ñëîæíîñòè äîïîëíè-
òåëüíûõ ìàòðèö, èëè ñ îòíîøåíèåì n1/2−o(1) â ãëóáèíå 2.

8) Óñòàíîâëåíî òî÷íîå çíà÷åíèå ñëîæíîñòè ìèíèìàëüíîé óíèâåðñàëü-
íîé (ò. å. ïîäõîäÿùåé äëÿ âû÷èñëåíèé â ëþáîé ïîëóãðóïïå) ïðåôèêñíîé
ñõåìû ãëóáèíû n íà 2n âõîäàõ. Îíî èìååò âåëè÷èíó (3.5− o(1))2n. Ïîêàçà-
íî, ÷òî ìîæíî ñòðîèòü ïàðàëëåëüíûå ïðåôèêñíûå XOR-ñõåìû ñ ìåíüøåé
ñëîæíîñòüþ, íå âûøå (36/11 − o(1))2n. Òàêæå ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåíêè
ñëîæíîñòè ïðåôèêñíûõ ñõåì ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ãëóáèíó.

9) Ïîëó÷åíû îöåíêè ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé n ïåðå-
ìåííûõ ñõåìàìè è ôîðìóëàìè, èñïîëüçóþùèìè ìíîãîâõîäîâûå ôóíêöèî-
íàëüíûå ýëåìåíòû êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè è ëèáî ýëåìåíòû îòðèöàíèÿ,
ëèáî îòðèöàíèÿ ïåðåìåííûõ â êà÷åñòâå âõîäîâ. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòè îöåíêè
îêàçûâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûìè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñëîæíîñòè ñõåì
ñî âõîäàìè ïåðåìåííûìè è èõ îòðèöàíèÿìè (AC-ñõåì) äîêàçàíà àñèìïòî-
òèêà ôóíêöèè Øåííîíà 2 · 2n/2, êîòîðàÿ äîñòèãàåòñÿ íà ñõåìàõ ãëóáèíû 3.
Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ñèíòåçà îïèðàåòñÿ íà ïðåäñòàâëÿþùèé ñàìîñòîÿòåëü-
íûé èíòåðåñ ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè ñïåöèàëüíûõ ïîêðûòèé áóëåâà êó-
áà.

10) ×èñëî ñðàâíåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîðòèðîâêè íàáîðà èç n ýëåìåí-
òîâ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà â íàèõóäøåì ñëó÷àå, óñòàíîâëåíî
ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû o(n). Îíî ðàâíî log2(n!) + o(n).

263



Â ðàçâèòèå ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå
çàäà÷è (ïåðå÷èñëèì íåñêîëüêî èç íèõ):

� ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíûå íèæíèå îöåíêè êîíñòàíò ðàâíîìåðíîñòè äî-
ñòàòî÷íî âûðàçèòåëüíûõ ïîëíûõ áàçèñîâ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñòàíäàðòíîãî
áàçèñà B0;

� ïîñòðîèòü ýêîíîìíûå ñõåìû ïðèáëèæåííîãî ñóììèðîâàíèÿ n áèòîâ
íàä ïîëíûìè áàçèñàìè (B0 èëè B2). Îñîáåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êîí-
ñòðóêòèâíûå ìåòîäû ñèíòåçà;

� ïðîäîëæèòü èññëåäîâàíèå ïðåäåëîâ âåëè÷èíû îòíîøåíèé ðàçëè÷íûõ
ìåð ñëîæíîñòè ëèíåéíûõ ñõåì, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷èòü îöåíêè äëÿ XOR/OR

è OR2/OR îòíîøåíèé;
� âûÿñíèòü, êàêèå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ãðóïïîâîé áèíàðíîé îïå-

ðàöèè äîïóñêàþò, à êàêèå íå äîïóñêàþò ñóùåñòâîâàíèå ïàðàëëåëüíûõ ïðå-
ôèêñíûõ ñõåì ñëîæíîñòè, ìåíüøåé ÷åì ó óíèâåðñàëüíûõ ñõåì. Â ïåðâóþ
î÷åðåäü, âîïðîñ îòíîñèòñÿ ê ñâîéñòâó êîììóòàòèâíîñòè;

� ïîëó÷èòü îöåíêè, ïî âîçìîæíîñòè, àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå, äëÿ
ôóíêöèé Øåííîíà ñëîæíîñòè ñõåì è ôîðìóë îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû èç
ìíîãîâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ êîíúþíêöèè è ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2.
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