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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå áûñòðûõ àëãîðèòìîâ äèñêðåòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â íåêîòîðûõ êîëüöàõ è èõ ïðèìåíåíèå ê óìíîæåíèþ
ìíîãî÷ëåíîâ. Â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ áûñòðîäåéñòâèÿ àëãîðèòìà èñïîëüçó-
åòñÿ åãî ñëîæíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ êàê ÷èñëî âûïîëíÿåìûõ äâóõâõîäîâûõ
îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ, à òàêæå îïåðàöèé óìíîæåíèÿ
íà êîíñòàíòû êîëüöà.

1. Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ïóñòü K � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Ýëåìåíò ζ ∈ K íàçûâàåò-
ñÿ ïðèìèòèâíûì (ïåðâîîáðàçíûì) êîðíåì ñòåïåíè N ∈ N, åñëè ζN = 1, è
íèêàêîé èç ýëåìåíòîâ ζN/p−1, ãäå p � ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà N , íå ÿâëÿ-
åòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â K. (Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì
íóëÿ, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò b, òàêîé, ÷òî ab = 0.)

Äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå (ÄÏÔ) ïîðÿäêà N íàçûâàåòñÿ
(KN → KN )-ïðåîáðàçîâàíèå

ÄÏÔN,ζ [K](γ0, . . . , γN−1) = (γ∗0 , . . . , γ∗N−1), γ∗j =
N−1∑
i=0

γiζ
ij . (1)

ãäå ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè N .
Ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî ÄÏÔ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ëåììà 1. Ïóñòü ýëåìåíòû γ∗j îïðåäåëÿþòñÿ èç (1). Òîãäà

ÄÏÔN,ζ−1 [K](γ∗0 , . . . , γ∗N−1) = (Nγ0, . . . , NγN−1),

ãäå ïîä N â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû ïîíèìàåòñÿ ñóììà N åäèíèö êîëüöà.

Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû, óñòàíîâèì íåñêîëüêî
âñïîìîãàòåëüíûõ ôàêòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ýëåìåíò a ∈ K íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, è a = cd,
òî ìíîæèòåëè c è d òàêæå íå ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè, ñêàæåì, ce = 0 è e 6= 0, òî ae = (ce)d = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî a �
äåëèòåëü íóëÿ.

1Ñáîðíèê ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ¿. ×àñòü V. Ì.: Èçä-âî Èíñòèòóòà
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÐÀÍ, 2009, 3�23.
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Ëåììà 2. Åñëè ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè N , òî ïðè ëþáîì

l = 1, . . . , N − 1
N−1∑
i=0

ζil = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå

0 = ζlN − 1 = (ζl − 1)
N−1∑
i=0

ζil.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ ñëåäóåò, ÷òî N � ýòî ìèíèìàëüíûé
íàòóðàëüíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè n, ïðè êîòîðîì ζn = 1, ïîýòîìó ζl−1 6= 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî ζl − 1 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, ëèáî

∑N−1
i=0 ζil = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ïåðâîå íåâîçìîæíî.
Ïóñòü m = ÍÎÄ(l, N). Êàê èçâåñòíî, ñóùåñòâóþò öåëûå q, s, òàêèå, ÷òî

m = ql + sN (÷èñëà q, s íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Áåçó), ïðè ýòîì ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî q � ïîëîæèòåëüíî. Â òàêîì ñëó÷àå ζm − 1 = ζql − 1 äå-
ëèòñÿ íà ζl − 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó m < N , íàéäåòñÿ ïðîñòîå
p, òàêîå, ÷òî m | (N/p). Òîãäà (ζm − 1) | (ζN/p − 1). Îêîí÷àòåëüíî, èìååì
(ζl−1) | (ζN/p−1). Ïîñêîëüêó ýëåìåíò ζN/p−1 íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ,

òî è ζl − 1 íå ìîæåò áûòü äåëèòåëåì íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
∑N−1

i=0 ζil = 0.
Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Â âåêòîðå ÄÏÔN,ζ−1 [K](γ∗0 , . . . , γ∗N−1) ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ j-þ êîìïîíåíòó:

N−1∑
i=0

γ∗i ζ−ij =
N−1∑
i=0

N−1∑
k=0

γkζkiζ−ij =
N−1∑
k=0

N−1∑
i=0

γkζi(k−j) =
N−1∑
k=0

γk

N−1∑
i=0

(ζk−j)i.

Âíóòðåííÿÿ ñóììà, êàê ñëåäóåò èç ëåììû 2, ðàâíà íóëþ âî âñåõ ñëó÷àÿõ,
çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ k − j = 0, â êîòîðîì ýòà ñóììà ðàâíà N . Ïîýòîìó,
ïðîäîëæàÿ âûêëàäêó, ïîëó÷àåì Nγj , ÷òî è òðåáîâàëîñü. Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ýëåìåíò N = 1+ . . .+1 ∈ K îáðàòèì,
òî îïðåäåëåíî îáðàòíîå ê ÄÏÔ ïðåîáðàçîâàíèå

ÄÏÔ−1
N,ζ [K] = N−1ÄÏÔN,ζ−1 [K].

2. Ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÄÏÔ
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Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí Γ(x) = γ0 + . . . + γN−1x
N−1. Òîãäà, ïî îïðåäåëå-

íèþ,
ÄÏÔN,ζ [K](γ0, . . . , γN−1) =

(
Γ(ζ0), . . . ,Γ(ζN−1)

)
,

ò.å. ÄÏÔ âû÷èñëÿåò çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà Γ(x) â òî÷êàõ ζi. Ñìûñë îáðàò-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÄÏÔ−1

N,ζ [K] çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèè êîýôôèöè-
åíòîâ åäèíñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè, ìåíüøåé N , èìåþùåãî çàäàííûé
íàáîð çíà÷åíèé â òî÷êàõ ζ0, . . . , ζN−1.

Ôîðìàëüíî, ñâÿçü ìåæäó ÄÏÔ è èíòåðïîëÿöèåé îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùåé ëåììîé:

Ëåììà 3. Ïðåîáðàçîâàíèå ÄÏÔN,ζ [K] çàäàåò èçîìîðôèçì:

K[x]/(xN − 1) → KN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Áèåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìíî-
ãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå N−1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè
íà íàáîðå èç N ðàçëè÷íûõ òî÷åê.

Ïðîâåðèì, ÷òî ÄÏÔ ñîõðàíÿåò îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ: â êîëü-
öå K[x]/(xN−1) ýòè îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ êàê ñ îáû÷íûìè ìíîãî÷ëåíàìè,
òîëüêî ñ ïîñëåäóþùèì ïðèâåäåíèåì ïî ìîäóëþ xN − 1, â êîëüöå KN îïå-
ðàöèè âûïîëíÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî.

Äåéñòâèòåëüíî, çíà÷åíèå ñóììû ìíîãî÷ëåíîâ Γ1(x) + Γ2(x) â íåêîòîðîé
òî÷êå ñîâïàäàåò ñ ñóììîé çíà÷åíèé êàæäîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ â äàííîé òî÷-
êå. Ïðåäñòàâëÿÿ ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ â ôîðìå Q(x)(xN − 1) + R(x),
ãäå R(x) � îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà xN − 1, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
ïåðåõîäèò â ïðîèçâåäåíèå â ñèëó:

Γ1(ζj)Γ2(ζj) = Q(ζj)(ζjN − 1) + R(ζj) = R(ζj) = (Γ1Γ2 mod (xN − 1))(ζj).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðåííûé èçîìîðôèçì ïðèâîäèò ê ýôôåêòèâíîìó ñïîñîáó óìíî-
æåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä K.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â êîëüöå K îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå ÄÏÔN,ζ [K] è
îáðàòíîå ê íåìó. Òîãäà óìíîæåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñóììàðíîé ñòåïåíè

íå âûøå N − 1 íàä K ìîæíî âûïîëíèòü ïðè ïîìîùè äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé

ÄÏÔN,ζ [K], îäíîãî ÄÏÔ−1
N,ζ [K] è N óìíîæåíèé â K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ïåðåìíîæàåìûå ìíîãî÷ëåíû ÷åðåç A(x) =∑
aix

i è B(x) =
∑

bix
i. Âû÷èñëèì âåêòîðà

(a∗0, . . . , a
∗
N−1) = ÄÏÔN,ζ [K](a0, . . . , aN−1),
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(b∗0, . . . , b
∗
N−1) = ÄÏÔN,ζ [K](b0, . . . , bN−1).

Çàòåì êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà C(x) =
∑

cix
i = A(x)B(x) â ñèëó C(x) =

C(x) mod (xN − 1) ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê

(c0, . . . , cN−1) = ÄÏÔ−1
N,ζ [K](a∗0b

∗
0, . . . , a

∗
N−1b

∗
N−1),

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

3. Âû÷èñëåíèå ÄÏÔ

Íåçàâèñèìîå âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò âåêòîðà ÄÏÔ ïî ôîðìóëàì (1) ìî-
æåò áûòü âûïîëíåíî çà O(N2) îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ
íà êîíñòàíòû â êîëüöå K. Äëÿ ñîñòàâíîãî ÷èñëà N ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëå-
äóþùèé áîëåå ýôôåêòèâíûé ñïîñîá.

Ïðåæäå çàìåòèì, ÷òî åñëè ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè ST , òî
ζS è ζT � ïðèìèòèâíûå êîðíè ñòåïåíè T è S ñîîòâåòñòâåííî (ýòî ëåãêî
ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ).

Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 4 (Êóëè, Òüþêè [5]). ÄÏÔ ïîðÿäêà ST ðåàëèçóåòñÿ ïðè ïîìîùè

S ÄÏÔ ïîðÿäêà T , T ÄÏÔ ïîðÿäêà S è (S−1)(T −1) îïåðàöèé óìíîæåíèÿ

íà ñòåïåíè ζ � ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ ñòåïåíè ST .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ s = 0, . . . , S − 1 è t = 0, . . . , T − 1 çàïèøåì

γ∗sT+t =
ST−1∑
I=0

γIζ
I(sT+t) =

T−1∑
i=0

S−1∑
j=0

γiS+jζ
(iS+j)(sT+t) =

=
T−1∑
i=0

S−1∑
j=0

γiS+jζ
itS+jsT+jt =

S−1∑
j=0

(ζT )js · ζjt · γ(j),t, (2)

ãäå

γ(j),t =
T−1∑
i=0

γiS+j(ζS)it.

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ïðîèçâåñòè âû÷èñëåíèÿ â ñëåäóþùåì
ïîðÿäêå:

à) Äëÿ j = 0, . . . , S − 1 âû÷èñëÿþòñÿ âåêòîðà(
γ(j),0, γ(j),1, . . . , γ(j),T−1

)
= ÄÏÔT,ζS [K](γj , γS+j , . . . , γ(T−1)S+j).
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á) Âû÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ ω(t),j = ζjt · γ(j),t, j = 0, . . . , S − 1,
t = 0, . . . , T − 1.

â) Çàìåòèì, ÷òî

γ∗sT+t =
S−1∑
j=0

ω(t),j(ζT )js.

Ýòî ïîçâîëÿåò îêîí÷àòåëüíî íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðà ÄÏÔ ïî ôîðìóëàì(
γ∗t , γ∗T+t, . . . , γ

∗
(S−1)T+t

)
= ÄÏÔS,ζT [K](ω(t),0, ω(t),1, . . . , ω(t),S−1),

ãäå t = 0, . . . , T − 1.
Óòâåðæäåíèå ëåììû íåìåäëåííî ñëåäóåò èç âèäà äåéñòâèé, âûïîëíÿå-

ìûõ íà øàãàõ à�â), åñëè çàìåòèòü, ÷òî ñðåäè ST óìíîæåíèé íà øàãå á) åñòü
S + T − 1 óìíîæåíèé íà ζ0 = 1. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå (Ãóä, Òîìàñ [6]). Åñëè ÷èñëà S è T âçàèìíî ïðîñòû, òî äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà ST äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü S ÄÏÔ ïîðÿäêà T è

T ÄÏÔ ïîðÿäêà S, ò.å. äîïîëíèòåëüíûõ óìíîæåíèé íå òðåáóåòñÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (N) = FA(N) + FC(N) ñëîæíîñòü ñõåìû ÄÏÔ ïî-
ðÿäêà N , ïîñòðîåííîé ìåòîäîì ëåììû 4, ãäå FA(N) � ÷èñëî àääèòèâíûõ
ýëåìåíòîâ (ñëîæåíèé è âû÷èòàíèé) â ñõåìå, à FC(N) � ÷èñëî ñêàëÿðíûõ
óìíîæåíèé (ò.å. óìíîæåíèé íà êîíñòàíòû êîëüöà K). Ïðè ýòîì íåîáõîäè-
ìûå ñõåìû ÄÏÔ ïðîñòûõ ïîðÿäêîâ äîëæíû áûòü ïîñòðîåíû îòäåëüíî.

Íåñëîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó äëÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2, åñëè îíî ñóùåñòâóåò.
Êîìïîíåíòû ÄÏÔ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

γ∗0 = γ0 + γ1, γ∗1 = γ0 − γ1,

ò.ê. â êà÷åñòâå ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ ñòåïåíè 2 ìîæíî âçÿòü −1. Ïîýòîìó
ïîëîæèì F (2) = 2, FA(2) = 2, FC(2) = 0.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîñòè ñõåìû ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k, ãäå k > 1, âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè, âûòåêàþùèìè èç ëåììû 4 ïðè
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ S = 2k−1 è T = 2:

FA(2k) = 2FA(2k−1)+2k−1FA(2), FC(2k) = 2FC(2k−1)+2k−1FC(2)+2k−1−1.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ ðàçðåøàþòñÿ êàê

FA(2k) = k2k, FC(2k) = (k − 2)2k−1 + 1. (3)

Äîêàçàíà

5



Òåîðåìà 2. ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k ìîæåò áûòü âûïîëíåíî çà k2k îïåðàöèé

ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è (k − 2)2k−1 + 1 îïåðàöèé ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ.

Ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øåé èç èçâåñòíûõ âåðõíèõ
îöåíîê ñëîæíîñòè ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k.

Ñëîæíîñòü ñõåìû îáðàòíîãî ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k ñ òî÷íîñòüþ äî 2k óìíî-
æåíèé íà êîíñòàíòû 2−k ñîâïàäàåò ñî ñëîæíîñòüþ ¾ïðÿìîãî¿ ÄÏÔ, ïðè÷åì
ïðè k ≥ 2 óìíîæåíèÿ íà 2−k ìîæíî ñîâìåñòèòü ñ óìíîæåíèÿìè íà øàãå á).

Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì àëãîðèòìà áûñòðîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ). Âîîáùå, ïîä àëãîðèòìàìè ÁÏÔ ïîíèìàþòñÿ òà-
êèå àëãîðèòìû, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì ñâåäåíèÿ ÄÏÔ ñîñòàâíîãî
ïîðÿäêà N ê ÄÏÔ ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé ÷èñëà N . Èíîãäà òåðìèí ÁÏÔ
ïðèëàãàåòñÿ ê ëþáûì àëãîðèòìàì ñëîæíîñòè O(N log N).

4. Âåùåñòâåííàÿ ñëîæíîñòü êîìïëåêñíîãî ÄÏÔ

Ñèòóàöèÿ, êîãäà àääèòèâíûå è ìóëüòèïëèêàòèâíûå îïåðàöèè â êîëüöå
K íåëüçÿ ñ÷èòàòü ðàâíîöåííûìè, ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ñïåöèàëüíûõ
àëãîðèòìîâ ÁÏÔ. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë C.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïàðîé âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë � äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòüþ: z = x+iy. Ïåðåñ÷èòàåì îïåðàöèè ñ
êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè íà îïåðàöèè ñ âåùåñòâåííûìè. Êîìïëåêñíîå ñëîæå-
íèå (âû÷èòàíèå) ðàâíîöåííî äâóì âåùåñòâåííûì ñëîæåíèÿì (âû÷èòàíèÿì).
Êîìïëåêñíîå óìíîæåíèå ìîæíî âûïîëíèòü, èñïîëüçóÿ ÷åòûðå âåùåñòâåí-
íûõ óìíîæåíèÿ è äâà ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ óìíîæåíèÿ
íà êîíñòàíòó äîñòàòî÷íî òðåõ âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèé è òðåõ ñëîæåíèé-
âû÷èòàíèé.

Äëÿ îïèñàííîé âûøå ñõåìû êîìïëåêñíîãî ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k ïîëó÷àåì
îöåíêè F R

A(2k) < 3, 5k2k äëÿ ÷èñëà âåùåñòâåííûõ ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé è
F R

C (2k) < 1, 5k2k � äëÿ ÷èñëà âåùåñòâåííûõ ñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé è ñóì-
ìàðíî F R(2k) < 5k2k.

Ìîæíî, îäíàêî, ïîëó÷èòü ëó÷øóþ îöåíêó, åñëè çàìåòèòü, ÷òî íåêîòîðûå
óìíîæåíèÿ â àëãîðèòìå ëåììû 4 âûãîäíî íå âûïîëíÿòü ñðàçó, à ïåðåíåñòè
íà ñëåäóþùèé ýòàï âû÷èñëåíèé (ðåàëèçàöèÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà S). Íà ýòîì
íàáëþäåíèè îñíîâàí èçâåñòíûé àëãîðèòì ÁÏÔ ¾ñ ðàñùåïëåííûì îñíîâà-
íèåì¿.

Òåîðåìà 3. ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k íàä ïîëåì C ìîæíî ðåàëèçîâàòü, èñïîëüçóÿ

íå áîëåå 3k2k ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé è íå áîëåå k2k óìíîæåíèé â ïîëå R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå (2), â êîòîðîé S = 2k−1 è
T = 2, òîëüêî êîìïîíåíòû ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k ñ ÷åòíûìè èíäåêñàìè, ò.å.
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ïðè t = 0. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ïî îäíîé êîìïîíåíòå γ(j),0 =
γj +γS+j êàæäîãî èç 2k−1 âíóòðåííèõ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2 è ðåàëèçîâàòü âíåø-
íåå ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k−1.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò ñ íå÷åòíûìè èíäåêñàìè ïîëîæèì S = 2k−2

è T = 4 è âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2). Ó êàæäîãî èç 2k−2 âíóòðåí-
íèõ ÄÏÔ ïîðÿäêà 4 òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïî äâå êîìïîíåíòû γ(j),1 è γ(j),3.
Êàæäàÿ òàêàÿ ïàðà â ñèëó ζS = i ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëàì

γ(j),1 = (γj − γ2S+j) + i(γS+j − γ3S+j),

γ(j),3 = (γj − γ2S+j)− i(γS+j − γ3S+j).

Ïîñêîëüêó óìíîæåíèå íà ±i ñâîäèòñÿ ê ïåðåñòàíîâêå äåéñòâèòåëüíîé è
ìíèìîé ÷àñòè ñî ñìåíîé çíàêà ó îäíîé èç íèõ, âû÷èñëåíèå îäíîé ïàðû
γ(j),1, γ(j),3 ïî ýòèì ôîðìóëàì âûïîëíÿåòñÿ çà 8 âåùåñòâåííûõ ñëîæåíèé-

âû÷èòàíèé. Îêîí÷àòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ 2k−1 óìíîæåíèé íà ñòåïåíè ζjt è
äâà ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k−2.

Äëÿ ÷èñëà ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé F R
A(2k) è ÷èñëà ñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé

F R
C (2k) â ïîñòðîåííîé ñõåìå èìååì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

F R
A(2k) ≤ F R

A(2k−1) + 2F R
A(2k−2) + 4, 5 · 2k,

F R
C (2k) ≤ F R

C (2k−1) + 2F R
C (2k−2) + 1, 5 · 2k,

êîòîðûå ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ äàííûõ

F R
A(2) = 4, F R

C (2) = 0, F R
A(4) = 16, F R

C (4) = 0,

ðàçðåøàþòñÿ òàê, êàê çàÿâëåíî â óòâåðæäåíèè òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Áîëåå àêêóðàòíûé ó÷åò ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêè ñëîæíîñòè ìåòîäà â
âèäå: 3k2k−3 ·2k +4 ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé è k2k−3 ·2k +4 ñêàëÿðíûõ óìíî-
æåíèé íàä R. Ýòà îöåíêà áûëà ïîëó÷åíà íå ïîçäíåå 1968 ã., íî òîëüêî â 2004
ã. âàí Áóñêèðê îáíàðóæèë, ÷òî îíà ìîæåò áûòü óëó÷øåíà (ñì. îáçîð [3]).
Åãî ìåòîä ó÷èòûâàåò, ÷òî óìíîæåíèå íà êîíñòàíòû âèäà ±1 + ai èëè a ± i
ìîæíî âûïîëíèòü, èñïîëüçóÿ ïî äâà âåùåñòâåííûõ ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è
óìíîæåíèÿ.

Òåîðåìà 4. ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k íàä ïîëåì C ìîæíî ðåàëèçîâàòü, èñïîëüçóÿ

íå áîëåå (8/3)k2k ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé è íå áîëåå (10/9)k2k + 2k+1 óìíî-

æåíèé â ïîëå R.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè k ∈ N è j ∈ Z îïðåäåëèì âåùåñòâåííûå êîýôôè-
öèåíòû

σk,j =
∏
l≥0

max
{∣∣∣∣cos

4l2πj

2k

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣sin 4l2πj

2k

∣∣∣∣} .

Ýòè êîýôôèöèåíòû îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè σk,j = σk,−j è ïå-
ðèîäè÷íîñòè σk,j = σk,j+2k−2 , ÷òî âûòåêàåò èç èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé

sinx = − sin(−x), cos x = cos(−x),{∣∣∣sin(
x +

πn

2

)∣∣∣ ,
∣∣∣cos

(
x +

πn

2

)∣∣∣} = {| sinx|, | cos x|},

ãäå x ∈ R, n ∈ Z. Êðîìå òîãî, äëÿ ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ ζ = e
2πi

2k ñòåïåíè 2k

ñïðàâåäëèâî: (σk−2,j/σk,j)ζj èìååò âèä ±1 + ai èëè a± i, ïîñêîëüêó

ζj = cos
2πj

2k
+ i sin

2πj

2k
,

σk,j

σk−2,j
= max

{∣∣∣∣cos
2πj

2k

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣sin 2πj

2k

∣∣∣∣} .

Áóäåì ñòðîèòü ñõåìû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé

Φ2k(γ0, . . . , γ2k−1) = ÄÏÔ2k,ζ [C](σ−1
k,0γ0, σ−1

k,1γ1, . . . , σ
−1
k,2k−1

γ2k−1).

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2) ñ âûáîðîì ïàðàìåòðîâ S = 2k−2 è T = 4 è ñâîéñòâó
ïåðèîäè÷íîñòè êîýôôèöèåíòîâ σk,j äëÿ êîìïîíåíò ϕi ïðåîáðàçîâàíèÿ Φ2k

âûïîëíåíî:

ϕ4s+t =
S−1∑
j=0

(ζ4)js · ζjt · σ−1
k,jγ(j),t, γ(j),t =

3∑
l=0

γlS+j · ilt.

Êîìïîíåíòû γ(j),t, t = 0, . . . , 3, êàæäîãî èç 2k−2 ÄÏÔ ïîðÿäêà 4 ìîæíî âû-
÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ 16 âåùåñòâåííûõ ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé. Ïîñëåäóþùèå
âû÷èñëåíèÿ ïðè t = 0, 1, 3 âûïîëíÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

ϕ4s =
S−1∑
j=0

(ζ4)jsσ−1
k−2,j · (σk−2,j/σk,j) · γ(j),0,

ϕ4s+1 =
S−1∑
j=0

(ζ4)jsσ−1
k−2,j · (σk−2,j/σk,j)ζj · γ(j),1,

ϕ4s+3 =
S−1∑
j=0

(ζ4)j(s+1)σ−1
k−2,j · (σk−2,j/σk,j)ζ−j · γ(j),3.
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Ýòè âû÷èñëåíèÿ ñîñòîÿò â âûïîëíåíèè 2k−2 óìíîæåíèé íà äåéñòâèòåëü-
íûå êîíñòàíòû, 2k−1 óìíîæåíèé íà êîíñòàíòû âèäà ±1+ai èëè a± i è òðåõ
ïðåîáðàçîâàíèé Φ2k−2 .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñòàâøèõñÿ êîìïîíåíò ϕ4s+2 èñïîëüçóåì ôîðìóëó (2)
ñ ïàðàìåòðàìè S′ = 2k−3 è T ′ = 8:

ϕ8s+2 =
S′−1∑
j=0

(ζ8)jsσ−1
k−3,j · (σk−3,j/σk−1,j)(ζ2)j · γ′(j),2,

ϕ8s+6 =
S′−1∑
j=0

(ζ8)j(s+1)σ−1
k−3,j · (σk−3,j/σk−1,j)(ζ2)−j · γ′(j),6,

ãäå
γ′(j),2 = (σk−1,j/σk,j)γ(j),2 + (σk−1,j+S′/σk,j+S′)iγ(j+S′),2,

γ′(j),6 = (σk−1,j/σk,j)γ(j),2 − (σk−1,j+S′/σk,j+S′)iγ(j+S′),2.

Çàìåòèì, ÷òî σk−1,j = σk−1,j+S′ . Ýòè âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè ïîìîùè
2k−2 óìíîæåíèé íà äåéñòâèòåëüíûå èëè ìíèìûå êîíñòàíòû, 2k−2 óìíîæå-
íèé íà êîíñòàíòû âèäà ±1 + ai èëè a± i è äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé Φ2k−3 .

Èòîãî, äëÿ ÷èñåë F̂ R
A(2k) àääèòèâíûõ âåùåñòâåííûõ îïåðàöèé è F̂ R

C (2k)
âåùåñòâåííûõ ñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé èìååì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

F̂ R
A(2k) ≤ 3F̂ R

A(2k−2) + 2F̂ R
A(2k−3) + 6 · 2k,

F̂ R
C (2k) ≤ 3F̂ R

C (2k−2) + 2F̂ R
C (2k−3) + 2, 5 · 2k,

êîòîðûå â ñîãëàñèè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè äëÿ k ≤ 3, ïîëó÷åííûìè ïðåäû-
äóùèì ìåòîäîì, ðàçðåøàþòñÿ êàê

F̂ R
A(2k) ≤ (8/3)k2k, F̂ R

C (2k) ≤ (10/9)k2k.

Îñòàëîñü ó÷åñòü, ÷òî ñõåìà äëÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k äîñòðàèâàåòñÿ èç ñõåìû
äëÿ Φ2k ïðè ïîìîùè 2k óìíîæåíèé íà âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû σk,j . Òåî-
ðåìà äîêàçàíà.

Áîëåå àêêóðàòíûé ïîäñ÷åò îïåðàöèé ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü îöåíêè òåîðå-
ìû 4 â îñòàòî÷íîì ÷ëåíå (ñì., íàïðèìåð, [2]).

Ñëîæíîñòü îáðàòíîãî ÄÏÔ (ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèé íà 2−k, êîòîðûå
ìîãóò áûòü ñîâìåùåíû ñî âíóòðåííèìè óìíîæåíèÿìè) â îáîèõ ðàññìîòðåí-
íûõ àëãîðèòìàõ îöåíèâàåòñÿ òàê æå, êàê è ñëîæíîñòü ¾ïðÿìîãî¿, ïîñêîëüêó
ïðèìèòèâíûé êîðåíü ζ−1 ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûì ê ζ ÷èñëîì.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ÄÏÔ ïðèìåíÿåòñÿ ê âåêòîðó ñ äåéñòâèòåëü-
íûìè êîìïîíåíòàìè γj � ýòîò ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðè óìíîæåíèè
ìíîãî÷ëåíîâ íàä R. Îêàçûâàåòñÿ, ñëîæíîñòü ÄÏÔ (áóäåì íàçûâàòü åãî äåé-
ñòâèòåëüíûì ÄÏÔ) â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïîíèæåíà ïðèìåðíî âäâîå
ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì ñëó÷àåì.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âñå γj ∈ R, òî γ∗N−j = γ∗j äëÿ ëþáîãî j, ãäå γ∗j îïðå-
äåëÿþòñÿ èç (1), à îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ.

Ëåììà 5. Äåéñòâèòåëüíîå ÄÏÔ ïîðÿäêà 4N ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî

ïðè ïîìîùè äåéñòâèòåëüíîãî ÄÏÔ ïîðÿäêà 2N , êîìïëåêñíîãî ÄÏÔ ïî-

ðÿäêà N , 7N îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è 3N îïåðàöèé ñêàëÿðíîãî

óìíîæåíèÿ â R.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò γ∗k ñ ÷åòíûìè èíäåêñàìè

k = 2s âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2), ïîëàãàÿ S = 2N è T = 2:

γ∗2s =
2N−1∑
j=0

(ζ2)js · (γj + γ2N+j).

Ýòè âû÷èñëåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ðåàëèçàöèè ÄÏÔ ïîðÿäêà 2N ñ âåùåñòâåííûìè
àðãóìåíòàìè è 2N ñëîæåíèÿì â R.

Ñðåäè êîìïîíåíò ñ íå÷åòíûìè èíäåêñàìè äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü òîëüêî
γ∗4s+1, ò.ê. γ∗4s+3 = γ∗4(N−s−1)+1. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ (2) ñ ïàðàìåòðàìè
S = N è T = 4:

γ∗4s+1 =
N−1∑
j=0

(ζ4)js · ζj · (γj − γ2N+j + i(γN+j − γ3N+j)).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ óêàçàííûõ êîìïîíåíò äîñòàòî÷íî îäíîãî ÄÏÔ ïîðÿäêà
N , íå áîëåå 2N âû÷èòàíèé â R è N ñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé â C. Ëåììà
äîêàçàíà.

Äðóãîé ñïîñîá ñâåäåíèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÄÏÔ ê êîìïëåêñíîìó ÄÏÔ
âäâîå ìåíüøåãî ïîðÿäêà ìîæíî ïîñìîòðåòü â [1].

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ìîæíî äîêàçàòü ïðî ñëîæíîñòü îáðàòíîãî
ê äåéñòâèòåëüíîìó ÄÏÔ ïðåîáðàçîâàíèÿ � åãî âõîäîì ÿâëÿåòñÿ âåêòîð
(γ0, . . . , γN−1) òàêîé, ÷òî γ0 ∈ R è γN−j = γj äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , N − 1.
Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçîâåì äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûì ÄÏÔ. Â îòíîøåíèè
ýòîãî ÄÏÔ ñïðàâåäëèâ ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé äîêàçàííîìó âûøå.

Ëåììà 6. Äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîå ÄÏÔ ïîðÿäêà 4N ìîæåò áûòü ðåàëè-

çîâàíî ïðè ïîìîùè äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîãî ÄÏÔ ïîðÿäêà 2N , êîìïëåêñ-

íîãî ÄÏÔ ïîðÿäêà N , 7N îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è 3N îïåðàöèé

ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ â R.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2) è îáîçíà÷åíèÿ èç ëåììû 4 ñ
âûáîðîì ïàðàìåòðîâ S = 2 è T = 2N , ìîæíî çàïèñàòü

γ∗2Ns+t = ω(t),0 + (−1)sω(t),1 = γ(0),t + (−1)sζtγ(1),t,

ãäå s = 0, 1 è t = 0, . . . , 2N − 1,

γ(0),t =
2N−1∑
i=0

γ2i(ζ2)it, γ(1),t =
2N−1∑
i=0

γ2i+1(ζ2)it.

Ïðè óñëîâèè, ÷òî êîìïîíåíòû ω(t),i âû÷èñëåíû, γ∗j îïðåäåëÿþòñÿ çà 4N
âåùåñòâåííûõ ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé.

Âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè ω(t),0 = γ(0),t ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì äåéñòâèòåëü-
íîçíà÷íîãî ÄÏÔ ïîðÿäêà 2N , ò.ê. îíî ïðèìåíÿåòñÿ ê âåêòîðó (γ0, γ2, . . . ,
γ2(2N−1)). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ω(t),1 ïðåäñòàâèì γ(1),t â ôîðìå (2) ñ âûáîðîì
ïàðàìåòðîâ S = 2 è T = N :

γ(1),Ns′+t′ = γ′(0),t′ + (−1)s′ζ2t′γ′(1),t′ ,

ãäå s′ = 0, 1 è t′ = 0, . . . , N − 1,

γ′(0),t′ =
N−1∑
i=0

γ4i+1(ζ4)it′ , γ′(1),t′ =
N−1∑
i=0

γ4i+3(ζ4)it′ .

Â ñèëó γ4N−j = γj ñïðàâåäëèâî:

γ′(1),t′ =
N−1∑
i=0

γ4(N−i−1)+1(ζ4)it′ =
N−1∑
i′=0

γ4i′+1(ζ4)(N−1−i′)t′ =

= ζ−4t′
N−1∑
i′=0

γ4i′+1(ζ4)i′t′ = ζ−4t′γ′(0),t′ .

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû ω(t),1 ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëàì:

ω(Ns′+t′),1 = is
′
(ζt′γ′(0),t′ + (−1)s′ζ−t′γ′(0),t′),

ò.å.
ω(t′),1 = Re(2ζt′γ′(0),t′), ω(N+t′),1 = −Im(2ζt′γ′(0),t′).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ ω(t),1 äîñòàòî÷íî îäíîãî ÄÏÔ ïîðÿäêà N è N îïåðà-
öèé óìíîæåíèÿ â C. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ðàçðåøàÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, âûòåêàþùèå èç äîêàçàííûõ ëåìì,
ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 4 çàêëþ÷àåì:

Ñëåäñòâèå 1. Êàê äåéñòâèòåëüíîå, òàê è äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîå ÄÏÔ

ïîðÿäêà 2k ìîæíî âûïîëíèòü çà (4/3)k2k + O(2k) îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-

âû÷èòàíèÿ è (5/9)k2k + O(2k) îïåðàöèé ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ â R.

5. ÄÏÔ â êîëüöå-ðàñøèðåíèè

Åñëè êîëüöî K íå ñîäåðæèò êîðíåé èç åäèíèöû ïîäõîäÿùåé ñòåïå-
íè, òî äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä K íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàòü
ñïîñîá òåîðåìû 1 íåâîçìîæíî. Â àëãîðèòìå Ø�åíõàãå�Øòðàññåíà [7, 8]
è åìó ïîäîáíûõ â òàêîì ñëó÷àå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ðàñøèðåíèå
K2,n(x) = K[x]/(x2n

+ 1), ïðè ýòîì äâîéêà äîëæíà áûòü îáðàòèìà â K.
Â êîëüöå K2,n(x) îïðåäåëåíî ÄÏÔ ïîðÿäêà 2n+1 ñ ïðèìèòèâíûì êîð-

íåì x (çäåñü è äàëåå âìåñòî ýëåìåíòîâ ôàêòîð-êîëüöà K2,n(x), êîòîðûìè
ÿâëÿþòñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ïî ìîäóëþ x2n

+ 1 ìíîãî÷ëåíîâ, áóäóò
ôèãóðèðîâàòü ìíîãî÷ëåíû-ïðåäñòàâèòåëè êëàññîâ).

Ëåììà 7. ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k íàä êîëüöîì K2,n(x), k ≤ n + 1, ìîæåò áûòü

âûïîëíåíî çà k2k+n îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ â K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâëÿÿ ýëåìåíòû êîëüöà K2,n(x) ìíîãî÷ëåíà-
ìè ñòåïåíè íå âûøå 2n − 1, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëîæåíèå èëè âû÷èòàíèå â
K2,n(x) ñîîòâåòñòâóåò 2n ñëîæåíèÿì-âû÷èòàíèÿì â êîëüöå K, à óìíîæå-
íèå íà xm � ê öèêëè÷åñêîìó ñäâèãó êîýôôèöèåíòîâ ñî ñìåíîé çíàêà ó
íåêîòîðûõ èç íèõ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñìåíà çíàêà ìîæåò áûòü ó÷òåíà â
ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèÿõ, óìíîæåíèå íà ñòåïåíè ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ x
ðåàëèçóåòñÿ ¾áåñïëàòíî¿. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåïåðü îñòàåòñÿ
âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêàìè (3). Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ ðåàëèçàöèè óìíîæåíèÿ â K2,n(x) ýòî êîëüöî óäîáíî ðàññìîòðåòü
êàê ðàñøèðåíèå íåêîòîðîãî êîëüöà K2,m(y): ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 8. Ïóñòü m < n. Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

K2,n(x) ∼= K2,m(y)[x]/(x2n−m

− y), (4)

ïîðîæäàåìûé ïîäñòàíîâêîé x2n−m

= y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ K2,n(x) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f(x) =
∑2n−m−1

i=0 fi(x2n−m

)xi, ãäå deg fi < 2m. Ïîäñòàíîâêà x2n−m

= y ïåðå-

âîäèò f(x) â ìíîãî÷ëåí
∑2n−m−1

i=0 fi(y)xi. Ïîëîæèì fi(y) ∈ K2,m(y).
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäñòàíîâêà ïîðîæäàåò ëèíåéíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿåò ïðîèç-
âåäåíèå, ïðè÷åì â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðîâåðêó ìîæíî îãðàíè÷èòü íîðìèðî-
âàííûìè îäíî÷ëåíàìè. Â êîëüöå K2,n(x) âûïîëíåíî

xj12
n−m+i1 · xj22

n−m+i2 = xj32
n−m+i3 = (−1)kxj42

n−m+i3 ,

ãäå

i3 = (i1 + i2) mod 2n−m, j3 = j1 + j2 + (i1 + i2 − i3)/2n−m,

j4 = j3 mod 2m, k = (j3 − j4)/2m.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â êîëüöå K2,m(y)[x]/(x2n−m − y) òàêæå âåðíî

yj1xi1 · yj2xi2 = yj3xi3 = (−1)kyj4xi3 .

Âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû îáîèõ óìíîæåíèé ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè ïîä-
ñòàíîâêå y = x2n−m

. Ëåììà äîêàçàíà.

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå îòîáðàæåíèå ðåàëèçóåòñÿ ïðî-
ñòîé ïåðåñòàíîâêîé êîýôôèöèåíòîâ. Íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåíó x3 + 2x2 − 1 ∈
K2,2(x) ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷ëåí yx+(2y−1) ∈ K2,1(y)[x]/(x2−y). Äëÿ ðå-
àëèçàöèè óìíîæåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äðóãèå èçîìîðôèçìû, ñì. [3].

Òåîðåìà 5. Óìíîæåíèå â êîëüöå K2,n(x) ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïðè

ïîìîùè 3·2nn(log2 n+O(1)) îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ, 3·2n+dlog2 ne−1

îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è 2n îïåðàöèé ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ â K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ (4) ñ âûáîðîì ïàðàìåòðà m = dn/2e.
Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä K2,m(y) ïî ìîäóëþ x2n−m − y âûïîëíèì êàê
îáû÷íîå óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 2n−m−1 ñ ïîñëåäóþùèì
ïðèâåäåíèåì ïî ìîäóëþ.

Óìíîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè ïîìîùè òðåõ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2n−m+1 =
2bn/2c+1 è 2bn/2c+1 óìíîæåíèé â êîëüöå K2,m(y), ïðè ýòîì îáðàòíîå ÄÏÔ
ðåàëèçóåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ. Ïðèâåäåíèå ïî ìîäó-
ëþ x2n−m − y ðåàëèçóåòñÿ çà 2n ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé â K. Îêîí÷àòåëüíî
ðåçóëüòàò óìíîæàåòñÿ íà ïîäõîäÿùóþ ñòåïåíü 2−1.

Äëÿ ÷èñåë µA(n) ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé è µM (n) íåñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé
â ïðåäëîæåííîé ñõåìå ïðè n ≥ 2 èìååì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

µA(n) ≤ 2bn/2c+1µA(dn/2e) + 3(bn/2c+ 1)2n+1 + 2n,
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µM (n) ≤ 2bn/2c+1µM (dn/2e),

êîòîðûå ðàçðåøàþòñÿ òàê, êàê çàÿâëåíî â óòâåðæäåíèè òåîðåìû, åñëè ïðè
n = 1 âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêàìè µA(1) = 5 è µM (1) = 3. Èíà÷å, ìîæíî
ïîëîæèòü µA(1) = 2 è µM (1) = 4 � â ýòîì ñëó÷àå ñõåìà áóäåò ñîäåðæàòü
2n+dlog2 ne+1 óìíîæåíèé, íî îáùåå ÷èñëî îïåðàöèé áóäåò íåñêîëüêî ìåíüøå.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàííàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øåé èç
èçâåñòíûõ. Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä K òåïåðü ìîæíî âûïîëíèòü ïðè
ïîìîùè ïîäõîäÿùåé ñõåìû óìíîæåíèÿ â K2,n(x).

6. Ïðèìåíåíèå ÄÏÔ ïîðÿäêà 3k

Â êîëüöå õàðàêòåðèñòèêè 2 íåëüçÿ îïðåäåëèòü ÄÏÔ ÷åòíîãî ïîðÿäêà,
ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ è ýôôåêòèâíîé ðåàëèçà-
öèè (â ñàìîì êîëüöå èëè â ðàñøèðåíèè) ÄÏÔ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà, ïðåäïî-
÷òèòåëüíî ïîðÿäêà 3k. Ýòà çàäà÷à òàêæå ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé äëÿ êîëåö, â
êîòîðûõ åñòü ïðèìèòèâíûå êîðíè ñòåïåíè 3k, ëèáî äâîéêà íåîáðàòèìà.

Êîìïîíåíòû ÄÏÔ ïîðÿäêà 3 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

γ∗0 = γ0 +γ1 +γ2, γ∗1 = γ0−γ2 + ζ(γ1−γ2), γ∗2 = γ0−γ1− ζ(γ1−γ2), (5)

ãäå ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè 3 â K. Ýòè âû÷èñëåíèÿ ìîæíî âû-
ïîëíèòü, èñïîëüçóÿ ñåìü îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è îäíî ñêàëÿð-
íîå óìíîæåíèå (èëè øåñòü ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé è äâà óìíîæåíèÿ). Åñëè
char K = 2, òî äîñòàòî÷íî ïÿòè ñëîæåíèé è îäíîãî óìíîæåíèÿ.

Èç ëåììû 4 ñëåäóåò

Òåîðåìà 6. ÄÏÔ ïîðÿäêà 3k ìîæíî ðåàëèçîâàòü, èñïîëüçóÿ íå áîëåå

(7/3)k3k îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è (k − 1)3k + 1 îïåðàöèé ñêàëÿð-

íîãî óìíîæåíèÿ. Â êîëüöå õàðàêòåðèñòèêè 2 ÷èñëî àääèòèâíûõ îïåðàöèé
îöåíèâàåòñÿ êàê (5/3)k3k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óêàçàííûå îöåíêè ñëåäóþò èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíî-
øåíèé íà ÷èñëà FA(3k) àääèòèâíûõ îïåðàöèé è FC(3k) îïåðàöèé ñêàëÿðíîãî
óìíîæåíèÿ â ìåòîäå ëåììû 4:

FA(3k) = 3FA(3k−1) + 3k−1FA(3),

FC(3k) = 3FC(3k−1) + 3k−1FC(3) + 2 · 3k−1 − 2

è íà÷àëüíûõ óñëîâèé: FC(3) = 1, FA(3) = 7 â îáùåì ñëó÷àå èëè FA(3) = 5
äëÿ êîëüöà õàðàêòåðèñòèêè 2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

14



Åñëè â êîëüöå K íåò ïðèìèòèâíûõ êîðíåé äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñòåïå-
íè 3k, íî òðîéêà îáðàòèìà, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ðàñøèðåíèå K3,n(x) =
K[x]/(x2·3n

+ x3n

+ 1), â êîòîðîì x ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì ñòåïåíè
3n+1.

Â êîëüöå K3,n(x) ñëîæåíèå (âû÷èòàíèå) âûïîëíÿåòñÿ çà 2 · 3n îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ (âû÷èòàíèÿ) â K, à ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ íà xm çàâèñèò îò m:
ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 9. Ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ íà xm ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ

±1 â êîëüöå K3,n(x) ñîñòàâëÿåò |m| îïåðàöèé âû÷èòàíèÿ â K, åñëè −3n ≤
m ≤ 3n, è 3n îïåðàöèé âû÷èòàíèÿ, èíà÷å (ò.å. åñëè 3n < m < 2 · 3n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 ≤ m ≤ 3n. Çàïèøåì ìíîãî÷ëåí f(x) ∈
K3,n(x) â âèäå a(x)x2·3n−m + b(x), ãäå deg a < m è deg b < 2 · 3n − m. Â
êîëüöå K3,n(x) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x)xm = b(x)xm − a(x)− a(x)x3n

,

èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî, íå ñ÷èòàÿ óìíîæåíèé íà −1, âû÷èñëåíèå êîýôôè-
öèåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ òðåáóåò m âû÷èòàíèé â K.

Â ñëó÷àå −3n ≤ m < 0 çàïèøåì f(x) = b(x)x−m + a(x). Òîãäà â ñèëó

f(x)xm = b(x)− a(x)x2·3n

− a(x)x3n

äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà òàêæå òðåáóåòñÿ |m| óìíîæå-
íèé.

Ïóñòü 3n < m < 2 · 3n. Ïðåäñòàâèì f(x) â âèäå a(x) + b(x)x2·3n−m +
c(x)x−m, ãäå deg a < 2 · 3n − m, deg b < 3n è deg c < m − 3n. Òîãäà äëÿ
âû÷èñëåíèÿ f(x)xm äîñòàòî÷íî 3n âû÷èòàíèé, ïîñêîëüêó

f(x)xm = a(x)xm − b(x)x3n

+ c(x)− b(x).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 10. Ëþáîå èç ïðåîáðàçîâàíèé ÄÏÔ3,ζ [K3,n(x)](γ0, ζc1γ1, ζc2γ2), ãäå
ζ = x3n

, c1, c2 ∈ {0, 1, 2}, ìîæåò áûòü âûïîëíåíî çà 13 · 3n îïåðà-

öèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ â K èëè çà 10 · 3n îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, åñëè

char K = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåñìîòðÿ íà äåâÿòü âîçìîæíîñòåé äëÿ âûáîðà ïàðà-
ìåòðîâ c1, c2, â äåéñòâèòåëüíîñòè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ, íà-
ïðèìåð, (c1, c2) ∈ {(0, 0), (0, 1), (1, 1)}. Êîìïîíåíòû ëþáîãî äðóãîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé êîìïîíåíò îäíîãî èç òðåõ ïåðå÷èñ-
ëåííûõ.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé c1 = c2 = 0, â êîòîðîì èçó÷àåìîå ïðåîáðàçîâà-
íèå ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì ÄÏÔ ïîðÿäêà 3. Çàïèøåì γi ∈ K3,n(x) â âèäå
ai(x) + x3n

bi(x), ãäå ai, bi � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè ìåíüøå 3n, i = 0, 1, 2.
Òîãäà ôîðìóëû (5) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

γ∗0 = (a0 + a1 + a2) + x3n

(b0 + b1 + b2),

γ∗1 = (a0 − a2 − (b1 − b2)) + x3n

(b0 − b1 + a1 − a2),

γ∗2 = (a0 − a1 + b1 − b2) + x3n

(b0 − b2 − (a1 − a2)).

Åñëè ïðåäñòàâèòü γ∗2 â âèäå

γ∗2 = a0 − a2 + ((b1 − b2)− (a1 − a2)) + x3n

(b0 − b1 + ((b1 − b2)− (a1 − a2))),

òî ñòàíåò ÿñíî, ÷òî âñå òðè êîìïîíåíòû γ∗i ìîæíî âû÷èñëèòü çà 13 îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 3n − 1.

Â êîëüöå õàðàêòåðèñòèêè 2 ôîðìóëû äëÿ γ∗i ïðèíèìàþò âèä

γ∗0 = (a0 + a1 + a2) + x3n

(b0 + b1 + b2),

γ∗1 = (a0 + a2 + b1 + b2) + x3n

(b0 + b1 + a1 + a2),

γ∗2 = (a0 + a1 + b1 + b2) + x3n

(b0 + b2 + a1 + a2).

Åñëè çàïèñàòü
γ∗2 = γ∗1 + (a1 + a2) + x3n

(b1 + b2),

òî íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò γ∗i ìîæíî îãðàíè-
÷èòüñÿ 10 ñëîæåíèÿìè ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 3n − 1.

Äðóãèå äâà ñëó÷àÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Íàïðèìåð, êîìïîíåí-
òû ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè c1 = c2 = 1 èìåþò âèä

(a0 − b1 − b2) + x3n

(b0 − (b1 − a2 + b2 − a1)),

(a0 − a1 + b1 − a2) + x3n

(b0 + b2 − a1),

(a0 + a1 − a2 + b2) + x3n

(b0 + b1 − a2),

îòêóäà âèäíî, ÷òî îíè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû çà 13 îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-
âû÷èòàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 3n − 1. Îñòàëüíûå ïóíêòû ïðî-
âåðêè ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ÷èòàòåëþ. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 11. ÄÏÔ ïîðÿäêà 3k íàä êîëüöîì K3,n(x), ãäå k ≤ n + 1, ìîæåò

áûòü ðåàëèçîâàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì íå áîëåå 4, 5k3n+k îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-

âû÷èòàíèÿ â K, à â ñëó÷àå char K = 2 � íå áîëåå 3, 5k3n+k îïåðàöèé

ñëîæåíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåàëèçàöèÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà 3k+1, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ
ëåììîé 4 ñ âûáîðîì ïàðàìåòðîâ S = 3 è T = 3k, ñâîäèòñÿ ê âûïîëíåíèþ

3k ÄÏÔ ïîðÿäêà 3, òðåõ ÄÏÔ ïîðÿäêà 3k è óìíîæåíèÿì íà x3n−kjt, ãäå
j = 1, 2 è t = 1, . . . , 3k − 1.

Ïóñòü m = c3n + m′, ãäå c ∈ Z è |m′| < 3n/2. Òîãäà âìåñòî óìíîæåíèÿ
íà xm áóäåì âûïîëíÿòü óìíîæåíèå íà xm′

, ïåðåíîñÿ óìíîæåíèå íà xc3n

âíóòðü âíåøíåãî ÄÏÔ ïîðÿäêà 3. Ïîñêîëüêó âõîäû ëþáîãî èç âíåøíèõ
ÄÏÔ èìåþò âèä γ(0),t, xlγ(1),t, x2lγ(2),t, ãäå l = 3n−kt < 3n, òî ïðè ñâåäåíèè

ê óìíîæåíèÿì íà xm′
âíåøíåå ÄÏÔ çàìåíÿåòñÿ îäíèì èç ïðåîáðàçîâàíèé

ëåììû 10.
Â ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïå óìíîæåíèé óìíîæåíèÿ íà êàæäóþ èç ñòåïå-

íåé xm′
, m′ = 3n−kt, t = −(3k − 1)/2, . . . , (3k − 1)/2, âûïîëíÿþòñÿ ïî äâà

ðàçà, ïîñêîëüêó

{2t mod 3k | t = 1, . . . , 3k − 1} = {1, . . . , 3k − 1}.

Ó÷èòûâàÿ ñëîæíîñòü êàæäîãî òàêîãî óìíîæåíèÿ êàê |m′|, ñëîæíîñòü ñîâî-
êóïíîñòè óìíîæåíèé îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

4 · 3n−k

3k−1
2∑

t=1

t = 3n−k 32k − 1
2

îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ â K.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëîæíîñòè Fn(3k+1) ïîñòðîåííîé ñõåìû èìååì ðå-

êóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

Fn(3k+1) ≤ 3Fn(3k) + 3kFn(3) + 3n+k/2,

êîòîðîå ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ Fn(3) = 13 · 3n (èëè Fn(3) = 10 · 3n äëÿ
êîëüöà õàðàêòåðèñòèêè 2) ðàçðåøàåòñÿ òàê, êàê çàÿâëåíî â óòâåðæäåíèè
ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 12. Óìíîæåíèå â êîëüöå K3,1(x) ìîæåò áûòü âûïîëíåíî çà 30
îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è 27 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ â K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ïåðåìíîæàåìûå ìíîãî÷ëåíûA(x), B(x) ∈
K3,1(x) â âèäå A(x) = A1(x)x3 +A0, B(x) = B1(x)x3 +B0, ãäå deg Ai, Bi ≤ 2.
Èõ ïðîèçâåäåíèå âû÷èñëèì ìåòîäîì Êàðàöóáû:

AB = A1B1x
6 + ((A1 −A0)(B0 −B1) + A1B1 + A0B0)x3 + A0B0.
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Îáîçíà÷èì C = (A1 − A0)(B0 − B1) = C1x
3 + C0, D = A0B0 = D1x

3 + D0,
E = A1B1 = E1x

3 + E0, ãäå deg C0, D0, E0 ≤ 2 è deg C1, D1, E1 ≤ 1. Òîãäà â
êîëüöå K3,1(x), ò.å. ïî ìîäóëþ x6 + x3 + 1, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

AB = Dx6 + (C + D + E)x3 + E = (C + D)x3 + (D − E) =

= ((D0 − C1) + C0 − E1)x3 + ((D0 − C1)− E0 −D1) = G1x
3 + G0.

Ïðîèçâåäåíèÿ C,D,E ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 2 âûïîëíèì ïðÿ-
ìîëèíåéíûì ñïîñîáîì çà 9 óìíîæåíèé è 4 ñëîæåíèÿ êàæäîå. Îñòàëüíûå
äåéñòâèÿ âûïîëíÿþòñÿ çà 18 îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ: èç íèõ øåñòü
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ A1 − A0, B0 − B1 è 12 � äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé G0, G1. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 7. Óìíîæåíèå â êîëüöå K3,n(x) ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïðè

ïîìîùè 13, 5 · 3nn(log2 n + O(1)) îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ, íå áîëåå

3n+2 · 2dlog2 ne îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è O(3n) îïåðàöèé ñêàëÿðíîãî óìíîæå-

íèÿ â K. Â ñëó÷àå êîëüöà õàðàêòåðèñòèêè 2 àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü ñî-

ñòàâëÿåò íå áîëåå 10, 5 · 3nn(log2 n + O(1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 5. Ïðè n ≥
2 ïðåäñòàâèì êîëüöî K3,n(x) êàê ðàñøèðåíèå êîëüöà K3,m(y) (ñïðàâåäëèâ
àíàëîã ëåììû 8):

K3,n(x) ∼= K3,m(y)[x]/(x3n−m

− y)

è âûáåðåì m = dn/2e. Êàê è â äâîè÷íîì ñëó÷àå, óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ

íàä K3,m(y) ïî ìîäóëþ x3n−m −y áóäåì âûïîëíÿòü êàê îáû÷íîå óìíîæåíèå
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 3n−m − 1 ñ ïîñëåäóþùèì ïðèâåäåíèåì ïî
ìîäóëþ.

Â îòëè÷èå îò äâîè÷íîãî ñëó÷àÿ (ââèäó îòñóòñòâèÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2·3n−m)
äëÿ óìíîæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ øåñòü ÄÏÔ ïîðÿäêà 3n−m = 3bn/2c: òðè ÄÏÔ
èñïîëüçóþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïî ìîäó-
ëþ x3n−m − 1, à òðè äðóãèõ � äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ

x3n−m − α3n−m

, ãäå α = y3n mod 2
, êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê ïîäñòàíîâêå x = αz è

âû÷èñëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ z3n−m − 1. Äåéñòâèòåëüíî,(
f(x) mod (xN − αN )

)
|x=αz= f(αz) mod (zN − 1).

Âûïîëíåíèå ëþáîãî èç ïðåîáðàçîâàíèé x = αz è z = x/α âûïîëíÿåòñÿ
â êîëüöå K3,n(x) ïîñðåäñòâîì O(3n−m) îïåðàöèé óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíè
y â êîëüöå K3,m(y), ò.å. âñåãî çà O(3n) àääèòèâíûõ îïåðàöèé â K, åñëè
ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ±1.
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Âîññòàíîâëåíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ K3,m(y)[x] ñòåïåíè íå âûøå 2N − 2
ïî îñòàòêàì f1 è fα îò äåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî íà xN − 1 è xN −αN ìîæíî
âûïîëíèòü ïî ôîðìóëå

f(x) =
1

αN − 1
(
(xN − 1)fα − (xN − αN )f1

)
,

ïðè÷åì ïðè N = 3n−m â ñèëó α2N +αN +1 = 0 ìíîæèòåëü (αN −1)−1 ðàâåí
−3−1(αN + 2). ßñíî, ÷òî îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà âîññòàíîâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà
òàêæå ìîæåò áûòü âûïîëíåíà çà O(3n−m) ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé è óìíîæå-
íèÿ íà ñòåïåíè y â êîëüöå K3,m(y), ò.å. âñåãî çà O(3n) ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé
â K.

Ïðèâåäåíèå ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè, ìåíüøåé 2 ·3n−m, ïî ìîäóëþ x3n−m −y
òàêæå ñâîäèòñÿ ê O(3n−m) îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ íà
ñòåïåíè y â êîëüöå K3,m(y) èëè ê O(3n) àääèòèâíûõ îïåðàöèé â K.

Äëÿ ÷èñåë µA(n) ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé è µM (n) íåñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé
â äàííîé ñõåìå ïðè n ≥ 2 ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

µA(n) ≤ 2 · 3bn/2cµA(dn/2e) + 6Fdn/2e(3bn/2c) + O(3n),

µM (n) ≤ 2 · 3bn/2cµM (dn/2e),

ãäå çíà÷åíèå Fdn/2e îïðåäåëÿåòñÿ èç ëåììû 11. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ðàçðåøà-
þòñÿ òàê, êàê çàÿâëåíî â óòâåðæäåíèè òåîðåìû, åñëè ïðè n = 1 âîñïîëüçî-
âàòüñÿ îöåíêàìè ëåììû 12. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî ìåòîä òåîðåìû 5 äàåò äëÿ ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìíîãî-
÷ëåíîâ ñóììàðíîé ñòåïåíè íå âûøå N − 1, ãäå N = 2k, àñèìïòîòè÷åñêóþ
îöåíêó 3N log2 N log2 log2 N , à ìåòîä òåîðåìû 7 â ñëó÷àå êîëüöà õàðàêòåðè-
ñòèêè 2 è N = 2 · 3k � áëèçêóþ îöåíêó 3, 32N log2 N log2 log2 N .
Çàìå÷àíèå. Óìíîæåíèå äâîè÷íûõ òðåõ÷ëåíîâ ìîæíî âûïîëíèòü çà 6
óìíîæåíèé è 12 ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé. Ïîýòîìó îöåíêè ÷èñëà óìíîæå-

íèé â ëåììå 12 è, êàê ñëåäñòâèå, â òåîðåìå 7 ìîãóò áûòü óìåíüøåíû â

1, 5 ðàçà öåíîé íåêîòîðîãî óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà àääèòèâíûõ îïåðàöèé.

7. Çàêëþ÷åíèå

Ñòðàòåãèþ óìíîæåíèÿ â ñëó÷àå 2−1, 3−1 /∈ K óêàçûâàåò ìåòîä Êàíòîðà�
Êàëòîôåíà [4]. Ñïîñîáîì òåîðåì 5 è 7, òîëüêî çàìåíÿÿ îáðàòíûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ÄÏÔ−1

N,ζ íåíîðìèðîâàííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ÄÏÔN,ζ−1 , âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ¾ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ¿

2N1fg = 2N1fg mod (x2n1 + 1), 3N2fg = 3N2fg mod (x2·3n2 + x3n2 + 1)
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ïðè ïîäõîäÿùèõ ni, Ni ∈ N, ãäå f, g � ïåðåìíîæàåìûå ìíîãî÷ëåíû. Îêîí-
÷àòåëüíî ïðîèçâåäåíèå fg ìîæíî âû÷èñëèòü êàê q2N1fg+s3N2fg, ãäå q, s �
êîýôôèöèåíòû Áåçó, ò.å. q2N1 + s3N2 = 1.

Âïðî÷åì, àêòóàëüíîñòü ðàçðàáîòêè áûñòðûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ íàä
òàêèìè äîñòàòî÷íî ýêçîòè÷åñêèìè êîëüöàìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîêà íåçíà÷è-
òåëüíîé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêòû 08�01�
00863 è 08�01�00632�à, ïðîãðàììû ¾Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû¿, ïðîåêò
ÍØ�4470.2008.1, è ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ÐÀÍ ¾Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìà-
òåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè¿ (ïðîåêò ¾Ñèíòåç è ñëîæíîñòü óïðàâëÿþùèõ
ñèñòåì¿).
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àññîöèàòèâíîñòü êîëüöàK. Ïîýòîìó âåçäå ïî òåêñòó êîëüöî ñëåäóåò ñ÷èòàòü
åùå è àññîöèàòèâíûì.

Çàìå÷àíèå îò 05.12.2010. Â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 9, 2 àáçàö, âìåñòî
¾|m| óìíîæåíèé¿ ñëåäóåò ÷èòàòü ¾|m| âû÷èòàíèé¿.
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Çàìå÷àíèå îò 02.04.2012. Â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 12 âìåñòî

AB = Dx6 + (C + D + E)x3 + E = . . .

ñëåäóåò ÷èòàòü

AB = Ex6 + (C + D + E)x3 + D = . . .

21


