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Î ãëóáèíå ñõåì äëÿ ìíîãîêðàòíîãî
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÷èñåë1

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ñõåì
èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèõ ìíîãîêðàòíîå ñëîæå-
íèå è óìíîæåíèå ÷èñåë ñ íåáîëüøîé ãëóáèíîé. Îáçîðíàÿ ëåêöèÿ, ïî-
ñâÿùåííàÿ ìèíèìèçàöèè ãëóáèíû òàêèõ ñõåì, áûëà ïðî÷èòàíà À. Â.
×àøêèíûì íà îäíîé èç ïðåäûäóùèõ øêîë ýòîé ñåðèè [6]. Ñõåìû
ñòðîÿòñÿ íàä áàçèñîì èç âñåõ äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ. Ïîíÿòèÿ ñëî-
æíîñòè è ãëóáèíû ñõåì èçëîæåíû â [3].

Â íà÷àëå 60-õ ãã. Þ. Ï. Îôìàí [2] è ðÿä çàðóáåæíûõ àâòîðîâ
(ñì. [8]) ïðåäëîæèëè ñïîñîá ðåàëèçàöèè óìíîæåíèÿ n-ðàçðÿäíûõ ÷è-
ñåë ñõåìîé ãëóáèíû O(log n). Â ýòîì ñïîñîáå óìíîæåíèå ñâîäèòñÿ ê
n-êðàòíîìó ñëîæåíèþ (êàê â øêîëüíîì ìåòîäå), êîòîðîå, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó ñëîæåíèþ ïðè ïîìîùè ñõåìû êîìïðåññî-
ðîâ.

Ïîä (p, q)-êîìïðåññîðîì, ãäå q < p, ïîíèìàåòñÿ ñõåìà, ïî íàáî-
ðó èç p ÷èñåë âû÷èñëÿþùàÿ q íîâûõ ÷èñåë ñ ñîõðàíåíèåì ñóììû, è
èìåþùàÿ ãëóáèíó, íå çàâèñÿùóþ îò ðàçðÿäíîñòè ñëàãàåìûõ. Ñàìûì
ïðîñòûì è íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì ÿâëÿåòñÿ (3,2)-êîìïðåññîð. Îí ïðå-
îáðàçóåò íàáîð èç òðåõ ÷èñåë X = [xk−1, . . . , x0], Y = [yk−1, . . . , y0],
Z = [zk−1, . . . , z0] â ïàðó ÷èñåë U = [uk, . . . , u1, 0] è V = [vk−1, . . . , v0],
òàêèõ, ÷òî U + V = X + Y + Z. Ïàðà ðàçðÿäîâ (ui+1, vi) âû÷èñëÿåò-
ñÿ ïîäñõåìîé, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1. Òàêèì îáðàçîì, k-ðàçðÿäíûé
(3,2)-êîìïðåññîð èìååò ñëîæíîñòü 5k è ãëóáèíó 3.

Ïðè îïòèìèçàöèè ãëóáèíû ñõåì èç (3,2)-êîìïðåññîðîâ ñóùåñòâåí-
íî èñïîëüçóåòñÿ íåñèììåòðè÷íîñòü ãëóáèí âûõîäîâ êîìïðåññîðà îò-
íîñèòåëüíî ãëóáèí âõîäîâ. Â ñòàíäàðòíîì ñïîñîáå èç äâóõ (3,2)-êîìï-
ðåññîðîâ ñòðîèòñÿ (4,2)-êîìïðåññîð, èñïîëüçóÿ êîòîðûé íåñëîæíî
ïîñòðîèòü ñõåìó ñâåäåíèÿ n-êðàòíîãî ñëîæåíèÿ ê îáû÷íîìó ñ ãëóáè-
íîé 4dlog2 ne − 3 (ýòà êîíñòðóêöèÿ îïèñàíà â [6] äëÿ äðóãîé èíòåð-
ïðåòàöèè âõîäîâ è ñ ìåíåå àêêóðàòíîé îöåíêîé ãëóáèíû).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(n) ãëóáèíó ìèíèìàëüíîé ðåàëèçàöèè ñâåäå-
íèÿ n-êðàòíîãî ñëîæåíèÿ ê îáû÷íîìó ñõåìîé èç (3,2)-êîìïðåññîðîâ.

1Ìàòåðèàëû VI ìîëîäåæíîé øêîëû ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæå-
íèÿì (Ìîñêâà, 16�21 àïðåëÿ 2007 ã.) � Ì.: Èçä-âî ÈÏÌ ÐÀÍ, 2007. � ×. II. �
Ñ. 40�45.
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Ðèñ. 1

Â äàëüíåéøåì äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ, ïîä âõîäàìè è âûõîäà-
ìè êîìïðåññîðà áóäóò ïîíèìàòüñÿ ÷èñëà-ñëàãàåìûå, ãëóáèíó ÷èñëà
îïðåäåëÿåò ðàçðÿä ñ íàèáîëüøåé ãëóáèíîé. Àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íàÿ
îöåíêà âåëè÷èíû D(n) áûëà ïîëó÷åíà â [8]. Ïóñòü λ = 1, 205 . . . �
åäèíñòâåííûé âåùåñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ λ3 + λ2 − λ − 2 = 0.
Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1 [8]. logλ n− 3, 3 < D(n) < logλ n + O(1).
Îòìåòèì, ÷òî logλ n ≈ 3, 71 log2 n. Íèæíÿÿ îöåíêà ñëåäóåò èç ñî-

îòíîøåíèÿ λD(n)+λD(n)−1 ≥ n, êîòîðîå âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ïðî-
ñòîé ëåììû.

Ëåììà 1. Ïóñòü a, b, c � ãëóáèíû âõîäîâ (3, 2)-êîìïðåññîðà; d
è d− 1 � ãëóáèíû âûõîäîâ, òîãäà λd + λd−1 ≥ λa + λb + λc.

Âåðõíÿÿ îöåíêà äîêàçûâàåòñÿ â [8] îáùèì, íî ïðàêòè÷åñêè íå ýô-
ôåêòèâíûì ìåòîäîì. Êîíñòàíòà, êîòîðàÿ ñêðûâàåòñÿ çà îáîçíà÷åíè-
åì O(1), äîñòàòî÷íî âåëèêà; êðîìå òîãî, ïîñòðîåííàÿ ìåòîäîì [8]
ñõåìà ñîäåðæèò ïðèìåðíî â øåñòü ðàç áîëüøå êîìïðåññîðîâ, ÷åì
íåîáõîäèìî. Íà ñàìîì äåëå, âåðíà

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî n > 3 âûïîëíåíî: D(n) > logλ n − 2, 7.
Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ñõåìà Λ ñâåäåíèÿ n-êðàòíîãî ñëîæåíèÿ

ê îáû÷íîìó, ñîñòîÿùàÿ èç n− 2 êîìïðåññîðîâ, ãëóáèíà êîòîðîé íå

ïðåâîñõîäèò logλ n − 0, 8, à ñëîæíîñòü � 5(nk + 4n − 2k), ãäå k �

ðàçðÿäíîñòü ñóììèðóåìûõ ÷èñåë.

Ïåðåä òåì, êàê äàòü ïîÿñíåíèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó, ââåäåì íåêîòî-
ðûå ïîíÿòèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü êîìïðåññîð ðàñïîëîæåííûì íà ãëóáèíå
d, åñëè åãî âûõîäû èìåþò ãëóáèíû d + 2 è d + 3. Ïóñòü T ⊂ N∪ {0}.
Ïîëîæèì σ(T ) =

∑
t∈T λt. ×åðåç Sr îáîçíà÷èì ñõåìó, îáðàçîâàííóþ
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êîìïðåññîðàìè ñõåìû S, ðàñïîëîæåííûìè íà ãëóáèíàõ, ìåíüøèõ r.
×åðåç T (Sr) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ãëóáèí âûõîäîâ ñõåìû Sr, â êî-
òîðîì ÷èñëà, ìåíüøèå r, çàìåíåíû íà r. Ïîëîæèì σ(Sr) = σ(T (Sr)).
Èç ëåììû 1 î÷åâèäíî, ÷òî

n = σ(S0) ≤ σ(S1) ≤ . . . ≤ σ(Sd−2) = λd + λd−1, (∗)

ãäå n � ÷èñëî âõîäîâ, à d � ãëóáèíà ñõåìû S.
Íèæíÿÿ îöåíêà òåîðåìû 2 ñëåäóåò èç (∗) è íåðàâåíñòâ

σ(S1)− σ(S0) ≥ n(λ− 1)/3, σ(Sd−2)− σ(Sd−6) ≥ λd−5(λ− 1),

ñïðàâåäëèâûõ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñõåìû S.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âåðõíåé îöåíêè èñïîëüçóåòñÿ î÷åâèäíûé ìå-

òîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî äîáàâëåíèÿ êîìïðåññîðîâ â ñõåìó, â êîòîðîì
êàæäûé î÷åðåäíîé êîìïðåññîð ðàñïîëàãàåòñÿ íà âîçìîæíî ìåíüøåé
ãëóáèíå. Ïðè îöåíêå ãëóáèíû ïîñòðîåííîé ñõåìû Λ êëþ÷åâîé ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, êîòîðàÿ äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè.

Ëåììà 2. Ïóñòü r > 0, à m0, m1 è m2 � ñîîòâåòñòâåííî êîëè-

÷åñòâî ÷èñåë r, r +1 è r +2 âî ìíîæåñòâå T (Λr). Òîãäà âûïîëíåíî:

m0 ≤ 2m1 + 2, m1 ≤ 1, 5m0 + 2m2, m2 ≤ m1.

Îáîçíà÷èì ∆r = σ(Λr+1) − σ(Λr). Ïî ïîñòðîåíèþ, ∆r = ar(λ −
1)λr, ar ∈ Z. Èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ar ≤ 2. Ïðè
ýòîì, åñëè ar = 2, òî, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, ar+1 = 0. Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå ad−4 ≤ 1 è ad−3 = 0 (ãäå d � ãëóáèíà Λ), ïîëó÷àåì

σ(Λd−2)− σ(Λ1) ≤ (λ− 1)
d−4∑
i=1

λi,

÷òî, ñ ó÷åòîì ∆0 ≤ (λ−1)(2+n/3), ïðèâîäèò ê îêîí÷àòåëüíîé îöåíêå
d < logλ n− 0, 8.

Îöåíêà ñëîæíîñòè ñõåìû Λ ñêëàäûâàåòñÿ èç âåëè÷èíû 5k(n− 2),
îòâå÷àþùåé ÷èñëó êîìïðåññîðîâ, è äîáàâî÷íîãî ÷ëåíà, îòâå÷àþùå-
ãî óäëèíåíèþ ÷èñåë-ñëàãàåìûõ ñ óâåëè÷åíèåì ãëóáèíû. Ïîñëåäíèé
îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé 20n, ÷òî âûâîäèòñÿ èç ñëåäóþùèõ ëåãêî ïðî-
âåðÿåìûõ ôàêòîâ: (1) êîëè÷åñòâî êîìïðåññîðîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà
ãëóáèíå r íå ïðåâîñõîäèò (λ+1)λd−r−1/(λ+2) è (2) âûõîä íåêîòîðîãî
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êîìïðåññîðà, èìåþùèé ãëóáèíó r, ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì (k + br/3c)-
ðàçðÿäíûì ÷èñëîì.

Íèæíÿÿ îöåíêà òåîðåìû 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ãëóáèíà ïîñòðåííîé
ñõåìû íå áîëåå ÷åì íà åäèíèöó îòëè÷àåòñÿ îò îïòèìàëüíîé. Ñõåìà,
ïîñòðîåííàÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì, èìååò õóäøóþ ãëóáèíó äëÿ âñåõ
n, êðîìå 4, 8, 16, 32, äëÿ êîòîðûõ îáà ìåòîäà äàþò îäèíàêîâûé ðå-
çóëüòàò.

Äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ñóììû âûõîäû ñõåìû êîìïðåñ-
ñîðîâ ïîäàþòñÿ íà âõîäû ñóììàòîðà. Ñóììàòîð n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë,
ïîñòðîåííûé ìåòîäîì Â. Ì. Õðàï÷åíêî [4], èìååò àñèìïòîòè÷åñêè
îïòèìàëüíóþ ãëóáèíó (1 + o(1)) log2 n. Äëÿ n â ïðåäåëàõ íåñêîëü-
êèõ òûñÿ÷ âûãîäíåå èñïîëüçîâàòü äðóãèå ìåòîäû, íàïðèìåð, ìåòîä
Ì. È. Ãðèí÷óêà ñ âåðõíåé îöåíêîé ãëóáèíû 2 log3(16bn/2c) (ñì. [1]).
Òàê, äëÿ óìíîæåíèÿ ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóåò ñõåìà óìíîæåíèÿ äâóõ n-ðàçðÿäíûõ
÷èñåë ñëîæíîñòè O(n2) è ãëóáèíû íå áîëåå 5(log2 n + 1).

Äëÿ ñðàâíåíèÿ, âàðèàíòîì ìåòîäà À. À. Êàðàöóáû [2] ìîæíî
ïîñòðîèòü ñõåìó ñ àñèìïòîòè÷åñêè ìåíüøèì ïîðÿäêîì ñëîæíîñòè
nlog2 3, íî ñ ãëóáèíîé (11+ o(1)) log2 n (ñì. [6], íî òàì ïðèâîäèòñÿ ìå-
íåå àêêóðàòíàÿ îöåíêà ãëóáèíû). Ìåòîä Êàðàöóáû îáû÷íî íå ïðèìå-
íÿåòñÿ ïðè n < 300. Âàðèàíò ìåòîäà Ø�åíõàãå�Øòðàññåíà [10] èìååò
ñëîæíîñòü O(n log n log log n) è ãëóáèíó (9+o(1)) log2 n, îäíàêî ïî÷òè
íå èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå.

Îòìåòèì, ÷òî êîìïðåññîðû óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèé
ïî ìîäóëþ 2k − 1 (ïåðåíîñÿ k-å ðàçðÿäû ïðîìåæóòî÷íûõ ñëàãàåìûõ
íà ìåñòî ìëàäøèõ). Â öåëÿõ ìèíèìèçàöèè ãëóáèíû äëÿ ðåàëèçàöèè
çàêëþ÷èòåëüíîãî ìîäóëÿðíîãî ñëîæåíèÿ äâóõ ÷èñåë ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü 2k-ðàçðÿäíûé ñóììàòîð.

Â çàêëþ÷åíèå íåñêîëüêî çàìå÷àíèé î ïðèìåíåíèè áîëåå ñëîæ-
íûõ êîìïðåññîðîâ. Ïðèìåðû êîìïðåññîðîâ, àñèìïòîòè÷åñêè áîëåå
ýôôåêòèâíûõ, ÷åì (3,2)-êîìïðåññîð, ïðèâîäèëèñü â ðàáîòàõ [5] (äëÿ
áàçèñà {∧,∨, ¯}) è [8]. Èçâåñòíû, íàïðèìåð, (5,3)-êîìïðåññîð è (6,3)-
êîìïðåññîð, èç êîòîðûõ ìåòîäîì [8] ñòðîÿòñÿ ñõåìû ñâåäåíèÿ n-êðàò-
íîãî ñëîæåíèÿ ê îáû÷íîìó ñ ãëóáèíîé àñèìïòîòè÷åñêè 3, 65 log2 n è
3, 57 log2 n ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî òàêæå ïîñòðîèòü (11,5)-êîìïðåñ-
ñîð ñ ïîêàçàòåëåì ýôôåêòèâíîñòè 3, 55 log2 n. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàè-
ëó÷øåé èçâåñòíîé àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè 3, 44 log2 n [7] èñïîëüçó-
þòñÿ ñõåìû èç ò. í. ïîëóêîìïðåññîðîâ [9].
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Ìåòîäû [7�9] ñóãóáî òåîðåòè÷åñêèå, îäíàêî ïðåäëîæåííûå êîì-
ïðåññîðû ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ ñõåì
íåáîëüøîé ãëóáèíû. Èñïîëüçóÿ (5,3) è (6,3)-êîìïðåññîðû íàðÿäó ñ
(3,2)-êîìïðåññîðàìè, ìîæíî ñòðîèòü ñõåìû ìåíüøåé ãëóáèíû, ÷åì
îïèñàíî âûøå, óæå ïðè ìàëûõ n, â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 32. Ñïåöè-
àëüíûé (7,3)-êîìïðåññîð ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü óìíîæåíèå ïî ìå-
òîäó Êàðàöóáû ñ ãëóáèíîé (10 + o(1)) log2 n. Óìåíüøåíèå ãëóáèíû
âî âñåõ ñëó÷àÿõ äîñòèãàåòñÿ öåíîé íåêîòîðîãî óâåëè÷åíèÿ ñëîæíî-
ñòè: êàæåòñÿ, íåèçâåñòíû (p, q)-êîìïðåññîðû, ó êîòîðûõ îòíîøåíèå
ñëîæíîñòè ê p− q ìåíüøå, ÷åì 5k, ãäå k �ðàçðÿäíîñòü ñëàãàåìûõ.

Àâòîð ïðèçíàòåëåí íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ñ. Á. Ãàøêîâó çà ïî-
ñòàíîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò
05�01�00994), ïðîãðàììû ¾Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû¿ (ïðîåêò ÍØ�
5400.2006.1) è ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëå-
íèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ÐÀÍ ¾Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå
ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè¿ (ïðîåêò ¾Ñèíòåç è ñëîæíîñòü
óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì¿).
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