
Òåìà 1. Àääèòèâíûå öåïî÷êè

Ñ. Á. Ãàøêîâ, È. Ñ. Ñåðãååâ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü çàäàíî ÷èñëî x, êîòîðîå òðå-
áóåòñÿ âîçâåñòè â íåêîòîðóþ íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü n. Êàê îáîéòèñü ïðè
ýòîì íàèìåíüøèì ÷èñëîì óìíîæåíèé? Ïåðâûì øàãîì î÷åâèäíî ñòàíåò
ïîëó÷åíèå x2. Äàëåå, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü x3, ïåðåìíîæèâ x è x2, ëèáî x4

âîçâåäåíèåì â êâàäðàò x2. È ò.ä. Â èòîãå âûïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

x, xa1 , xa2 , . . . , xn,

èç ñòåïåíåé x, êîòîðàÿ îêàí÷èâàåòñÿ íà xn. Ìîæíî íå ïåðåïèñûâàòü âñå
âðåìÿ x, è îñòàâèòü â çàïèñè òîëüêî ïîêàçàòåëè ñòåïåíè � îíè îáðàçóþò
àääèòèâíóþ öåïî÷êó.

Àääèòèâíîé öåïî÷êîé äëÿ ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ íà÷èíàþùàÿñÿ
ñ 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a0 = 1, a1, . . . , am = n,
â êîòîðîé êàæäîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êàêèõ-òî äâóõ ïðåäûäóùèõ
÷èñåë (âîçìîæíî ñîâïàäàþùèõ), ò.å. äëÿ âñåõ i ≥ 1 âûïîëíåíî ai = aj +
ak, j, k < i. Ïîä äëèíîé öåïî÷êè a0, a1, . . . , am ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî m.
×åðåç l(n) îáîçíà÷èì äëèíó êðàò÷àéøåé àääèòèâíîé öåïî÷êè äëÿ n.

Òàêèì îáðàçîì, âîçâåäåíèå â ñòåïåíü èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïîñòðî-
åíèå àääèòèâíîé öåïî÷êè äëÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè. Óäâîåíèÿ â àääèòèâ-
íîé öåïî÷êå ñîîòâåòñòâóþò âîçâåäåíèÿì â êâàäðàò, à ïðî÷èå ñëîæåíèÿ �
óìíîæåíèÿì.

Àääèòèâíàÿ öåïî÷êà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè êàæäûé åå ýëåìåíò
ðàâåí ñóììå ïðåäûäóùåãî ýëåìåíòà è êàêîãî-òî åùå, ò.å. äëÿ âñåõ i ≥ 1
âûïîëíåíî ai = ai−1 + aj, j < i. Äëèíà êðàò÷àéøåé ëèíåéíîé öåïî÷êè
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç l∗(n).

Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

l∗(n) ≥ l(n) ≥ λ(n),

ãäå λ(n) = blog2 nc, ïîñêîëüêó 2k � ýòî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå
ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè àääèòèâíîé öåïî÷êè äëèíû k.
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1 Áèíàðíûé ìåòîä

Ïóñòü n = [nk−1, nk−2, . . . , n0]. Èñïîëüçóÿ ñõåìó Ãîðíåðà, ìîæíî çàïèñàòü
ôîðìóëó

n = (. . . (2nk−1 + nk−2)2 + . . .+ n1)2 + n0,

ïî êîòîðîé âûïèñûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ àääèòèâíàÿ öåïî÷êà äëÿ ÷èñëà
n (âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ñëåâà íàïðàâî)

a0 = nk−1 = 1, a1 = 2a0 = 2, a2 = a1 + nk−2, a3 = 2a2, . . . ,

a2k−4 = a2k−5 + n1, a2k−3 = 2a2k−4, a2k−2 = a2k−3 + n0.

Óäàëèâ èç ïîñòðîåííîé öåïî÷êè ïîâòîðÿþùèåñÿ ýëåìåíòû, ïîëó÷èì îêîí-
÷àòåëüíî öåïî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ òàê íàçûâàåìîìó áèíàðíîìó (ïåðå-
áèðàþùåìó ðàçðÿäû ñëåâà íàïðàâî) àëãîðèòìó.

Íàïðèìåð, äëÿ ÷èñëà n = 19 = [10011] âûïèñûâàåòñÿ öåïî÷êà

1, 2, 2, 4, 4, 8, 9, 18, 19.

Óäàëÿÿ èç íåå ïîâòîðÿþùèåñÿ ýëåìåíòû, ïîëó÷àåì öåïî÷êó

1, 2, 4, 8, 9, 18, 19.

×òîáû ñðàçó ïîñòðîèòü öåïî÷êó áåç ïîâòîðåíèé, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ñëåäóþùèì ïðàâèëîì. Óäàëèì èç äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n åäèíèöó â
ñòàðøåì ðàçðÿäå, ïåðåä îñòàëüíûìè åäèíèöàìè âñòàâèì äâîéêè, à âñå
íóëè çàìåíèì íà äâîéêè. Â èòîãå ïîëó÷èòñÿ ñëîâî èç ñèìâîëîâ 1 è 2,
â êîòîðîì åäèíèöû îçíà÷àþò ïðèáàâëåíèå 1, à äâîéêè � óäâîåíèå. Íà-
ïðèìåð, äëÿ ÷èñëà n = 19 = [10011] ïîëó÷àåòñÿ ñëîâî 222121, êîòîðîìó
ñîîòâåòñòâóåò ïðèâåäåííàÿ âûøå àääèòèâíàÿ öåïî÷êà.

Ïóñòü ν(n) îáîçíà÷àåò âåñ ÷èñëà n, ò.å. êîëè÷åñòâî åäèíèö â äâîè÷íîé
çàïèñè.

Ëåììà 1. Äëèíà áèíàðíîé àääèòèâíîé öåïî÷êè äëÿ ÷èñëà n ðàâíà

λ(n) + ν(n)− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â îïèñàííîì âûøå áèíàðíîì ìåòîäå èñ-
ïîëüçóåòñÿ k−1 = λ(n) óäâîåíèé è ñòîëüêî ïðèáàâëåíèé åäèíèöû, ñêîëü-
êî íåíóëåâûõ ðàçðÿäîâ â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n, íå ñ÷èòàÿ ñòàðøåãî,
à èìåííî ν(n)− 1. Ëåììà äîêàçàíà.

2



Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàíî

l(n) ≤ λ(n) + ν(n)− 1.

Áèíàðíûé ìåòîä íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, ÷òî âèäíî èç ñëåäóþùåãî
ïðèìåðà. Ïóñòü n = s t, è ïîñòðîåíû àääèòèâíûå öåïî÷êè äëÿ s è t

1, a1, . . . , ai = s; 1, b1, . . . , bj = t.

Òîãäà äëÿ n âûïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ àääèòèâíàÿ öåïî÷êà

1, a1, . . . , ai = s, sb1, sb2, . . . , sbj = n.

Äëèíà åå ðàâíà ñóììå äëèí àääèòèâíûõ öåïî÷åê äëÿ ñîìíîæèòåëåé, ò.å.

l(st) ≤ l(s) + l(t).

Åñëè äëÿ âû÷èñëåíèÿ s è t èñïîëüçóþòñÿ áèíàðíûå öåïî÷êè, òî äëèíà
öåïî÷êè äëÿ n ñîñòàâèò λ(s) + λ(t) + ν(s) + ν(t) − 2. Ïðè n = 15 ýòèì
ñïîñîáîì âïåðâûå óëó÷øàåòñÿ ðåçóëüòàò áèíàðíîãî ìåòîäà (c 6 äî 5).

Ìîæíî îäíàêî äîêàçàòü, ÷òî ïðè n ≤ 14 è âîîáùå äëÿ âñåõ n ñ âåñîì
ν(n) ≤ 3 áèíàðíûé ìåòîä âñå æå äàåò êðàò÷àéøóþ öåïî÷êó.

2 Àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé ìåòîä

Ñëåäóþùèé ìåòîä åùå íàçûâàåòñÿ 2k-àðíûì ìåòîäîì Áðàóýðà.

Òåîðåìà 1 (Áðàóýð, 1939).

l(n) ≤ λ(n) + (1 + o(1))
λ(n)

λ(λ(n))
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k ∈ N, t = blog2k nc. Çàïèøåì ÷èñëî n â ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì 2k:

n = nt−12
k(t−1) + nt−22

k(t−2) + . . .+ n0.

Ïåðåïèøåì, èñïîëüçóÿ ñõåìó Ãîðíåðà:

n = (. . . (2knt−1 + nt−2)2
k + . . .)2k + n0.
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ àääèòèâíóþ öåïî÷êó:

1, 2, 3, . . . , 2k − 1, 2nt−1, 4nt−1, . . . , 2
knt−1, 2

knt−1 + nt−2, . . . . . . , n.

Ýòà öåïî÷êà èìååò äëèíó 2k − 2 + (k + 1)(t − 1). Ïðè k = λ(λ(n)) −
2λ(λ(λ(n))) (ïîëàãàÿ, ÷òî n ≥ 4) èìååì:

2k − 2 + (k + 1)(t− 1) ≤ c1
λ(n)

λ2(λ(n))
+ (k + 1)

(
λ(n)

k
+ c2

)
≤

≤ λ(n) +
λ(n)

k
+ c3

λ(n)

λ2(λ(n))
= λ(n) + (1 + o(1))

λ(n)

λ(λ(n))
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ìåòîä Áðàóýðà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèì â ñèëó äîêàçàí-

íîé Ï. Ýðäîøåì íèæíåé îöåíêè äëèíû àääèòèâíîé öåïî÷êè

l(n) ≥ λ(n) + (1− o(1)) λ(n)

λ(λ(n))
,

ñïðàâåäëèâîé äëÿ ïî÷òè âñåõ n ïðè n→∞.
Â îòíîøåíèè àáñîëþòíîé íèæíåé ãðàíèöû äëèíû àääèòèâíîé öåïî÷-

êè èçâåñòíà ãèïîòåçà

l(n) ≥ λ(n) + dlog2 ν(n)e.

Â 1975 ã. À. Ø�åíõàãå äîêàçàë ëèøü ÷óòü-÷óòü áîëåå ñëàáóþ îöåíêó

l(n) ≥ log2 n+ log2 ν(n)− 2, 13.

3 Àääèòèâíûå öåïî÷êè äëÿ ÷èñåë âèäà 2n− 1

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîñòðîåíèå àääèòèâíûõ öåïî÷åê äëÿ ÷èñåë ñïåöè-
àëüíîãî âèäà. Èçâåñòíàÿ íåäîêàçàííàÿ ãèïîòåçà Øîëüöà�Áðàóýðà ãëà-
ñèò:

l(2n − 1) ≤ n− 1 + l(n).

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êîðîòêèõ àääèòèâíûõ öåïî÷åê äëÿ ÷èñåë âèäà 2n− 1
ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé â íàøå âðåìÿ � ê íåé, íàïðèìåð, ñâîäèòñÿ çàäà÷à
èíâåðòèðîâàíèÿ â êîíå÷íîì ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2. Ãèïîòåçà Áðàóýðà
ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê.
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Òåîðåìà 2 (Áðàóýð, 1939).

l∗(2n − 1) ≤ n− 1 + l∗(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé öåïî÷êå

1, a1, . . . , am = n

ñòðîèòñÿ àääèòèâíàÿ öåïî÷êà äëÿ 2n − 1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûïèñû-
âàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1 = 21 − 1, 2a1 − 1, . . . , 2am − 1 = 2n − 1,

çàòåì â ïðîìåæóòêè ìåæäó ÷èñëàìè âñòàâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
óäâîåíèé. Òàê, ìåæäó ñîñåäíèìè ÷èñëàìè 2ak − 1 è 2ak+1 − 1, ãäå ak+1 =
ak + aj, ïîìåùàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç aj ýëåìåíòîâ

2(2ak − 1), 22(2ak − 1), . . . , 2ak+1−ak(2ak − 1) = 2ak+1 − 2aj .

Ïîñêîëüêó 2ak+1−1 = (2ak+1−2aj)+(2aj −1), òî èòîãîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé àääèòèâíîé öåïî÷êîé.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âî âñåõ âñòàâêàõ ñî-
ñòàâëÿåò n− 1. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ÷èñëî âñòàâëåííûõ
ïåðåä 2ai − 1 ýëåìåíòîâ ðàâíî ai − 1.

Äëÿ i = 0 ïðîâåðÿåìîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî âûïîëíåíî: ïåðåä ýëå-
ìåíòîì 2a0 − 1 = 1 ìû íè÷åãî íå âñòàâëÿåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî âû-
ïîëíåíî äëÿ âñåõ i ≤ k è ïóñòü ak+1 = ak + aj. Òîãäà ÷èñëî âñòàâëåííûõ
ïåðåä 2ak − 1 ýëåìåíòîâ ðàâíî ak − 1. Ñêëàäûâàÿ ýòî ÷èñëî ñ ÷èñëîì aj
âñòàâëÿåìûõ ìåæäó 2ak − 1 è 2ak+1 − 1 ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî âñåãî
ak − 1 + aj = ak+1 − 1 ýëåìåíòîâ âñòàâëÿåòñÿ ïåðåä ÷èñëîì 2ak+1 − 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ öåïî÷êà äëÿ 2n−1 èìååò äëèíó n+m−1.
Âûáèðàÿ m = l∗(n), ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.

Àíàëèçèðóÿ äîêàçàòåëüñòâî, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îíî ïðîõîäèò äëÿ
öåïî÷åê áîëåå îáùåãî âèäà, ÷åì ëèíåéíûå. Òàêèå öåïî÷êè íàçûâàþòñÿ
öåïî÷êàìè Õàíçåíà.

Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò n òàêèå, ÷òî l(n) < l∗(n) (íàèìåíüøåå òà-
êîå ÷èñëî � 12509), ò.å. íå âñåãäà óäàåòñÿ íàéòè ñðåäè êðàò÷àéøèõ öå-
ïî÷åê ëèíåéíóþ. Ýòîò ôàêò äîêàçàí Õàíçåíîì, ïðè÷åì â äîêàçàòåëü-
ñòâå èñïîëüçóþòñÿ öåïî÷êè Õàíçåíà. Â 2005 ã. áûëî îáíàðóæåíî ÷èñëî
n = 5784689, äëÿ êîòîðîãî ñðåäè êðàò÷àéøèõ öåïî÷åê íåò äàæå öåïî÷êè
Õàíçåíà.
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4 Âåêòîðíûå àääèòèâíûå öåïî÷êè

Ðàññìîòðèì äâà ìíîãîìåðíûõ îáîáùåíèÿ çàäà÷è î âîçâåäåíèè â ñòåïåíü
çà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî óìíîæåíèé.

1) Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü xn1
1 x

n2
2 · . . . · x

nk
k , èñõîäÿ èç x1, . . . , xk.

2) Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü xn1 , xn2 , . . . , xnk , çíàÿ x.
(Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ni 6= 0.)
Äëÿ ðàáîòû ñ ïåðâîé çàäà÷åé ââîäèòñÿ êîíöåïöèÿ âåêòîðíîé k-ìåðíîé

àääèòèâíîé öåïî÷êè, ñîñòîÿùåé èç âåêòîðîâ, â êîòîðûõ i-ÿ êîìïîíåíòà
ñîîòâåòñòâóåò ïîêàçàòåëþ ñòåïåíè ïðè xi. Òàêàÿ öåïî÷êà îïðåäåëÿåòñÿ ïî
àíàëîãèè ñ îáû÷íîé: îíà íà÷èíàåòñÿ ñ k áàçèñíûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ,
à êàæäûé ñëåäóþùèé âåêòîð ðàâåí ñóììå êàêèõ-ëèáî äâóõ ïðåäûäóùèõ.
Äëèíà êðàò÷àéøåé öåïî÷êè äëÿ âåêòîðà (n1, . . . , nk) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
l([n1, . . . , nk]), áàçèñíûå âåêòîðà ïðè ïîäñ÷åòå äëèíû íå ó÷èòûâàþòñÿ.

Òåîðåìà 3 (Ñòðàóñ). Ïóñòü n = maxni. Òîãäà

l([n1, . . . , nk]) ≤ λ(n) + (1 + o(1))
kλ(n)

λ(λ(n))
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ îáîáùåíèåì 2k-àðíîãî
ìåòîäà íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

Îáîçíà÷èì ~n = (n1, . . . , nk), è çàïèøåì ýòîò âåêòîð â ñèñòåìå ñ÷èñëå-
íèÿ ñ îñíîâàíèåì 2s:

~n = ~dt−12
s(t−1) + ~dt−22

s(t−2) + . . .+ ~d0 = (. . . (2s~dt−1 + ~dt−2)2
s + . . .)2s + ~d0,

ãäå t = blog2s nc, à êîìïîíåíòû âñåõ âåêòîðîâ ~di íå ïðåâîñõîäÿò 2s − 1.
Àääèòèâíàÿ öåïî÷êà äëÿ ~n íà÷èíàåòñÿ ñ âûïèñûâàíèÿ âñåâîçìîæíûõ

âåêòîðîâ d~ei, ãäå ~ei � áàçèñíûå âåêòîðà, à 2 ≤ d ≤ 2s − 1 (âñåãî k(2s − 2)

øòóê). Çàòåì èç íèõ îáðàçóþòñÿ âåêòîðà ~di (äëÿ ÷åãî òðåáóåòñÿ íå áîëåå
t(k − 1) øàãîâ). Åùå (s + 1)(t − 1) øàãîâ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû çàâåðøèòü
âû÷èñëåíèå ~n ïî ñõåìå Ãîðíåðà. Èòîãî, ïîñòðîåííàÿ öåïî÷êà èìååò äëèíó
íå áîëåå

t(k + s) + 2sk − (2k + s+ 1) ≤ λ(n) +
λ(n)

s
k + 2sk.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ ïðè âûáîðå s = λ(λ(n))− 2λ(λ(λ(n))).
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Çàìå÷àíèå. Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ íå ëó÷-
øèì èç âîçìîæíûõ. Íåóëó÷øàåìûé îñòàòî÷íûé ÷ëåí âûãëÿäèò êàêO(k)+
(1 + o(1)) R

log2 R
, ãäå R = log2(n1 · . . . · nk).

Ðàññìîòðèì âòîðóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ (îäíî-
ìåðíîé) àääèòèâíîé öåïî÷êè, ñîäåðæàùåé ÷èñëà n1, . . . , nk. Äëèíó êðàò-
÷àéøåé èç òàêèõ àääèòèâíûõ öåïî÷åê îáîçíà÷èì ÷åðåç l(n1, . . . , nk).

Çàäà÷è 1 è 2 ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè äðóã äðóãó â ñìûñëå, êîòîðûé
áóäåò ðàçúÿñíåí íèæå, à âåëè÷èíû l([n1, . . . , nk]) è l(n1, . . . , nk) ñâÿçàíû
ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì.

Òåîðåìà 4 (Ïèïïåíäæåð, Îëèâîñ).

l([n1, . . . , nk]) = l(n1, . . . , nk) + k − 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì óäîáíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó 3, îáîáùàþùóþ
çàäà÷è 1 è 2:

3) Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü íàáîð ìîíîìîâ x
ai,1
1 x

ai,2
2 · . . . ·x

ai,p
p , i = 1, . . . , q,

èñõîäÿ èç x1, . . . , xp.
Î ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è áóäåì ãîâîðèòü êàê î ðåàëèçàöèè ìàòðèöû

A = (ai,j) âåêòîðíûìè àääèòèâíûìè öåïî÷êàìè.

4.1 Ëåììà î ñëîæíîñòè òðàíñïîíèðîâàííîãî îòîáðà-

æåíèÿ

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ (ÑÔÝ). Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî ôóíêöèé B, àðãóìåíòû è çíà÷å-
íèÿ êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâóM . ÑÔÝ íàä áàçèñîì B � ýòî îðè-
åíòèðîâàííûé ãðàô áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ ñ âåðøèíàìè-âõîäàìè,
êîòîðûì ïðèïèñàíû ñèìâîëû ïåðåìåííûõ èëè êîíñòàíòû, è ôóíêöèî-
íàëüíûìè ýëåìåíòàìè â äðóãèõ âåðøèíàõ; íåêîòîðûå âåðøèíû îòìå÷å-
íû êàê âûõîäû. Âõîäû è âûõîäû ýëåìåíòîâ ñõåìû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
âM , à ñàìè ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû ðåàëèçóþò ôóíêöèè èç áàçèñà B.
Áîëåå ïîäðîáíîå îïðåäåëåíèå è äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ïðèâîäèò-
ñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ êóðñàõ. Ñëîæíîñòüþ ñõåìû S íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â íåé è îáîçíà÷àåòñÿ L(S), à ãëóáèíîé� ìàê-
ñèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â öåïî÷êå, âåäóùåé îò âõîäà ê âûõîäó ñõåìû,
êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ D(S). Ñëîæíîñòü (ãëóáèíà) ôóíêöèè f îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê ìèíèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü (ãëóáèíà) ñõåìû, ðåàëèçóþùåé äàííóþ
ôóíêöèþ. Îáîçíà÷åíèÿ: L(f) è D(f).
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Ðàññìîòðèì îïåðàòîð AX ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ñ öåëî÷èñëåííîé
ìàòðèöåé A ðàçìåðà p× q (p ñòîëáöîâ, q ñòðîê) íàä áàçèñîì {+} (çäåñü
” + ” � àññîöèàòèâíàÿ è êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ).

Ëåììà 2 (Ìèòÿãèí, Ñàäîâñêèé, 1965). L(AX) = L(ATX) + p− q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñõåìà S ðåàëèçóåò AX, ãäå X = (x1, . . . , xp) �
âåêòîð âõîäîâ ñõåìû. ×åðåç Y = (y1, . . . , yq) îáîçíà÷èì âûõîäû ñõåìû.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ÷èñëî (îðèåíòèðîâàííûõ) ïóòåé â ñõåìå, ñî-
åäèíÿþùèõ âõîä xi ñ âûõîäîì yj, ðàâíî ñîîòâåòñòâóþùåìó ýëåìåíòó ai,j
ìàòðèöû A. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè, ÷òî i-ÿ êîì-
ïîíåíòà âåêòîðà f(e), âû÷èñëÿåìîãî â ïðîèçâîëüíîé âåðøèíå e ñõåìû,
ðàâíà ÷èñëó ïóòåé ρ(e, xi), ñîåäèíÿþùèõ ýòó âåðøèíó ñ i-ì âõîäîì. Åñëè
e = xj (îñíîâàíèå èíäóêöèè), òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Åñëè óòâåðæäå-
íèå âåðíî äëÿ âåðøèí e1 è e2, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âõîäàìè äëÿ âåðøèíû
e, òî îíî âåðíî è äëÿ e, ò.ê. f(e) = f(e1) + f(e2) è ρ(e) = ρ(e1) + ρ(e2).

Ïóñòü r è v � ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî ðåáåð è âåðøèí â ñõåìå S. Òîãäà
L(S) = r − v + p (ïîñêîëüêó r = 2L(S) è L(S) = v − p). Ïðåîáðàçóåì
ñõåìó S ê ñõåìå S ′, âû÷èñëÿþùåé ATY .

Ñíà÷àëà óñòðàíèì ñëó÷àè èñïîëüçîâàíèÿ âûõîäîâ ñõåìû â êà÷åñòâå
âõîäîâ äëÿ äðóãèõ åå ýëåìåíòîâ. Äëÿ ýòîãî âûïóñòèì èç òàêèõ âûõîäîâ
âèñÿ÷èå ðåáðà, è ïåðåíåñåì âûõîäû íà ñâîáîäíûå êîíöû ýòèõ ðåáåð.

Ïîñëå ýòîãî îáðàòèì îðèåíòàöèþ ðåáåð ñõåìû. Âåðøèíû Y ñòàíîâÿò-
ñÿ âõîäàìè, à X � âûõîäàìè â íîâîé ñõåìå. Â ýòîé ñõåìå ìîãóò îêàçàòüñÿ
âåðøèíû, â êîòîðûå âõîäèò òîëüêî îäíî ðåáðî. Óäàëèì òàêèå ðåáðà, ñîâ-
ìåñòèâ êîíöû êàæäîãî èç íèõ (åñëè îäíèì èç êîíöîâ ðåáðà áûë âõîä
(âûõîä), òî âõîäîì (âûõîäîì) ñòàíîâèòñÿ ñîâìåùåííàÿ âåðøèíà). Òàê-
æå â ñõåìå ìîãóò îêàçàòüñÿ âåðøèíû, â êîòîðûå âõîäèò ïó÷îê èç áîëåå
÷åì äâóõ ðåáåð. Òàêèå ïó÷êè çàìåíèì ýêâèâàëåíòíûìè áèíàðíûìè äå-
ðåâüÿìè íà òåõ æå âõîäàõ. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ñõåìó S ′, â êîòîðîé â
êàæäóþ âåðøèíó êðîìå âõîäîâ âåäóò ïî äâà ðåáðà.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âî-ïåðâûõ, ÷èñëî ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ âåð-
øèíû xi è yj, íå èçìåíÿåòñÿ ïðè âñåõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñõåìà S ′ ðåàëèçóåò ìàòðèöó AT . Âî-âòîðûõ, ðàçíèöà ìåæäó ÷èñëîì ðå-
áåð è âåðøèí îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé (ïî ñóùåñòâó, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ,
÷òî ïðè çàìåíå ïó÷êà ñ t âõîäàìè áèíàðíûì äåðåâîì ìû äîáàâëÿåì â
ñõåìó t − 2 íîâûõ ðåáðà è ñòîëüêî æå íîâûõ âåðøèí). Êàê ñëåäñòâèå,
L(S ′) = r − v + q = L(S) + q − p. Ëåììà äîêàçàíà.
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4.2 Ñõåìíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ àääèòèâíîé öåïî÷êè

Ðàññìîòðèì k-ìåðíóþ àääèòèâíóþ öåïî÷êó c q âûõîäàìè. Îíà âû÷èñ-
ëÿåò íåêîòîðóþ ìàòðèöó A ðàçìåðà q × k. Öåïî÷êó ìîæíî èçîáðàçèòü
ãðàôè÷åñêè â âèäå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, âåðøèíàì êîòîðîãî äëÿ
óäîáñòâà ïðèïèñàíû ñèìâîëû ýëåìåíòîâ öåïî÷êè ai. Â âåðøèíó, êîòî-
ðîé ïðèïèñàí ñèìâîë ai, èäóò ðåáðà îò âåðøèí ñ ñèìâîëàìè aj, ak, ãäå
ai = aj + ak (â ñëó÷àå íåîäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ âûáèðàåòñÿ ïðîèç-
âîëüíîå èç âîçìîæíûõ ïðåäñòàâëåíèé).

Ïîñòðîåííûé ãðàô ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñõåìó. Äëÿ ýòîãî
òåì âåðøèíàì ãðàôà, êîòîðûì ïðèïèñàíû ñèìâîëû áàçèñíûõ åäèíè÷-
íûõ âåêòîðîâ, ïðèïèøåì ñèìâîëû ïåðåìåííûõ xi. Âåðøèíû ãðàôà èí-
òåðïðåòèðóþòñÿ êàê ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû, ðåàëèçóþùèå îïåðàöèþ
ñëîæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà ñõåìà íàä áàçèñîì {+}, ðåàëèçóþùàÿ ëè-
íåéíîå öåëî÷èñëåííîå ïðåîáðàçîâàíèå AX, ïðè÷åì ñëîæíîñòü ñõåìû ñîâ-
ïàäàåò ñ äëèíîé öåïî÷êè.

Îáðàùàÿ ïðîâåäåííîå ðàññóæäåíèå, çàìå÷àåì îáðàòíîå: íåêîòîðîé
ñõåìå, âû÷èñëÿþùåé ïðåîáðàçîâàíèå AX, ñîîòâåòñòâóåò öåïî÷êà, âû÷èñ-
ëÿþùàÿ ìàòðèöó A, è èìåþùàÿ äëèíó, ðàâíóþ ñëîæíîñòè ñõåìû.

Â ñèëó óñòàíîâëåííîé âûøå äâîéñòâåííîñòè çàäà÷ ðåàëèçàöèè ìàòðèö
A è AT ëèíåéíûìè ñõåìàìè, äâîéñòâåííîñòü èìååò ìåñòî è äëÿ àääèòèâ-
íûõ öåïî÷åê. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðà p× q. Òîãäà

l(A) = l(AT ) + p− q.

Èç ýòîãî ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò òåîðåìà 4.

Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû

1. Äàòü êîíñòðóêòèâíîå îïðåäåëåíèå àääèòèâíîé öåïî÷êå Õàíçåíà.
2. Äîêàçàòü òåîðåìó 1 äëÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê.
3. Äîêàçàòü, ÷òî ïðåäïîëàãàåìàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà äëèíû àääèòèâíîé öå-
ïî÷êè λ(n) + dlog2 ν(n)e íå ìîæåò áûòü ïîâûøåíà. Äëÿ ëþáîãî v ∈ N
ïðåäúÿâèòü ÷èñëî n âåñà v è àääèòèâíóþ öåïî÷êó äëÿ n äëèíû λ(n) +
dlog2 ve.
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