
Òåìà 2. Ñóììàòîðû

Ñ. Á. Ãàøêîâ, È. Ñ. Ñåðãååâ

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ (ÑÔÝ). Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî ôóíêöèé B, àðãóìåíòû è
çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó M . ÑÔÝ íàä áàçèñîì B �
ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ ñ âåðøèíàìè-
âõîäàìè, êîòîðûì ïðèïèñàíû ñèìâîëû ïåðåìåííûõ èëè êîíñòàíòû, è
ôóíêöèîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè â äðóãèõ âåðøèíàõ; íåêîòîðûå âåðøè-
íû îòìå÷åíû êàê âûõîäû. Âõîäû è âûõîäû ýëåìåíòîâ ñõåìû ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ â M , à ñàìè ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû ðåàëèçóþò ôóíêöèè
èç áàçèñà B. Áîëåå ïîäðîáíîå îïðåäåëåíèå è äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíî-
ñòè ïðèâîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ êóðñàõ. Ñëîæíîñòüþ ñõåìû S íàçû-
âàåòñÿ ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â íåé è îáîçíà÷àåòñÿ L(S), à
ãëóáèíîé � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â öåïî÷êå, âåäóùåé îò âõî-
äà ê âûõîäó ñõåìû, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ D(S). Ñëîæíîñòü (ãëóáèíà)
ôóíêöèè f îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü (ãëóáèíà) ñõåìû,
ðåàëèçóþùåé äàííóþ ôóíêöèþ. Îáîçíà÷åíèÿ: L(f) è D(f).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ n-ðàçðÿäíîãî ñóììàòîðà � ñõåìû ñëî-
æåíèÿ äâîè÷íûõ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë

A = [an−1, an−2, . . . , a0] è B = [bn−1, bn−2, . . . , b0]

(ñõåìà ñòðîèòñÿ íàä áàçèñîì äâóìåñòíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé). Ñóììó ÷è-
ñåë A è B îáîçíà÷èì ÷åðåç Z = [zn, zn−1, . . . , z0].

Ëåììà 1. Ìîæíî ïîñòðîèòü n-ðàçðÿäíûé ñóììàòîð Sn, òàêîé, ÷òî

L(Sn) = 5n− 3; D(Sn) = 2n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ èçâåñòíûé ìåòîä ñëî-
æåíèÿ ¾ñòîëáèêîì¿. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ xi = ai + bi (¾+¿ â áóëåâûõ
âûðàæåíèÿõ áóäåò îçíà÷àòü ñóììó ïî ìîäóëþ 2) è yi = aibi. Ìåòîä çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà êàæäîì øàãå âû÷èñëÿåòñÿ î÷åðåäíîé ðàçðÿä
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÷èñëà Z ïî ôîðìóëå zi = xi + ci, ãäå ci � ïåðåíîñ èç ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ,
è ñëåäóþùèé ïåðåíîñ ci+1 = yi + xici.

Âñå xi è yi âû÷èñëÿþòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ 2n è ãëóáèíîé 1. Ïî 3 îïåðà-
öèè íåîáõîäèìî äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàæäîé ïàðû zi è ci+1, çà èñêëþ÷åíèåì
ñàìîé ïåðâîé, ò.ê. z0 = x0 è c1 = y0, è ñòàðøåãî ðàçðÿäà zn = cn. Ëåã-
êî âèäåòü, ÷òî c1 âû÷èñëÿåòñÿ íà ãëóáèíå 1, c2 � íà ãëóáèíå 3 è ò.ä., è
îêîí÷àòåëüíî cn = zn âû÷èñëÿåòñÿ íà ãëóáèíå 2n− 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

L(Sn) = 2n + 3(n− 1) = 5n− 3; D(Sn) = 2n− 1.

Í. Ï. Ðåäüêèí â 1981 ã. ïîêàçàë, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ñõåìà � ìèíèìàëü-
íàÿ ïî ñëîæíîñòè (äîêàçàòåëüñòâî îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó íàèáîëåå ñëîæíûõ
â êëàññå íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè êîíêðåòíûõ ôóíêöèé).

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ãëóáèíû ñõå-
ìû ñóììàòîðà. Äëÿ åå ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî óìåòü ðåàëèçîâûâàòü ôóíê-
öèè ïåðåíîñà ci ñ íåáîëüøîé ãëóáèíîé. Äëÿ âñåõ i ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

ci = yi−1 + xi−1(yi−2 + xi−2(. . . (y1 + x1y0) . . .)).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

Fi(yi−1, xi−1, . . . , x1, y0) = yi−1 + xi−1(yi−2 + xi−2(. . . (y1 + x1y0) . . .)).

Ïåðåìåííûå xi è yi çäåñü ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.
Ââåäåì òàêæå ñîêðàùåíèÿ:

Fi(k) = Fi(yk+i−1, xk+i−1, . . . , xk+1, yk), Fi = Fi(0).

1 Ìåòîä çîëîòîãî ñå÷åíèÿ

Ëåììà 2.

Fn = Fk(n− k) + xn−1 · . . . · xn−kFn−k.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ðàñêðûòü âíåøíèå k−1 ñêîáîê â îïðå-
äåëåíèè Fi.

Ïóñòü {Φi} = 1, 1, 2, 3, 5, 8, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è, â
êîòîðîé Φi = bϕi/

√
5e è ϕ = (

√
5 + 1)/2 � ïðîïîðöèÿ çîëîòîãî ñå÷åíèÿ

(bxe îáîçíà÷àåò áëèæàéøåå öåëîå ê ÷èñëó x). Ñïðàâåäëèâà ëåììà

Ëåììà 3. D(FΦm) ≤ m− 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî D(FΦ2) = 0 è D(FΦ3) = 2.

Ïóñòü âûïîëíåíî D(FΦm) ≤ m − 1 è D(FΦm−1) ≤ m − 2. Çàìåòèì
äàëüøå, ÷òî êîíúþíêöèÿ n ïåðåìåííûõ ðåàëèçóåòñÿ ñ ãëóáèíîé dlog2 ne.
Â ÷àñòíîñòè, êîíúþíêöèÿ Φm ïåðåìåííûõ ðåàëèçóåòñÿ ñ ãëóáèíîé íå
áîëåå m− 2, ò.ê. Φi ≤ 2i−2 äëÿ âñåõ i ≥ 2.

Îêîí÷àòåëüíî, ñîîòíîøåíèå D(FΦm+1) ≤ m ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé
ëåììû ïðè âûáîðå ïàðàìåòðîâ n = Φm+1 è k = Φm, ò.ê. Φm+1 = Φm +
Φm−1.

Ñëåäñòâèå 1.

D(Fn) ≤ dlogϕ(
√

5n)e − 1 < logϕ n + 1, 68.

Îöåíêà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî n íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è ñ
èíäåêñîì dlogϕ(

√
5n)e.

Îöåíèì ñëîæíîñòü ìåòîäà. Îáîçíà÷èì L(n, d) ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè
âñåõ ôóíêöèé Fi(yi−1, . . . , y0) äëÿ i ≤ n îäíîé ñõåìîé ñ ãëóáèíîé d.

Ëåììà 4.

L(Φm,m− 1) ≤ (m + 1)Φm+1.

Áóäåì ñòðîèòü ñõåìó, âû÷èñëÿþùóþ íå òîëüêî âñå Fi, íî è âñå êîíú-
þíêöèè xi−1 · . . . · x0, i = 1, . . . , n (åå ñëîæíîñòü îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln).
Äîêàæåì, ÷òî LΦm ≤ (m + 1)Φm+1. Î÷åâèäíî, ýòî âåðíî ïðè m = 1, 2.

Ðàññìîòðèì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Ïðè n = Φm+1 âîñïîëüçóåìñÿ ñõå-
ìàìè, ðåàëèçóþùèìè

Fi, i = 1, . . . ,Φm−1,

xi−1 · . . . · x0, i = 1, . . . ,Φm−1,

Fi(Φm−1), i = 1, . . . ,Φm,

xi+Φm−1−1 · . . . · xΦm−1 , i = 1, . . . ,Φm,

Íåäîñòàþùèå ôóíêöèè FΦm−1+1, . . . , FΦm+1 âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè
ëåììû 2, äëÿ ÷åãî òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíî 2Φm ôóíêöèîíàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ. Åùå Φm ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ òðåáóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
îñòàâøèõñÿ êîíúþíêöèé. Èìååì,

LΦm+1 ≤ LΦm + LΦm−1 + 3Φm ≤ (m + 1)Φm+1 + mΦm + 3Φm ≤
≤ (m + 2)Φm+2 − Φm+1 + Φm < (m + 2)Φm+2.
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Ëåììà äîêàçàíà.
Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì, ÷òî ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè íàáîðà ôóíê-

öèé Fi, i ≤ n â ìåòîäå çîëîòîãî ñå÷åíèÿ ñîñòàâëÿåò O(n log n). Çíà÷èò,
ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 2. Ìîæíî ðåàëèçîâàòü n-ðàçðÿäíûé ñóììàòîð ñõåìîé ñëîæ-

íîñòè O(n log n) è ãëóáèíû logϕ n + O(1).

2 Ìåòîä Õðàï÷åíêî

Ìåòîä Â. Ì. Õðàï÷åíêî ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå ãëóáèíà ñëîæåíèÿ
n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ñîñòàâëÿåò àñèìïòîòè÷åñêè log2 n.

Ïóñòü n = k1 + . . . + kr, à mi = ki+1 + . . . + kr. Èòåðèðóÿ ôîðìóëó
ëåììû 2, ïîëó÷àåì ôîðìóëó

Fn = Fk1(m1) + xn−1 · . . . · xm1·
· (. . . (Fkr−1(mr−1) + xmr−2−1 · . . . · xmr−1Fkr) . . .), (?)

è äàëåå, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè:

Fn = Fk1(m1) + xn−1 · . . . · xm1Fk2(m2) + . . . . . .

. . . . . . + xn−1 · . . . · xmr−2Fkr−1(mr−1) + xn−1 · . . . · xmr−1Fkr . (∗)

Ëåììà 5. Ïóñòü C2
l < m ≤ C2

l+1. Òîãäà

D(F2m) ≤ m + l + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî D(F
2
C2
l
) ≤ C2

l+1, î÷åâèäíî ñïðà-
âåäëèâîå ïðè l = 2. Äëÿ èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà
(∗) ñ ïàðàìåòðàìè n = 2C2

l+1 , r = 2l è k1 = . . . = kr = 2C2
l . Ñëàãàåìûå

ôîðìóëû (∗) ðåàëèçóþòñÿ ñ ãëóáèíîé C2
l+1 + 1, ò.ê. D(Fkj) ≤ C2

l+1 ïî
ïðåäïîëîæåíèþ, à äëÿ îöåíêè ãëóáèíû êîíúþíêöèè k1 + . . . + kj ïåðå-
ìåííûõ èñïîëüçóåòñÿ íåðàâåíñòâî log2(k1 + . . . + kj) < C2

l + l = C2
l+1, ãäå

j = 1, . . . , r. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Fn, ïðåäñòàâëåííàÿ â âèäå ñóììû
2l ñëàãàåìûõ, âû÷èñëÿåòñÿ íà ãëóáèíå C2

l+1 + 1 + l = C2
l+2.

Òåïåðü, äëÿ n = 2m, ãäå C2
l < m ≤ C2

l+1, èñïîëüçóåì (∗) ñ ïàðàìåòðàìè
r = 2m−C2

l è k1 = . . . = kr = 2C2
l . Ëåììà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 3.

D(Fn) < log2 n +
√

2 log2 n + 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ C2
l < m ≤ C2

l+1 ñëåäóåò, ÷òî
l = d(

√
1 + 8m− 1)/2e. Òîãäà

D(Fn) ≤ dlog2 ne+

⌈√
1 + 8dlog2 ne − 1

2

⌉
+ 1 ≤

≤ dlog2 ne+
⌈√

2 log2 n
⌉

+ 1 < log2 n +
√

2 log2 n + 3.

Ïðè ïåðåõîäå èñïîëüçóåòñÿ ñïðàâåäëèâîå ïðè x ≥ 2 íåðàâåíñòâî:√
1 + 8dxe − 1 <

√
9 + 8x− 1 ≤ 2

√
2x,

à ïðè n = 2, 3 ñîîòíîøåíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîñòðîèòü n-ðàçðÿäíûé ñóììàòîð ãëóáèíû

log2 n +
√

2 log2 n + O(1). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñëîæíîñòü òàêîãî ñóì-

ìàòîðà ñîñòàâëÿåò O
(
c
√

log2 nn
)
.

3 Ëèíåàðèçàöèÿ ñëîæíîñòè

Ïóñòü n ≤ rk. Ïîëîæèì â ôîðìóëå (?) âñå ki = k. Äëÿ i = 0, . . . , r − 1
ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

Yi = Fk(y(i+1)k−1, . . . , yik), Xi = x(i+1)k−1 · . . . · xik.

Òîãäà (?) ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

Fn(yn−1, . . . , y0) = Yr−1 + Xr−1(Yr−2 + Xr−2(. . . (Y1 + X1Y0) . . .)) =

= Fr(Yr−1, . . . , Y0).

(Åñëè i ≥ n, òî ïîëàãàåòñÿ xi = 1 è yi = 0.)
Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî èìåþòñÿ äâà ìåòîäà (óñëîâíî íàçîâåì èõ ìå-

òîäîì A è ìåòîäîì B) ðåàëèçàöèè íàáîðà ôóíêöèé F1, . . . , Fs âìåñòå
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîíúþíêöèÿìè xi−1 · . . . · x0, i = 1, . . . , s. Ïîñòðî-
èì íîâûé ìåòîä, íàçîâåì åãî ìåòîäîì C. Îáîçíà÷èì LI(s), DI(s) ñëîæ-
íîñòü è ãëóáèíó ðåàëèçàöèè óêàçàííîãî íàáîðà ôóíêöèé ìåòîäîì I, ãäå

5



I ∈ {A,B,C}. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè íàäëåæàùåì âûáî-
ðå ïàðàìåòðîâ ñëîæíîñòü ìåòîäà C áóäåò ¾áëèçêà¿ ê ñëîæíîñòè ìåòîäà
A, à ãëóáèíà � ê ãëóáèíå ìåòîäà B.

Ìåòîä C çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
1. Äëÿ âñåõ j = 0, . . . , r − 1 ðåàëèçóþòñÿ íàáîðû ôóíêöèé

Fl(yjk+l−1, . . . , yjk) è êîíúþíêöèè xjk+l−1 · . . . ·xjk, l = 1, . . . , k, ìåòîäîì A.
2. Äëÿ âñåõ j = 1, . . . , r âû÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèè

Fjk(yjk−1, . . . , y0) = Fj(Yj−1, . . . , Y0)

è âìåñòå ñ íèìè êîíúþíêöèè Kj = Xj−1 · . . . ·X0 ìåòîäîì B.
3. Äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , r − 1 âû÷èñëÿþòñÿ âñå ôóíêöèè

Fjk+l(yjk+l−1, . . . , y0), l = 1, . . . , k − 1, ïî ôîðìóëàì

Fjk+l(yjk+l−1, . . . , y0) = Fl(yjk+l−1, . . . , yjk)+xjk+l−1·. . .·xjkFjk(yjk−1, . . . , y0)

è íåîáõîäèìûå êîíúþíêöèè

xjk+l−1 · . . . · x0 = (xjk+l−1 · . . . · xjk) ·Kj.

Ëåììà 6. Åñëè (r − 1)k < n ≤ rk, òî

LC(n) ≤ rLA(k) + LB(r) + 3n, DC(n) ≤ DA(k) + DB(r) + 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêè ñëîæíîñòè è ãëóáèíû ïîñòðîåííîé ìåòîäîì C
ñõåìû ñêëàäûâàþòñÿ èç ñóììû ñëîæíîñòåé è ãëóáèí ðåàëèçàöèè øàãîâ
1�3.

Øàã 1 ðåàëèçóåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ rLA(k) è ãëóáèíîé DA(k). Øàã
2 � ñî ñëîæíîñòüþ LB(r) è ãëóáèíîé DB(r). Øàã 3 � ñî ñëîæíîñòüþ
3(r − 1)(k − 1) ≤ 3n è ãëóáèíîé 2. Ñêëàäûâàÿ îöåíêè íà âñåõ øàãàõ,
ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ ëåììû.

Ïðèìåíèì îïèñàííûé ñïîñîá ê ïîñòðîåíèþ ñáàëàíñèðîâàííûõ ïî ñëîæ-
íîñòè è ãëóáèíå ñóììàòîðîâ. Ïðèìåì çà îñíîâó ñòàíäàðòíûé ìåòîä, èìå-
þùèé ñëîæíîñòü 3(n− 1) è ãëóáèíó 2(n− 1).

À) Âûáåðåì k, r ∼
√
n è ñòàíäàðòíûé ìåòîä â êà÷åñòâå êàê ìåòîäà A,

òàê è ìåòîäà B. Ïîëó÷èì ìåòîä ñëîæíîñòè O(n) è ãëóáèíû O(
√
n).

Á) Âûáåðåì k ∼ log n, òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííûé ìåòîä â êà÷åñòâå ìåòî-
äà A è ìåòîä çîëîòîãî ñå÷åíèÿ � â êà÷åñòâå ìåòîäà B. Ïîëó÷èì ìåòîä ëè-
íåéíîé ñëîæíîñòè O(n) è ëîãàðèôìè÷åñêîé ãëóáèíû logϕ n + O(

√
log n).
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Â) Âûáåðåì k ∼
√

log n, ñòàíäàðòíûé ìåòîä â êà÷åñòâå ìåòîäà A è
òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííûé ìåòîä � â êà÷åñòâå ìåòîäà B. Ïîëó÷èì ìåòîä
ñëîæíîñòè 6n + o(n) è ãëóáèíû logϕ n + O(

√
log n).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íå âû÷èñëÿòü êîíúþíêöèè, òî îöåíêà ñëîæíîñòè
ïîñëåäíåãî ìåòîäà ïîíèçèòñÿ äî 5n + o(n). Òàê êàê äëÿ ïîñòðîåíèÿ n-
ðàçðÿäíîãî ñóììàòîðà ñõåìó, âû÷èñëÿþùóþ íàáîð ôóíêöèé Fi, äîñòà-
òî÷íî äîïîëíèòü 3n ôóíêöèîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4. Ìîæíî ðåàëèçîâàòü n-ðàçðÿäíûé ñóììàòîð ñõåìîé ñëîæ-

íîñòè 8n + o(n) è ãëóáèíû logϕ n + o(log n).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ ìåòîäà Õðàï÷åíêî.
Íàèëó÷øàÿ èçâåñòíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ãëóáèíû ñõåìû ñëîæåíèÿ n-ðàç-
ðÿäíûõ ÷èñåë ïîëó÷åíà Ì. È. Ãðèí÷óêîì è ñîñòàâëÿåò log2 n+log2 log2 n+
O(1).

Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû

1. Ïîêàçàòü, ÷òî ãëóáèíà n-ðàçðÿäíîãî ñóììàòîðà íå ïðåâîñõîäèò
D(Fn) + 1.
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