
Òåìà 3. Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ñ. Á. Ãàøêîâ, È. Ñ. Ñåðãååâ

Ïóñòü K � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.
Îïðåäåëåíèå: ýëåìåíò ζ ∈ K ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì ñòåïåíè

N ∈ N, åñëè ζN = 1, è íèêàêîé èç ýëåìåíòîâ ζN/p − 1, ãäå p � ïðîñòîé
äåëèòåëü N , íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â K. (Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíò a
íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò b, òàêîé,
÷òî ab = 0.)

Îïðåäåëåíèå: äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå (ÄÏÔ) ïîðÿäêà N
íàçûâàåòñÿ (KN → KN)-ïðåîáðàçîâàíèå

ÄÏÔN,ζ(γ0, . . . , γN−1) = (γ∗0 , . . . , γ
∗
N−1), γ∗j =

N−1∑
i=0

γiζ
ij. (∗)

ãäå ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè N .

1 Îñíîâíîå ñâîéñòâî ÄÏÔ

Ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî ÄÏÔ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ëåììà 1. Ïóñòü ýëåìåíòû γ∗j îïðåäåëÿþòñÿ èç (∗). Òîãäà

ÄÏÔN,ζ−1(γ∗0 , . . . , γ
∗
N−1) = (Nγ0, . . . , NγN−1),

ãäå ïîä N â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû ïîíèìàåòñÿ ñóììà N åäèíèö êîëüöà.

Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû, óñòàíîâèì íåñêîëü-
êî âñïîìîãàòåëüíûõ ôàêòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ýëåìåíò a ∈ K íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, è
a = cd, òî ìíîæèòåëè c è d òàêæå íå ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè, ñêàæåì, ce = 0 è e 6= 0, òî ae = (ce)d = 0, îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî a � äåëèòåëü íóëÿ.
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Ëåììà 2. Åñëè ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè N , òî ïðè ëþáîì

l = 1, . . . , N − 1
N−1∑
i=0

ζ il = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå

0 = ζ lN − 1 = (ζ l − 1)
N−1∑
i=0

ζ il.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ ñëåäóåò, ÷òî N � ýòî ìèíèìàëüíûé
íàòóðàëüíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè n, ïðè êîòîðîì ζn = 1, ïîýòîìó ζ l−1 6=
0. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî ζ l−1 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, ëèáî

∑N−1
i=0 ζ il = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ïåðâîå íåâîçìîæíî.
Ïóñòü m = ÍÎÄ(l, N). Ïî ñâîéñòâó íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ,

ñóùåñòâóþò öåëûå q, s, òàêèå, ÷òî m = ql+ sN , ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî q � ïîëîæèòåëüíî. Â òàêîì ñëó÷àå ζm− 1 = ζql− 1 äåëèòñÿ íà ζ l− 1.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó m < N , íàéäåòñÿ ïðîñòîå p, òàêîå, ÷òî
m | (N/p). Òîãäà (ζm − 1) | (ζN/p − 1). Îêîí÷àòåëüíî, èìååì (ζ l − 1) |
(ζN/p − 1). Ïîñêîëüêó ýëåìåíò ζN/p − 1 íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, òî
è ζ l − 1 íå ìîæåò áûòü äåëèòåëåì íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

∑N−1
i=0 ζ il = 0.

Ëåììà äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Â âåêòîðå ÄÏÔN,ζ−1(γ∗0 , . . . , γ

∗
N−1) ðàññìîòðèì

ïðîèçâîëüíóþ j-þ êîìïîíåíòó:

N−1∑
i=0

γ∗i ζ
−ij =

N−1∑
i=0

N−1∑
k=0

γkζ
kiζ−ij =

N−1∑
k=0

N−1∑
i=0

γkζ
i(k−j) =

N−1∑
k=0

γk

N−1∑
i=0

(ζk−j)i.

Âíóòðåííÿÿ ñóììà, êàê ñëåäóåò èç ëåììû 2, ðàâíà íóëþ âî âñåõ ñëó-
÷àÿõ, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ k − j = 0, â êîòîðîì ýòà ñóììà ðàâíà N .
Ïîýòîìó, ïðîäîëæàÿ âûêëàäêó, ïîëó÷àåì Nγj, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Ëåììà
1 äîêàçàíà.

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ýëåìåíò N = 1 + . . . + 1 ∈ K
îáðàòèì, òî îïðåäåëåíî îáðàòíîå ê ÄÏÔ ïðåîáðàçîâàíèå

ÄÏÔ−1
N,ζ = N−1ÄÏÔN,ζ−1 .
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2 Ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÄÏÔ

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí Γ(x) = γ0+. . .+γN−1x
N−1. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ,

ÄÏÔN,ζ(γ0, . . . , γN−1) =
(
Γ(ζ0), . . . ,Γ(ζN−1)

)
.

Ñìûñë îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÄÏÔ−1
N,ζ çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèè

êîýôôèöèåíòîâ åäèíñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè, ìåíüøåé N , èìåþ-
ùåãî çàäàííûé íàáîð çíà÷åíèé â òî÷êàõ ζ0, . . . , ζN−1.

Ôîðìàëüíî, ñâÿçü ìåæäó ÄÏÔ è èíòåðïîëÿöèåé îïèñûâàåòñÿ ñëåäó-
þùåé ëåììîé:

Ëåììà 3. Ïðåîáðàçîâàíèå ÄÏÔN,ζ çàäàåò èçîìîðôèçì: K[x]/(xN−1)→
KN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî ÄÏÔ ñîõðàíÿåò îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ: â êîëüöå K[x]/(xN − 1) ýòè îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ êàê ñ
îáû÷íûìè ìíîãî÷ëåíàìè, òîëüêî ñ ïîñëåäóþùèì ïðèâåäåíèåì ïî ìîäó-
ëþ xN − 1, â êîëüöå KN îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî.

Äåéñòâèòåëüíî, çíà÷åíèå ñóììû ìíîãî÷ëåíîâ Γ1(x) + Γ2(x) â íåêîòî-
ðîé òî÷êå ñîâïàäàåò ñ ñóììîé çíà÷åíèé êàæäîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ â äàí-
íîé òî÷êå. Ïðåäñòàâëÿÿ ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ â ôîðìå Q(x)(xN −
1) + R(x), ãäå R(x) � îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà xN − 1, óáåæäàåìñÿ, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå ïåðåõîäèò â ïðîèçâåäåíèå â ñèëó:

Γ1(ζ
j)Γ2(ζ

j) = Q(ζj)(ζjN − 1) +R(ζj) = R(ζj) = (Γ1Γ2 mod (xN − 1))(ζj).

Ëåììà äîêàçàíà.

3 Âû÷èñëåíèå ÄÏÔ

Íåçàâèñèìîå âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò âåêòîðà ÄÏÔ ïî ôîðìóëàì (∗) ìî-
æåò áûòü âûïîëíåíî çà O(N2) îïåðàöèé â êîëüöå. Äëÿ ñîñòàâíîãî ÷èñëà
N ìîæíî ïðåäëîæèòü áîëåå ýôôåêòèâíûé ñïîñîá.

Ïðåæäå çàìåòèì, ÷òî åñëè ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè PQ, òî
ζP è ζQ � ïðèìèòèâíûå êîðíè ñòåïåíè Q è P ñîîòâåòñòâåííî (ýòî ëåãêî
ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ).

Ñïðàâåäëèâà
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Ëåììà 4 (Êóëè, Òüþêè). ÄÏÔ ïîðÿäêà PQ ðåàëèçóåòñÿ ïðè ïîìîùè

P ÄÏÔ ïîðÿäêà Q, Q ÄÏÔ ïîðÿäêà P è PQ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ íà

ñòåïåíè ζ � ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ ñòåïåíè PQ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ p = 0, . . . , P − 1 è q = 0, . . . , Q− 1 çàïèøåì

γ∗pQ+q =

PQ−1∑
I=0

γIζ
I(pQ+q) =

Q−1∑
i=0

P−1∑
j=0

γiP+jζ
(iP+j)(pQ+q) =

Q−1∑
i=0

P−1∑
j=0

γiP+jζ
iqP+jpQ+jq =

P−1∑
j=0

(ζQ)jp · ζjq · γ∗(j),q,

ãäå

γ∗(j),q =

Q−1∑
i=0

γiP+j(ζ
P )iq.

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ïðîèçâåñòè âû÷èñëåíèÿ â ñëåäóþùåì
ïîðÿäêå:

à) Äëÿ j = 0, . . . , P − 1 âû÷èñëÿþòñÿ âåêòîðà(
γ∗(j),0, γ

∗
(j),1, . . . , γ

∗
(j),Q−1

)
= ÄÏÔQ,ζP (γj, γP+j, . . . , γ(Q−1)P+j).

á) Âû÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ ω(q),j = ζjq · γ∗(j),q, j = 0, . . . , P − 1,
q = 0, . . . , Q− 1.

â) Çàìåòèì, ÷òî

γ∗pQ+q =
P−1∑
j=0

ω(q),j(ζ
Q)jp.

Ýòî ïîçâîëÿåò îêîí÷àòåëüíî íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðà ÄÏÔ ïî ôîð-
ìóëàì(

γ∗q , γ
∗
Q+q, . . . , γ

∗
(P−1)Q+q

)
= ÄÏÔP,ζQ(ω(q),0, ω(q),1, . . . , ω(q),P−1),

ãäå q = 0, . . . , Q− 1.
Óòâåðæäåíèå ëåììû íåìåäëåííî ñëåäóåò èç âèäà äåéñòâèé, âûïîë-

íåííûõ íà øàãàõ à�â.
Îáîçíà÷èì ñëîæíîñòü ÄÏÔ ïîðÿäêà N ÷åðåç F (N). Ïî èíäóêöèè

íåñëîæíî ïðîâåðÿåòñÿ
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Ñëåäñòâèå 1.

F (N1 · . . . ·Nr) ≤ N1 · . . . ·Nr

(
F (N1)

N1

+ . . .+
F (Nr)

Nr

+ (r − 1)

)
.

Â óêàçàííîé îöåíêå ñëîæíîñòè ñëàãàåìîå (r − 1)N1 · . . . ·Nr îòâå÷àåò
îïåðàöèÿì óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíè ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà N � ãëàäêîå ÷èñëî, ò.å. ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäå-
íèå îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ ñîìíîæèòåëåé, ìåòîä ëåììû 4 òàêæå íàçû-
âàåòñÿ àëãîðèòìîì áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ). Â íàèáîëåå
âàæíîì ñëó÷àå N = 2k ïîëó÷àåì

F (2k) ≤ N

(
k

2
F (2) + k − 1

)
.

Î÷åâèäíî, F (2) ≤ 3 â ñèëó ñîîòíîøåíèé

γ∗0 = γ0 + γ1, γ∗1 = γ0 + ζγ1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôàêòè÷åñêè ζ = −1, ïðè íàëè÷èè îïåðàöèè âû÷èòàíèÿ
óêàçàííûå ôîðìóëû ïåðåïèñûâàþòñÿ êàê

γ∗0 = γ0 + γ1, γ∗1 = γ0 − γ1,

îòêóäà âûòåêàåò F (2) = 2.
Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî

çà 2, 5k2k (èëè 2k2k ñ èñïîëüçîâàíèåì âû÷èòàíèé) îïåðàöèé, èç êîòîðûõ
k2k � ñëîæåíèÿ (èëè âû÷èòàíèÿ), îñòàëüíûå � óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíè
ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ.

4 Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì K

Àëãîðèòì ÁÏÔ ïîäõîäÿùåãî ïîðÿäêà ïîçâîëÿåò áûñòðî âûïîëíÿòü óìíî-
æåíèå ìíîãî÷ëåíîâ èç K[x].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî k ∈ N ñóùåñòâóåò ζk � ïðèìèòèâíûé

êîðåíü ñòåïåíè 2k â êîëüöå K, è ýëåìåíò 2 îáðàòèì â K. Òîãäà ñëîæ-

íîñòü M(n) óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n− 1 íàä K íå ïðåâîñõî-

äèò O(n log n).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ïåðåìíîæàåìûå ìíîãî÷ëåíû ÷åðåç A(x) =∑n−1
i=0 aix

i è B(x) =
∑n−1

i=0 bix
i. Âûáåðåì òàêîå k, ÷òî 2n− 1 ≤ 2k < 4n− 1.

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû, â êîëüöå K îïðåäåëåíî ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k è
îáðàòíîå ê íåìó.

Áûñòðûé ñïîñîá óìíîæåíèÿ, îñíîâàííûé íà ÁÏÔ, ñîñòîèò â ñëåäóþ-
ùåì: âû÷èñëÿþòñÿ âåêòîðà

(a∗0, . . . , a
∗
2k−1) = ÄÏÔ2k,ζk

(a0, . . . , an−1, 0, . . . , 0),

(b∗0, . . . , b
∗
2k−1) = ÄÏÔ2k,ζk

(b0, . . . , bn−1, 0, . . . , 0).

Çàòåì êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà C(x) =
∑
cix

i = A(x)B(x) â ñèëó
C(x) = C(x) mod (x2

k − 1) ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê

(c0, . . . , c2k−1) = 2−kÄÏÔ2k,ζ−1
k

(a∗0b
∗
0, . . . , a

∗
2k−1b

∗
2k−1).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óìíîæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ òðè ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k, 2k

óìíîæåíèé íà 2−k è åùå 2k íåòðèâèàëüíûõ óìíîæåíèé, îòêóäà ïîëó÷àåì

M(n) ≤ 3F (2k) + 2k+1 = O(n log n).

Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû

1. Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ñòåïåíü ζm ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ ζ ñòåïåíè N
ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì ñòåïåíè N/ÍÎÄ(m,N).
2. Óòî÷íèòü îöåíêó ëåììû Êóëè�Òüþêè è, èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ âû÷è-
òàíèÿ, ïîêàçàòü, ÷òî F (2k) ≤ 1, 5k2k.
3. Ïóñòü ÷èñëà P è Q âçàèìíî ïðîñòû. Ïîêàçàòü, ÷òî F (PQ) ≤ PF (Q) +
QF (P ).
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