
Òåìà 4. Óìíîæåíèå ÷èñåë

Ñ. Á. Ãàøêîâ, È. Ñ. Ñåðãååâ

Ñòàíäàðòíûé (ìàøèííûé) ìåòîä óìíîæåíèÿ îñíîâàí íà èçâåñòíîì
øêîëüíîì ïðèåìå: îäèí èç ìíîæèòåëåé ïîñëåäîâàòåëüíî óìíîæàåòñÿ íà
ðàçðÿäû äðóãîãî, ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ñäâèíóòûå ðåçóëüòàòû çà-
ïèñûâàþòñÿ äðóã ïîä äðóãîì è çàòåì ñêëàäûâàþòñÿ. Óìíîæåíèå ÷èñåë
26 è 21 â ýòîé èíòåðïðåòàöèè áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

1 1 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 1 0

0 0 0 0 0
1 1 0 1 0

0 0 0 0 0
1 1 0 1 0

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0

Ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ýòèì ñïîñîáîì, êàê ëåã-
êî ïðîâåðèòü, ñîñòàâëÿåò ïî ïîðÿäêó n2 îïåðàöèé. Êâàäðàòè÷íûé ïîðÿ-
äîê ñëîæíîñòè êàçàëñÿ åñòåñòâåííûì äëÿ óìíîæåíèÿ äî 1961 ã., êîãäà
À. À. Êàðàöóáà ïðåäëîæèë ìåòîä, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò èäåÿ ¾äåëå-
íèÿ ïîïîëàì¿: ïðåäñòàâèì 2n-ðàçðÿäíûå ÷èñëà a è b â âèäå a12

n + a0 è
b12

n + b0 ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ai, bi < 2n. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå ab ñîãëàñíî
ôîðìóëå

ab = a1b12
2n + ((a1 + a0)(b1 + b0)− a1b1 − a0b0)2n + a0b0

ìîæíî ñâåñòè ê òðåì óìíîæåíèÿì ÷èñåë âäâîå ìåíüøåé äëèíû. Ðåêóð-
ñèâíîå ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðèåìà â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïðèâîäèò ê îöåíêå
ñëîæíîñòè O(nlog2 3), ãäå log2 3 < 1, 585.

Â 1963 ã. À. Ë. Òîîì îáîáùèë ïðèåì Êàðàöóáû, ñâåäÿ óìíîæåíèå
kn-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ê 2k − 1 óìíîæåíèÿì (n + O(1))-ðàçðÿäíûõ, ÷òî
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ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü íîâóþ îöåíêó ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ â âèäå c
√
lognn.

Â îñíîâå ìåòîäà Òîîìà ëåæèò èäåÿ èíòåðïîëÿöèè: ïåðåõîäà îò êîäèðî-
âàíèÿ ìíîãî÷ëåíà íàáîðîì åãî êîýôôèöèåíòîâ ê êîäèðîâàíèþ íàáîðîì
çíà÷åíèé â îïðåäåëåííûõ òî÷êàõ. Ðàçâèòèå èäåè èíòåðïîëÿöèè ïðèâåëî
â êîíöå 60-õ ãã. ê ïîÿâëåíèþ áûñòðûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ ïðè ïîìî-
ùè ÄÏÔ. Ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ìåòîä Ø�åíõàãå�Øòðàññåíà, îïóáëèêî-
âàííûé â 1971 ã. è îñòàâàâøèéñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèì èçâåñòíûì
ñïîñîáîì óìíîæåíèÿ âïëîòü äî 2007 ã.

1 Àðèôìåòèêà â êîëüöå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ

÷èñëà Ôåðìà

Ðàññìîòðèì êîëüöî Z22n+1. Ïóñòü ýëåìåíòû ýòîãî êîëüöà ïðåäñòàâëÿþòñÿ
2n+1-ðàçðÿäíûìè ÷èñëàìè, à îïåðàöèè ñ íèìè ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ìîäóëþ
22

n+1 − 1 = (22
n − 1)(22

n
+ 1). Âû÷åòó a ∈ Z22n+1 â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè

ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ëþáîå èç ÷èñåë

{a+ b(22
n

+ 1) | b ∈ Z} ∩ {0, . . . , 22n+1 − 1}.
Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ êîëüöà âû÷åòîâ
áóäåì èñïîëüçîâàòü ÷èñëà-ïðåäñòàâèòåëè ýêâèâàëåíòíûõ êëàññîâ (ïî ìî-
äóëþ 22

n
+ 1).

Çàìåòèì, ÷òî äâîéêà ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì ñòåïåíè 2n+1 â
êîëüöå Z22n+1. Äåéñòâèòåëüíî, 2

2n+1 ≡ 1, à 22
n − 1 íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì

íóëÿ â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë 22
n ± 1.

Ëåììà 1. Ëþáàÿ èç îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ íà

2k â êîëüöå Z22n+1 âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(2n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæåíèå íà ñòåïåíü äâîéêè ðåàëè-
çóåòñÿ ïðîñòûì öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì ðàçðÿäîâ ÷èñëà-ýëåìåíòà êîëüöà.
Ñëîæíîñòü öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíîé íóëþ, åñëè èñõî-
äèòü èç ñõåìíîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé, ëèáî O(2n) â ñëó÷àå ïðîãðàììíîé
ðåàëèçàöèè.

Ðàññìîòðèì îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ÷èñåë x, y ∈ [0, . . . , 22
n+1 − 1]. Ïîëî-

æèì z′ = x+ y ≤ 2(22
n+1 − 1); îáîçíà÷èì ÷åðåç z′1 ñòàðøèé 2n+1-é ðàçðÿä

÷èñëà z′ (íóìåðàöèÿ ñ íóëÿ), à ÷åðåç z′0 � ÷èñëî, ïîëó÷àåìîå èç z′ óäàëå-
íèåì ýòîãî ðàçðÿäà. Òîãäà ÷èñëî

z = z′0 + z′1 = z′ − z′1(22
n+1 − 1) = (x+ y) mod

(
22

n+1 − 1
)
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â êîëüöå Z22n+1 ïðåäñòàâëÿåò ñóììó x + y. ßñíî, ÷òî ñëîæíîñòü âû÷èñ-
ëåíèÿ z ïî ïîðÿäêó ñîâïàäàåò ñî ñëîæíîñòüþ îáû÷íîãî ñëîæåíèÿ 2n+1-
ðàçðÿäíûõ ÷èñåë è ñîñòàâëÿåò, ñëåäîâàòåëüíî, O(2n).

Âû÷èòàíèå ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê óìíîæåíèþ íà 22
n
è ñëîæåíèþ â

ñèëó òîæäåñòâà x− y ≡ x+ 22
n
y mod (22

n
+ 1). Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü k ≤ n+1. Ñëîæíîñòü ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k íàä êîëü-
öîì Z22n+1 ñîñòàâëÿåò O(k2n+k).

Ïîìèìî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ñëåäóåò îñòàíîâèòüñÿ åùå íà äâóõ.
Ïåðâàÿ ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè êàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâèòåëÿ êëàññà âû-
÷åòîâ � ÷èñëà èç [0, . . . , 22

n
] � ïî íåêîòîðîìó ïðåäñòàâëåíèþ, ÷òî ýêâè-

âàëåíòíî îïåðàöèè ïðèâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ 22
n
+ 1. Ïóñòü x = u + v22

n
,

ãäå 0 ≤ u, v < 22
n
. Òîãäà

x mod (22
n

+ 1) =

{
u− v, u ≥ v,

22
n
+ 1 + u− v, u < v.

ßñíî, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ïî ýòîé ôîðìóëå ñâîäÿòñÿ ê âû÷èòàíèÿì è ñëîæå-
íèÿì è ìîãóò áûòü âûïîëíåíû ñî ñëîæíîñòüþ O(2n).

Ëåììà 2. Ïóñòü 0 ≤ ξ ≤ 22
n
, 0 ≤ η < 2k è k ≤ 2n. Òîãäà íàõîæäåíèå

÷èñëà z ∈ [0, . . . , 2k(22
n
+ 1) − 1] ïî îñòàòêàì ξ è η îò äåëåíèÿ ñîîò-

âåòñòâåííî íà 22
n
+ 1 è 2k ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî ñî ñëîæíîñòüþ

O(2n).

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî z ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

z = ξ +
(
(η − ξ) mod 2k

) (
22

n

+ 1
)

ñî ñëîæíîñòüþ O(2n). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî z íàõîäèòñÿ â óñëîâëåí-
íûõ ïðåäåëàõ è èìååò çàäàííûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 22

n
+1 è 2k. Ëåììà

äîêàçàíà.

2 Ìåòîä Ø�åíõàãå�Øòðàññåíà

Óìíîæåíèå N -ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ìîæíî âûïîëíèòü ïðè ïîìîùè àëãî-
ðèòìà óìíîæåíèÿ â êîëüöå Z22m+1, ãäå 2m ≥ 2N . Â ìåòîäå Ø�åíõàãå�
Øòðàññåíà óìíîæåíèå â êîëüöå Z22m+1 ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèÿì â êîëüöå
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Z22n+1, ãäå n = d(m+ 1)/2e. Âûäåëÿþòñÿ ñëó÷àè íå÷åòíîãî è ÷åòíîãî m.
Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïåðâûé ñëó÷àé.

Èòàê, ïóñòü m = 2n− 1. Ïåðåìíîæàåìûå 2m+1-ðàçðÿäíûå ÷èñëà (ýëå-
ìåíòû êîëüöà Z22m+1) îáîçíà÷èì ÷åðåç a è b. Ðàçîáüåì èõ íà áëîêè äëèíû
2n−1:

a =
2n+1−1∑
i=0

ai2
i2n−1

, b =
2n+1−1∑
i=0

bi2
i2n−1

, 0 ≤ ai, bi < 22
n−1

.

Òîãäà

ab =
2n+1−1∑
i=0

ci2
i2n−1

mod (22
m

+ 1), ci =
∑

ρ+σ≡i mod 2n+1

0≤ρ,σ<2n+1

aρbσ, (1)

ïîñêîëüêó
2(ρ+σ)2

n−1 ≡ 2(ρ+σ mod 2n+1)2n−1

mod (22
m

+ 1).

Î÷åâèäíî, 0 ≤ ci < 2n+1+2n .
Åñëè çàìåòèòü, ÷òî

22
n·2n−1

= 22
m ≡ −1 mod (22

m

+ 1),

òî ôîðìóëó (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ab =
2n−1∑
i=0

(ci − ci+2n)2
i2n−1

mod (22
m

+ 1) =

2n−1∑
i=0

(ci − ci+2n + 2n+1+2n)︸ ︷︷ ︸
zi

2i2
n−1

+
2n+1−1∑
i=2n

2n+1+2n︸ ︷︷ ︸
zi

·2i2n−1

mod (22
m

+ 1) =

2n+1−1∑
i=0

zi2
i2n−1

mod (22
m

+ 1).

ßñíî, ÷òî 0 ≤ zi < 2n+2+2n . Ïðè n ≥ 2 âûïîëíÿåòñÿ n+2+2n ≤ 2n+1, ò.å.
äëÿ çàïèñè ÷èñëà zi äîñòàòî÷íî 2n+1 äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ.

Ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ÷àñòè: âû÷èñëåíèå zi è âîñ-
ñòàíîâëåíèå ab. Ðàññìîòðèì ýòè ÷àñòè â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
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2.1 ×àñòü II. Âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ èç zi

Ïóñòü

ab =
2n+1−1∑
i=0

wi2
i2n−1

, 0 ≤ wi < 22
n−1

.

Ïî ñóùåñòâó, çàäà÷à ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè áëîêîâ wi ïî èçâåñòíûì zi.
Ïðîèçâåäåíèå ab ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ
Aj:

Aj =
2n−1−1∑
i=0

z4i+j2
i2n+1

, j = 0, . . . , 3.

Áëîêè zi â êàæäîì èç ýòèõ ñëàãàåìûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïîñêîëüêó èìåþò
äëèíó íå áîëåå 2n+1. Ïîñêîëüêó ñëîæåíèå â êîëüöå Z22m+1 èìååò ëèíåé-
íóþ ñëîæíîñòü (ñì. ëåììó 1), ïîëó÷àåì äëÿ ñëîæíîñòè âòîðîé ÷àñòè
îöåíêó O(2m).

2.2 ×àñòü I. Âû÷èñëåíèå zi

Â ñèëó 0 ≤ zi < 2n+2(22
n
+ 1) äëÿ âû÷èñëåíèÿ zi äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü

îñòàòêè îò äåëåíèÿ zi íà ÷èñëà 2n+2 è 22
n
+ 1 è çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ

ëåììîé 2. Ñîãëàñíî ëåììå 2, ñëîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ âñåõ zi ðàâíà
2nO(2n) = O(22n). Îöåíèì ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ zi mod 2n+2 è zi mod
22

n
+ 1.
à) Âû÷èñëåíèå zi mod 2n+2.
Îáîçíà÷èì

αi = ai mod 2n+2, βi = bi mod 2n+2

è ïîëîæèì

u =
2n+1−1∑
i=0

αi2
i(3n+5), v =

2n+1−1∑
i=0

βi2
i(3n+5).

Òîãäà

uv =
2n+1−1∑
i=0

γi2
i(3n+5), γi =

∑
ρ+σ=i

αρβσ.
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Ïðè ýòîì â ñóììå, âûðàæàþùåé uv, ñëàãàåìûå íå íàêëàäûâàþòñÿ äðóã
íà äðóãà â ñèëó

γi < 2n+1(2n+2)2 = 23n+5.

Ïîýòîìó âñå γi ìîãóò áûòü âîññòàíîâëåíû èç uv ñ íóëåâîé ñëîæíîñòüþ.
Ïî ïîñòðîåíèþ,

ci ≡ γi + γi+2n+1 mod 2n+2,

ñëåäîâàòåëüíî,

zi ≡ γi + γi+2n+1 − γi+2n − γi+3·2n mod 2n+2. (2)

Îêîí÷àòåëüíî, ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ âñåõ zi mod 2n+2 ìîæíî îöåíèòü
ñëîæíîñòüþ óìíîæåíèÿ (3n+5)2n+1-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë u è v ïëþñ O(n2n)
îïåðàöèé äëÿ ðåàëèçàöèè ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé (2). Óìíîæåíèå ìîæíî
ðåàëèçîâàòü ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ â êîëüöå Z

22m
′
+1
, ãäå

m′ = n+ dlog2 ne+ 5, ò.ê. 3n+ 5 ≤ 8n ≤ 2dlog2 ne+3.
á) Âû÷èñëåíèå zi mod 22

n
+ 1.

Ïðè 0 ≤ i < 2n, ó÷èòûâàÿ, ÷òî 22
n ≡ 2−2

n ≡ −1 mod (22
n
+ 1),

çàïèøåì

ĉi = 2i(ci − ci+2n) ≡

≡
∑

ρ+σ≡i mod 2n+1

0≤ρ,σ<2n+1

(2ρaρ)(2
σbσ)− 2−2

n
∑

ρ+σ≡i+2n mod 2n+1

0≤ρ,σ<2n+1

(2ρaρ)(2
σbσ) ≡

≡
∑

ρ+σ≡i mod 2n

0≤ρ,σ<2n+1

(2ρaρ)(2
σbσ) ≡

≡
∑

ρ+σ≡i mod 2n

0≤ρ,σ<2n

(2ρaρ − 2ρaρ+2n)(2
σbσ − 2σbσ+2n) mod (22

n

+ 1).

Äàëåå â ýòîì ïóíêòå âñå âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïî ìîäóëþ 22
n
+ 1.

Ïîëîæèì

âi = 2i(ai − ai+2n), b̂i = 2i(bi − bi+2n).
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Ñïðàâåäëèâî(
2n−1∑
i=0

âix
i

)(
2n−1∑
i=0

b̂ix
i

)
=

2n+1−1∑
i=0

( ∑
ρ+σ=i

âρb̂σ

)
xi ≡

≡
2n−1∑
i=0

( ∑
ρ+σ≡i mod 2n

âρb̂σ

)
xi =

2n−1∑
i=0

ĉix
i mod (x2

n − 1).

Ïðèâåäåííàÿ âûêëàäêà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ĉi ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2n. Âû÷èñëÿåì:

(a∗0, . . . , a
∗
2n−1) = ÄÏÔ2n,4(â0, . . . , â2n−1),

(b∗0, . . . , b
∗
2n−1) = ÄÏÔ2n,4(b̂0, . . . , b̂2n−1),

(ĉ0, . . . , ĉ2n−1) = ÄÏÔ2n,4−1(a∗0b
∗
0, . . . , a

∗
2n−1b

∗
2n−1).

Îáùàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé â ýòîì ïóíêòå ñêëàäûâàåòñÿ èç O(22n)
îïåðàöèé (âû÷èñëåíèå âi, b̂i), O(n2

2n) îïåðàöèé (ðåàëèçàöèÿ ÄÏÔ) è 2n

óìíîæåíèé â Z22n+1.

2.3 Ñëîæíîñòü ìåòîäà óìíîæåíèÿ

Ñëó÷àé m = 2n−1 ðàñìîòðåí ïîëíîñòüþ. Ñëó÷àé m = 2n−2 ðàññìàòðè-
âàåòñÿ àíàëîãè÷íî, òîëüêî ÷èñëà a è b ðàçáèâàþòñÿ íà 2n áëîêîâ äëèíû
2n−1 è, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, óìíîæåíèå â Z22m+1 ñâîäèòñÿ ê 2n−1 óìíîæå-
íèÿì â Z22n+1.

Â èòîãå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ
ñëîæíîñòè µ(m) óìíîæåíèÿ â Z22m+1:

µ(2n− 1) ≤ 2nµ(n) + µ(n+ dlog2 ne+ 5) + γ0(n− 1)22n, (3)

µ(2n− 2) ≤ 2n−1µ(n) + µ(n+ dlog2 ne+ 4) + γ0(n− 1)22n−1 (4)

ïðè ïîäõîäÿùåé êîíñòàíòå γ0.
Ïîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ γ, òàêàÿ, ÷òî

µ(n) ≤ γk2n+k (5)

ïðè n ≤ 2k + 1.
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Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε ∈ (0, 1). Îïðåäåëèì n0 òàê, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥
n0 âûïîëíÿåòñÿ (k + 1)2k+7−n < ε. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ
n+k+6 < 2n−1. Îïðåäåëèì γ′ òàê, ÷òîáû ïðè n < n0 áûëî ñïðàâåäëèâî
µ(n) ≤ γ′k2n+k. Íàêîíåö, ïîëîæèì γ = max{γ′, γ0

1−ε}.
Â îñíîâàíèå èíäóêöèè ïîëîæèì ñëó÷àé n < n0, â êîòîðîì ñîîòíî-

øåíèå (5) âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ γ. Ïðîâåðèì èíäóêòèâíûé
ïåðåõîä ïðè íå÷åòíîì àðãóìåíòå (3); ÷åòíûé ñëó÷àé (4) ïðîâåðÿåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî:

µ(2n− 1) ≤ 2nγk2n+k + γ(k + 1)2n+2k+7 + γ02
2n+k =

= 22n+k
(
γk + γ0 + γ(k + 1)2k+7−n) ≤
≤ 22n+k(γk + (1− ε)γ + εγ) ≤ γ(k + 1)22n+k,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3 Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ â êîëüöå Z22n+1 ïðèâîäèò ê
îöåíêå O(n log n log log n) ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë. Â
2007 ã. Ì. Ôþðåð îïóáëèêîâàë íîâûé ìåòîä óìíîæåíèÿ ÷èñåë ñ îöåí-
êîé ñëîæíîñòè nclog

∗ n log n, ãäå log∗ n � ñâåðõëîãàðèôì, î÷åíü ìåäëåííî
ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ èç ñîîòíîøåíèÿ:

blog . . . log︸ ︷︷ ︸
log∗ n

nc = 1.
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