
Òåìà 4.3. Ìåòîä Ôþðåðà

Ñ. Á. Ãàøêîâ, È. Ñ. Ñåðãååâ

Ìåòîä Ôþðåðà, ïðåäëîæåííûé â 2007 ã., ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü íàèëó÷-
øåé èçâåñòíîé ñåãîäíÿ îöåíêè ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ n-ðàçðÿäíûõ ÷è-
ñåë nclog

∗ n log n, ãäå log∗ n � ñâåðõëîãàðèôì, î÷åíü ìåäëåííî ðàñòóùàÿ
ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ èç ñîîòíîøåíèÿ:

blog . . . log︸ ︷︷ ︸
log∗ n

nc = 1.

1 Âûáîð ïîäõîäÿùåãî êîëüöà

Ðàññìîòðèì êîëüöî C[x]/(x2
p

+ 1). Â íåì ýëåìåíò x ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâ-
íûì êîðíåì ñòåïåíè 2p+1 èç åäèíèöû (÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìî ïî îïðå-
äåëåíèþ: ìíîãî÷ëåíû x2

p − 1 è x2
p

+ 1 âçàèìíî ïðîñòû). Îáîçíà÷èì
ζ = eiπ/2

p
. Çàìåòèì, ÷òî

x2
p

+ 1 =
2p−1∏
k=0

(x− ζ2k+1).

Äëÿ q ∈ N ïîëîæèì ξ = eiπ/(2
p+q). Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí ρq(x) ñòåïåíè

ìåíüøå 2p ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρq(ζ
2k+1) = ξ2k+1, k = 0, . . . , 2p − 1.

Ëåììà 1. Ìíîãî÷ëåí ρq(x) ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì ñòåïåíè

2p+q+1 â C[x]/(x2
p

+ 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ, ρ2
q

q (x) = x â êîëüöå C[x]/(x2
p

+ 1).
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ëþáîì k

ρ2
q

q (x) mod (x− ζ2k+1) = ρ2
q

q (ζ2k+1) = ξ(2k+1)2q = ζ2k+1.

1



Ñëåäîâàòåëüíî, ρ2
q

q (x) ≡ x mod (x2
p

+ 1). Çíà÷èò, ρq(x) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
ñòåïåíè 2p+q+1 èç åäèíèöû. Ïðèìèòèâíîñòü ñëåäóåò èç ñðàâíåíèÿ

ρ2
p+q

q (x)− 1 ≡ x2
p − 1 ≡ −2 mod (x2

p

+ 1).

Ëåììà 2. Ìîäóëè êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà ρmq (x) mod (x2
p

+ 1) íå

ïðåâîñõîäÿò 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (ρmq (x) mod (x2
p

+ 1)) =
∑2p−1

k=0 rkx
k. Ïîäñòàâëÿÿ

â ðàâåíñòâî ζx âìåñòî x, ïîëó÷èì (ρmq (ζx) mod (x2
p − 1)) =

∑2p−1
k=0 rkζ

kxk.
Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîãî÷ëåíà ρq(x):

ÄÏÔ2p,ζ2

(
r0ζ

0, r1ζ
1, . . . , r2p−1ζ

2p−1) =
(
ξm, ξ3m, . . . , ξ(2(2

p−1)+1)m
)
.

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äëÿ îáðàòíîãî ÄÏÔ, èñêîìûå êîýôôèöè-
åíòû rk ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû êàê

rk = ζ−k2−p
2p−1∑
l=0

ξm(2l+1)ζ−2kl.

Î÷åâèäíî, âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò 1.

2 ÄÏÔ â êîëüöå C[x]/(x2p + 1)

Ïóñòü ω = ρ(s−1)(p+1)(x) � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè 2s(p+1) â êîëüöå
C[x]/(x2

p
+ 1). ÄÏÔ ïîðÿäêà N = 2s(p+1), ïîñòðîåííîå ìåòîäîì Êóëè-

Òüþêè ñ ðàçëîæåíèåì ïîðÿäêà íà ìíîæèòåëè 2(s−1)(p+1)2p+1, èìååò ñëå-
äóþùóþ ñòðóêòóðó:

� 2(s−1)(p+1) ïàðàëëåëüíî âûïîëíÿåìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÄÏÔ2p+1, x;
� N ïàðàëëåëüíûõ óìíîæåíèé ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî øàãà íà ñòå-

ïåíè ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ ω;
� 2p+1 ïðèìåíÿåìûõ ê âåêòîðàì, âû÷èñëåííûì íà ïðåäûäóùåì øàãå,

è ïàðàëëåëüíî âûïîëíÿåìûõ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2(s−1)(p+1).
Ðàñùåïëÿÿ âíåøíèå ÄÏÔ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îêîí÷à-

òåëüíî, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ÄÏÔ ïîðÿäêà N ÷åðåäóþòñÿ s áëîêîâ, â
êîòîðûõ ïàðàëëåëüíî âûïîëíÿþòñÿ N/2p+1 ÄÏÔ ïîðÿäêà 2p+1 ñ ïðèìè-
òèâíûì êîðíåì x, è s− 1 áëîêîâ, â êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ïîêîìïîíåíò-
íûå óìíîæåíèÿ òåêóùåãî âåêòîðà íà ñòåïåíè ω.
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Ïðè ýòîì ðåàëèçàöèÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2p+1 ñîñòîèò â âûïîëíåíèè îïåðà-
öèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíè x â êîëüöå � ïîñëåä-
íèå ñâîäÿòñÿ ê öèêëè÷åñêîìó ñäâèãó êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ, åñëè
ýëåìåíòû êîëüöà C[x]/(x2

p
+ 1) çàïèñûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ïî ìîäóëþ

x2
p+1 − 1.
Áîëåå òî÷íî (îïÿòü ïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Êóëè�Òüþêè), ÄÏÔ ïîðÿä-

êà 2p+1 ñîñòîèò èç p + 1 ñëîåâ, â êîòîðûõ ïàðàëëåëüíî âûïîëíÿþòñÿ
ÄÏÔ ïîðÿäêà 2, à ìåæäó ñëîÿìè âûïîëíÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíûå óìíî-
æåíèÿ íà ñòåïåíè x. ÄÏÔ ïîðÿäêà 2 � ýòî ïðîñòî ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå:
ÄÏÔ2, x2

p (γ0, γ1) = (γ0 + γ1, γ0 − γ1).
Ïóñòü äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ

êîäèðóþòñÿ E äâîè÷íûìè ðàçðÿäàìè äî è ïîñëå çàïÿòîé (ïëþñ îäèí ðàç-
ðÿä ïîä çíàê ÷èñëà), à îïåðàöèè ñ íèìè ïðîèçâîäÿòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ
(àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé îøèáêè) 21−E è ñ îòáðàñûâàíèåì ðàçðÿäîâ ñòàð-
øå E−ãî. Òîãäà ñëîæíîñòü êàæäîé èç îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ,
óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíü x â êîëüöå C[x]/(x2

p
+ 1) ñîñòàâëÿåò O(2pE).

Òîãäà ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ èç êîëüöà (C[x]/(x2
p
+1))[y]

ïî ìîäóëþ yN − 1 ìîæíî îöåíèòü êàê

3s(N/2p+1)(p+1)2p+1O(2pE)+(3s−2)NL∗ ≤ O(2pEN logN)+3sNL∗, (1)

ãäå ÷åðåç L∗ îáîçíà÷åíà ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â êîëüöå C[x]/(x2
p

+ 1) ñ
ïîãðåøíîñòüþ 21−E (ïîä ïîãðåøíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ îøèá-
êà â êàæäîì êîýôôèöèåíòå ìíîãî÷ëåíà).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âñå âû÷èñëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè, â ÷àñò-
íîñòè, êîíñòàíòû ωm äàíû ñ òî÷íîñòüþ E çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Â ñèëó
íàêîïëåíèÿ ïîãðåøíîñòè (àáñîëþòíîé âåëè÷èíû îøèáêè) ïî õîäó âû÷èñ-
ëåíèé òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ïðîèçâåäåíèÿ,
âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì òî÷íîñòü èñõîäíûõ êîýôôèöè-
åíòîâ. Îöåíèì ñîïóòñòâóþùåå àëãîðèòìó óìíîæåíèÿ èçìåíåíèå ïîãðåø-
íîñòè, ñ÷èòàÿ, ÷òî íå ïðîèñõîäèò ïåðåïîëíåíèÿ â ñòàðøèõ ðàçðÿäàõ.

3 Òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé

Äàëåå ñ êàæäûì ìíîãî÷ëåíîì a, âîçíèêàþùèì â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé,
ìû áóäåì àññîöèèðîâàòü âåëè÷èíó ea, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé îöåíêîé
àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ a. Ýòó îöåíêó áóäåì íà-
çûâàòü ïðîñòî ïîãðåøíîñòüþ.
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Ïîãðåøíîñòü ea±b ðåçóëüòàòà a ± b âûïîëíåíèÿ ëþáîé èç îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ èëè âû÷èòàíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a è b, äàííûõ ñ ïîãðåøíî-
ñòÿìè ea è eb ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíîé ea + eb, ñ÷èòàÿ, ÷òî èñïîëüçóþòñÿ
òî÷íûå àëãîðèòìû ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ (2E-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë).

Ðàññìîòðèì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ u, v ∈ C[x]/(x2
p

+ 1)
(êàæäûé èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ èìååò ñòåïåíü íå âûøå 2p+1−
1). Ïóñòü àáñîëþòíûå âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ îãðà-
íè÷åíû ÷èñëàìè U è V ñîîòâåòñòâåííî, à ïîãðåøíîñòè � ñîîòâåòñòâåííî
eu è ev. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïîãðåøíîñòü àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ â êîëüöå
C[x]/(x2

p
+ 1) íå ïðåâîñõîäèò 21−E.

Ïîñêîëüêó êàæäûé èç êîýôôèöèåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ uv ÿâëÿåòñÿ ñóì-
ìîé 2p+1 ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ-ñîìíîæè-
òåëåé, òî åãî ïîãðåøíîñòü ìîæíî îöåíèòü êàê

euv = 2p+1(evU + euV + eveu + 21−E).

Åñëè U = V = Ω(2−E) è 1 ≥ ev = eu = Ω(2−E), òî ïîëîæèì euv =
c12

p+1Ueu ïðè íåêîòîðîì c1 ≥ 1.
Îñîáî ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìíîãî÷ëåí v ñîâïàäàåò ñ ωm. Ñîãëàñ-

íî ëåììå 2, V ≤ 1. Ò.ê. v � ïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí, òî ïîëîæèì ev = 2−E.
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé eu = Ω(2−E) è eu/U ≥ 2−E ìîæíî ïîëîæèòü
euv = c22

peu ïðè íåêîòîðîì c2 ≥ 1.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî êîýôôèöèåíòà a ïðîèçâå-

äåíèÿ uv ïîëîæèì ea = euv.
Îáå óêàçàííûå îöåíêè äëÿ ïîãðåøíîñòè çàâèñÿò îò âåëè÷èíû êîýô-

ôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ-ñîìíîæèòåëåé. Ðàññìîòðèì, êàê èçìåíÿåòñÿ âå-
ëè÷èíà êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè âû÷èñëåíèè ÄÏÔ.

Ïóñòü êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû êîìïîíåíò γj èñõîäíîãî âåêòîðà
íå ïðåâîñõîäÿò A ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ñëå-
äóåò, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ÄÏÔ ïîðÿäêà 2p+1 ìàêñèìóì àáñîëþòíîé âåëè-
÷èíû êîýôôèöèåíòîâ óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì â 2p+1 ðàç. Ñîãëàñíî
ëåììå 2, ïðè óìíîæåíèè íà ωm ýòîò ìàêñèìóì óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå,
÷åì â 2p ðàç. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàêñèìóìà àáñîëþòíîé âåëè÷èíû êî-
ýôôèöèåíòîâ êîìïîíåíò γ∗j âåêòîðà çíà÷åíèé ÄÏÔ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

2s(p+1)2(s−1)pA < N2A.
Îöåíèì âåëè÷èíó íàêîïëåííîé ïîãðåøíîñòè. Ïóñòü îíà íå ïðåâîñõî-

äèò eγ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ êîìïîíåíò γj. Òîãäà êîýôôèöèåíò óâåëè÷å-
íèÿ ïîãðåøíîñòè ïðè âûïîëíåíèè âíóòðåííåãî ÄÏÔ ïîðÿäêà 2p+1 ìîæíî
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îöåíèòü êàê 2p+1, à êîýôôèöèåíò óâåëè÷åíèÿ ïðè óìíîæåíèè íà ωm �
êàê c22

p, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå eu/U ≥ 2−E. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàê-
ñèìóìà e∗γ ïîãðåøíîñòè êîýôôèöèåíòîâ êîìïîíåíò γ∗j ïîëó÷àåì îöåíêó
e∗γ ≤ N(c22

p)s < cs2N
2.

Óñëîâèå eu/U ≥ 2−E â àëãîðèòìå âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ óìíîæåíèÿõ
íà ñòåïåíè ω, åñëè èçíà÷àëüíî âûïîëíåíî eγ/A ≥ 2−E, ò.ê. â ñëó÷àå êàæ-
äîé ýëåìåíòàðíîé îïåðàöèè (ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå íà ωm)
îòíîøåíèå eu/U íå óáûâàåò.

4 Óìíîæåíèå â C[x]/(x2p + 1)

Îñòàëîñü óêàçàòü êàê óìíîæàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû èç C[x]/(x2
p

+ 1) ñ ïî-
ãðåøíîñòüþ 21−E. Ïîëå C èçîìîðôíî ôàêòîð-êîëüöó R[i]/(i2 + 1) (ýëå-
ìåíòû êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè
1). Ìíîãî÷ëåíû èç C[x]/(x2

p
+ 1) ∼= R[i, x]/(i2 + 1, x2

p
+ 1) ìîãóò áûòü ïå-

ðåìíîæåíû êàê îáû÷íûå ìíîãî÷ëåíû ïåðåìåííûõ i è x ñ ïîñëåäóþùèì
ïðèâåäåíèåì ïî ìîäóëÿì.

Óìíîæèì êîýôôèöèåíòû ïåðåìíîæàåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ íà 2E (êîýô-
ôèöèåíòû, òàêèì îáðàçîì, ñòàíîâÿòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè). Çàïèøåì ýòè
ìíîãî÷ëåíû êàê

a(i, x) =
1∑
j=0

2p+1−1∑
l=0

aj,li
jxl, b(i, x) =

1∑
j=0

2p+1−1∑
l=0

bj,li
jxl.

Êîýôôèöèåíòû ïðîèçâåäåíèÿ èñõîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîëó÷àþòñÿ äåëå-
íèåì êîýôôèöèåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ ab íà 22E. Îáîçíà÷èì

h(i, x) =
1∑
j=0

2p+1−1∑
l=0

22Eijxl,
a′(i, x) = a(i, x) + h(i, x),
b′(i, x) = b(i, x) + h(i, x).

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ a′, b′, h ïîëîæèòåëüíû. Ïðè
ýòîì ab = a′b′−a′h−b′h−h2. Òåì ñàìûì çàäà÷à ñâåäåíà ê óìíîæåíèþ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè (2E + 1)−ðàçðÿäíûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

Òàêîå óìíîæåíèå ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ 2p+13(4E+p+4)−ðàçðÿäíûõ
÷èñåë ïðè ïîäñòàíîâêå 24E+p+4 → i è 23(4E+p+4) → x. Îêîí÷àòåëüíî èìå-
åì, ÷òî ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â C[x]/(x2

p
+1) ïî ïîðÿäêó íå ïðåâîñõîäèò
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ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ O(2p(E + p))−ðàçðÿäíûõ ÷èñåë (â ýòîé æå îöåí-
êå ó÷èòûâàåòñÿ ñëîæíîñòü O(2pE) äîïîëíèòåëüíûõ ñëîæåíèé è âû÷èòà-
íèé ïðè âû÷èñëåíèè a′, b′, âîññòàíîâëåíèè ab è ïðèâåäåíèè ïî ìîäóëÿì
i2 + 1, x2

p
+ 1). Àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ 21−E ïîëó÷àåòñÿ

îòáðàñûâàíèåì ðàçðÿäîâ êîýôôèöèåíòîâ ðåçóëüòàòà ìëàäøå E−ãî ïîñëå
çàïÿòîé.

5 Îöåíêà ñëîæíîñòè

Â ìåòîäå Ôþðåðà èñïîëüçóåòñÿ âûáîð ïàðàìåòðîâ E = Θ(logN) è p =
log2 log2N +O(1). Ïåðåìíîæàåìûå ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè
íàä C[x]/(x2

p
+1) ñòåïåíè ìåíüøå N/2 ñëåäóþùèì îáðàçîì: îíè ðàçáèâà-

þòñÿ íà áëîêè äëèíû E/3, êîòîðûå èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê öåëûå ÷èñëà,
êàæäûå 2p−1 ïîäðÿä ðàñïîëîæåííûõ áëîêîâ èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê êî-
ýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà èç êîëüöà C[x]/(x2

p
+ 1).

Ïîëó÷èâøèåñÿ ìíîãî÷ëåíû (ïåðåìåííîé y) ïåðåìíîæàþòñÿ ïðè ïî-
ìîùè ÄÏÔ ïîðÿäêà N , îïèñàííîãî âûøå. ×èñëî èç ìíîãî÷ëåíà âîññòà-
íàâëèâàåòñÿ çà O(2pEN) îïåðàöèé ïðè ïîäñòàíîâêå x = 2E/3, y = 22p−1E/3

è ïðèâåäåíèè ïîäîáíûõ.
Ïàðàìåòð E âûáèðàåòñÿ, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé. Â îáî-

çíà÷åíèÿõ èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ïðè ñòàðòå àëãîðèòìà A ≤ 2E/3, ïî-
ýòîìó ïîëîæèì eγ = A2−E. Êîýôôèöèåíòû êîìïîíåíò âåêòîðà çíà÷åíèé
ÄÏÔ èìåþò àáñîëþòíûå âåëè÷èíû íå áîëåå N2A è ïîãðåøíîñòè íå áîëåå
cs2N

2eγ.
Êîýôôèöèåíòû ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ èç C[x]/(x2

p
+ 1), àáñî-

ëþòíûå âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò U , îãðàíè÷å-
íû âåëè÷èíîé 2p+1U2. Ïîãðåøíîñòü ïîñëå èõ ïåðåìíîæåíèÿ âîçðàñòàåò
íå áîëåå, ÷åì â c12

p+1U ðàç (ñì. ïðåäûäóùèé ïóíêò). Ïîýòîìó äëÿ ìàê-
ñèìóìà àáñîëþòíûõ âåëè÷èí êîýôôèöèåíòîâ W è èõ ïîãðåøíîñòåé eW
ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïîêîìïîíåíòíûõ óìíîæåíèé âåêòîðîâ çíà÷åíèé ÄÏÔ
èìååì îöåíêè

W ≤ 2p+1U2 ≤ 2p+1N4A2,

eW = c1c
s
22
p+1N2Ueγ ≤ c1c

s
22
p+1N4Aeγ.

Çàìåòèì, ÷òî eW/W ≥ c1c
s
2N

2eγ/U ≥ c1c
s
2eγ/A ≥ 2−E.

Îáðàòíîå ÄÏÔ (ñ òî÷êè çðåíèÿ îöåíîê òî÷íîñòè è ñëîæíîñòè) îò-
ëè÷àåòñÿ îò ïðÿìîãî äåëåíèåì íà N , êîòîðîå âûðàæàåòñÿ â ñäâèãå ïî-
çèöèè çàïÿòîé â ïðåäñòàâëåíèè êîýôôèöèåíòîâ è âåäåò ê óìåíüøåíèþ
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îöåíîê äëÿ àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé è ïîãðåøíîñòåé â N ðàç. Îêîí÷àòåëü-
íî àáñîëþòíûå âåëè÷èíû è ïîãðåøíîñòè êîìïîíåíò âåêòîðà çíà÷åíèé
çàêëþ÷èòåëüíîãî ÄÏÔ îöåíèâàþòñÿ êàê 2p+1N5A2 è c1c

2s
2 2p+1N5A22−E

ñîîòâåòñòâåííî.
Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïåðâàÿ îöåíêà áûëà ìåíüøå 2E−1, à ïîñëåäíÿÿ îöåí-

êà áûëà ìåíüøå 1/4 (ïåðâîå óñëîâèå ñëåäóåò èç âòîðîãî). Òîãäà, åñëè â
çàêëþ÷åíèå àëãîðèòìà âûïîëíèòü ïðèâåäåíèå âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè
ñòåïåíÿõ y ïî ìîäóëþ x2

p
+ 1 (ýòî ñâîäèòñÿ ê ïàðàëëåëüíûì âû÷èòàíè-

ÿì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë), òî èòîãîâàÿ ïîãðåøíîñòü áóäåò ìåíüøå 1/2, à
àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ � ìåíüøå 2E.

Ïðèõîäèì ê óñëîâèþ 2E/3 ≥ c1c
2s
2 2p+1N5 = o(N6), âûïîëíåíèÿ êîòî-

ðîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, ïîëàãàÿ E = c3 log2N ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé
êîíñòàíòå c3.

Òåîðåìà 1. Óìíîæåíèå n-ðàçðÿäíûõ öåëûõ ÷èñåë ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé

ñëîæíîñòè L(n) = nclog
∗ n log n, ãäå log∗ n îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

1 ≤ log2 . . . log2︸ ︷︷ ︸
log∗ n

n < 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé (1), â êîòîðîé L∗, ñîãëàñíî
ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó êàê L(O(2p(E + p))):

L(n) ≤ O(2pEN logN) + 3sNL(O(2p(E + p))),

à n ≤ 2p−2NE/3. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî N � n/ log2 n, E � log n, 2p � log n,
s � log n/ log log n, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

L(n) ≤ α

(
n log2 n+

n

log2 n log2 log2 n
L
(
blog2

2 nc
))

.

Ïóñòü L(n) ≤ nc
log∗(

√
n/4)

0 log2 n ïðè 2 ≤ n < 256. Ïîëîæèì c = max{1, c0, 3α}
è ïðîâåðèì ïî èíäóêöèè, ÷òî L(n) ≤ nclog

∗(
√
n/4) log2 n. Çàìåòèì, ÷òî ïðè

n ≥ 256 ñïðàâåäëèâî n > log2
2 n è log2(

√
n/4) = 1

2
log2 n − 2 ≥ 1

4
log2 n,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî log∗(
√

log2
2 n/4) ≤ log∗(

√
n/4)− 1.

Ïðèìåíÿÿ èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå äëÿ n ≥ 256 ïîëó÷àåì

L(n) ≤ α
(
n log2 n+ 2n log2 nc

log∗(
√
n/4)−1

)
= n log2 n

(
2αclog

∗(
√
n/4)−1 + α

)
,

îòêóäà ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå ñîîòíîøåíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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