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1 Áûñòðîå äåëåíèå ÷èñåë

Ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ äåëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê èíâåðòèðîâàíèþ è óìíîæåíèþ,
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îïåðàöèþ èíâåðòèðîâàíèÿ. Ïóñòü äàíî ÷èñëî
A ∈ [1/2, 1], è ïîëîæèì R = 1/A. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà
Rn, òàêîãî, ÷òî |R−Rn| ≤ 2−n. Èíà÷å ãîâîðÿ, Rn åñòü ïðèáëèæåíèå ê R
ñ òî÷íîñòüþ 2−n. Îáùèé ñëó÷àé, êîãäà A /∈ [1/2, 1], ñâîäèòñÿ ê ðàññìîò-
ðåííîìó ïðè çàìåíå A íà 2kA è ïîñëåäóþùåì óìíîæåíèè ðåçóëüòàòà íà
2k (ýòè îïåðàöèè ðåàëèçóþòñÿ ñäâèãîì ïîçèöèè çàïÿòîé, ÷òî â ñõåìíîé
ìîäåëè âûïîëíÿåòñÿ áåñïëàòíî).

Ïóñòü a..k îáîçíà÷àåò ÷èñëî a ñ îòñå÷åííûìè ðàçðÿäàìè ïîñëå çàïÿòîé
ìëàäøå k-ãî � ýòî ïðèáëèæåíèå ê a ñ òî÷íîñòüþ 2−k.

Ïóñòü A èçâåñòíî ñ òî÷íîñòüþ äî n + O(1) çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ri ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r0 = 1, r̃i+1 = 2ri − A..4+2i · r2i , ri = (r̃i)..4+2i . (1)

Ëåììà 1.

|1− riA..4+2i | < 2−2
i−1−1/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè i = 0. Äîêà-
æåì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä îò i ê i+ 1.

à) Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñïðàâåäëèâî:

0 ≤ 1− r̃i+1A..4+2i = (1− riA..4+2i)
2 ≤ 2−2

i−1.

Î÷åâèäíî ri+1 > 0. Èç ëåâîãî íåðàâåíñòâà äîïîëíèòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî
ri+1 ≤ A−1

..4+2i
≤ 2.

1



á) Ïîëó÷èì âñïîìîãàòåëüíóþ îöåíêó:

|ri+1A..4+2i+1 − r̃i+1A..4+2i | ≤
≤ |ri+1A..4+2i+1 − ri+1A..4+2i |+ |ri+1A..4+2i − r̃i+1A..4+2i| ≤
≤ ri+1 |A..4+2i+1 − A..4+2i |+ A..4+2i |ri+1 − r̃i+1| ≤

≤ 2 · 2−4−2i + 1 · 2−4−2i+1

< 2−3−2
i

+ 2−4−2
i

.

â) Îêîí÷àòåëüíî, óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç âûêëàäêè:

|1− ri+1A..4+2i+1| ≤
|ri+1A..4+2i+1 − r̃i+1A..4+2i |+ |1− r̃i+1A..4+2i | <

< 2−3−2
i

+ 2−4−2
i

+ 2−1−2
i

=
11

16
2−2

i

< 2−2
i−1/2.

Ñëåäñòâèå 1. |1− riA| < 2−2
i−1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

|1− riA| ≤ |1− riA..4+2i|+ ri |A− A..4+2i | < 2−2
i−1−1/2 + 2−3−2

i

< 2−2
i−1

.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ri åñòü ïðèáëèæåíèå ê R ñ òî÷íîñòüþ 21−2
i−1
.

1.1 Îöåíêà ñëîæíîñòè

Îïðåäåëèì ñïåöèàëüíóþ ôóíêöèþM(n), êîòîðàÿ, âî-ïåðâûõ, íå ìåíüøå
ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë, à âî-âòîðûõ äëÿ ëþáûõ x, y ∈
N ïðè x ≤ y âûïîëíåíî

M(x)/x ≤M(y)/y. (2)

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò ñóïåðëèíåéíîñòü: M(x + y) ≥ M(x) +
M(y). Èç ìåòîäàØ�åíõàãå�Øòðàññåíà ñëåäóåò, ÷òîM(n) = O(n log n log log n).

Òåîðåìà 1. Ñëîæíîñòü èíâåðòèðîâàíèÿ (ñ òî÷íîñòüþ 2−n) ñîñòàâëÿ-
åò I(n) = O(M(n)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî ÷èñëà ñ òî÷íîñòüþ 2−n äî-
ñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ri âïëîòü äî i = dlog2 ne+1. Âû÷èñëåíèå ri+1, îòòàë-
êèâàÿñü îò ri, ìîæíî âûïîëíèòü çà 2 óìíîæåíèÿ (5+2i)-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë
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è îäíîãî âû÷èòàíèÿ ñî ñëîæíîñòüþ 2M(5 + 2i) + O(2i). Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäíåãî ri áóäåò çàòðà÷åíî

dlog2 ne+1∑
i=0

(2M(5 + 2i) +O(2i)) ≤

≤ 2M
(
2dlog2 ne+2 + 5 log2 n+ 10

)
+O(n) = O(M(n))

îïåðàöèé. Ïîñëåäíèé ïåðåõîä ñïðàâåäëèâ â ñèëó M(cn) = O(M(n)), ãäå
c � êîíñòàíòà.

Òàêèì îáðàçîì, ôàêòè÷åñêè ñëîæíîñòü èíâåðòèðîâàíèÿ è, êàê ñëåä-
ñòâèå, äåëåíèÿ, ïî ïîðÿäêó íå âûøå ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ.

Óêàçàííûé ìåòîä èíâåðòèðîâàíèÿ áûë ïðåäëîæåí Ñ. Êóêîì îêîëî
1966 ã. Ïî ñóùåñòâó, ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ïåðåëîæåíèåì èçâåñòíîãî ìåòî-
äà Íüþòîíà�Ðàôñîíà íà äèñêðåòíûé ñëó÷àé: â ìåòîäå Íüþòîíà�Ðàôñî-
íà äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) = 0 ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàöèÿ xi+1 =

xi − f(xi)
f ′(xi)

. Â íàøåì ñëó÷àå f(x) = A− 1/x.

2 Àðèôìåòèêà ìíîãî÷ëåíîâ

Îò ÷èñåë ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ îñíîâíûõ îïåðàöèé ñ ìíîãî÷ëåíàìè. Áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì R ñ åäè-
íèöåé áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Ìíîãî÷ëåí êîäèðóåòñÿ íàáîðîì ñâîèõ êîýô-
ôèöèåíòîâ. Ïðè ðåàëèçàöèè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ ìíîãî÷ëåíàìè
ñëîæíîñòü áóäåì èçìåðÿòü ÷èñëîì àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé: ñëîæåíèé-
âû÷èòàíèé, óìíîæåíèé, äåëåíèé, óìíîæåíèé â êîëüöå R.

Î÷åâèäíî, ñëîæåíèå èëè âû÷èòàíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè, ìåíüøåé
n, èìååò ñëîæíîñòü n. Äëÿ óìíîæåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìîäèôè-
êàöèåé àëãîðèòìà Ø�åíõàãå�Øòðàññåíà, êîòîðûé â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíîâ
èìååò äàæå áîëåå ïðîñòîå ñòðîåíèå, ÷åì äëÿ ÷èñåë. Óìíîæåíèå âûïîë-
íÿåòñÿ â êîëüöå R[x]/(x2m +1), è òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ÄÏÔ. Ïðàâäà, ïðè-
õîäèòñÿ îòäåëüíî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé êîëüöà R õàðàêòåðèñòèêè 2, ò.ê.
ÄÏÔ ïîðÿäêà ñòåïåíè äâîéêè íå îïðåäåëåíî â êîëüöå R[x]/(x2m + 1). Â
ýòîì ñëó÷àå ïðåäëàãàåòñÿ óìíîæàòü â êîëüöàõ R[x]/(x2·3m + x3m + 1) è
èñïîëüçîâàòü ÄÏÔ ïîðÿäêà ñòåïåíè òðîéêè.

Ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ìåòîäîì Ø�åíõàãå�
Øòðàññåíà, êàê è â ñëó÷àå ÷èñåë, ñîñòàâëÿåò O(n log n log log n), ïðè ýòîì
äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ íåèçâåñòíû ìåòîäû ñ ëó÷øèì ïîðÿäêîì ñëîæíîñòè.
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Ðîëü òî÷íîñòè â çàäà÷å èíâåðòèðîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ èãðàåò ÷èñëî
èçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïóñòü çàäàí ìíîãî÷ëåí f(x), ìëàäøèé êî-
ýôôèöèåíò f(0) êîòîðîãî îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïóñòü rn(x)f(x) = 1 mod
xn, ò.å. rn(x) = f−1(x) mod xn. Òîãäà î÷åðåäíîå ïðèáëèæåíèå r2n(x) =
f−1(x) mod x2n ìîæåò áûòü íàéäåíî èç àíàëîãè÷íîãî (1) ñîîòíîøåíèÿ

r2n(x) = 2rn(x)− f(x)r2n(x). (3)

Ñëîæíîñòü I(n) íàõîæäåíèÿ ìëàäøèõ n êîýôôèöèåíòîâ îáðàòíîãî
ìíîãî÷ëåíà, òàêèì îáðàçîì, ñîñòàâëÿåò O(M(n)), ãäå M(n) � ôóíêöèÿ
ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n − 1, äîïîëíåííàÿ, êàê è
äëÿ ÷èñåë, óñëîâèåì M(x)/x ≤M(y)/y ïðè x ≤ y.

2.1 Äåëåíèå ñ îñòàòêîì.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî q(x) è îñòàòêà r(x) îò äåëåíèÿ
ìíîãî÷ëåíà a(x), deg a < 2n, íà ìíîãî÷ëåí b(x), deg b = n. Îïèñûâàåìûé
äàëåå ñïîñîá âû÷èñëåíèé áûë ïðåäëîæåí Ô. Øòðàññåíîì.

Ïðåäñòàâèì äåëèìûé ìíîãî÷ëåí â âèäå a(x) = h(x)xn + g(x), deg g <
n. Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî a(x) = q(x)b(x) + r(x) â âèäå

h(x)xn = q(x)b(x) + r′(x), (4)

ãäå r′(x) = r(x)− g(x).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå c̃(x) = xdeg cc

(
1
x

)
, êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî êîýôôè-

öèåíòû ìíîãî÷ëåíà c̃ ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà c, ïåðåïè-
ñàííûìè â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

Ïîäñòàâèì â (4) 1/x âìåñòî x è óìíîæèì íà xdeg h+n:

xdeg h+nh

(
1

x

)
x−n = xdeg h+nq

(
1

x

)
b

(
1

x

)
+ xdeg h+nr′

(
1

x

)
,

îòêóäà, çàìå÷àÿ, ÷òî deg h = deg q, ïîëó÷àåì

h̃(x) = q̃(x)̃b(x) + r̃′(x)xn+deg h−deg r′ ,

è äàëåå, äîìíîæåíèåì íà xn−1−deg h:(
h̃(x)xn−1−deg h

)
=
(
q̃(x)xn−1−deg h) b̃(x) + (r̃′(x)xn−1−deg r′

)
xn.
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Ìíîãî÷ëåíû â ñêîáêàõ îáîçíà÷èì ÷åðåç ĥ(x), q̂(x), r̂(x) ñîîòâåòñòâåííî.
Î÷åâèäíî, ñòåïåíè âñåõ òðåõ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíû n− 1. Ïðèõîäèì ê
ðàâåíñòâó

ĥ(x) = q̂(x)̃b(x) + r̂(x)xn, (5)

êîòîðîå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

Íàéäåì ìíîãî÷ëåí i(x) =
(
b̃(x)

)−1
mod xn. Èç (5) ñëåäóåò, ÷òî q̂(x) =

i(x)ĥ(x) mod xn, ò.å. ÷àñòíîå q(x) îïðåäåëÿåòñÿ èç ïðîèçâåäåíèÿ i(x)ĥ(x).
Íàêîíåö, îñòàòîê íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå r(x) = (q(x)b(x) − a(x)) mod
xn. Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü D(n) ðàññìîòðåííîãî àëãîðèòìà ìîæíî
îöåíèòü êàê I(n) + 2M(n) +O(n).

Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû

1. Îáîñíîâàòü ñîîòíîøåíèå M(cn) = O(M(n)), êîòîðîå èñïîëüçîâàëîñü
ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.
2. Îòòàëêèâàÿñü îò ìåòîäà Íüþòîíà�Ðàôñîíà, ïîñòðîèòü àëãîðèòì ïðè-
áëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ, ñëîæíîñòü êîòîðîãî ïî ïî-
ðÿäêó ðàâíà M(n).
3. Äîêàçàòü ôîðìóëó (3).
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