
Òåìà 7. ÍÎÄ ìíîãî÷ëåíîâ

Ñ. Á. Ãàøêîâ, È. Ñ. Ñåðãååâ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññè÷åñêèé áèíàðíûé è ïðàâîñòîðîííÿÿ âåñðèÿ
àñèìïòîòè÷åñêè áûñòðîãî àëãîðèòìà ÍÎÄ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì
F . Ïåðâûé èìååò ñëîæíîñòü O(n2), à âòîðîé O(M(n) log n). Ýòè îöåíêè
âåðíû äëÿ ñõåì èëè íåâåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì íàä àðèôìåòè÷åñêèì áàçè-
ñîì, îäíàêî ïðîùå äîêàçûâàþòñÿ äëÿ âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì. Ìîæíî ïðî-
âåðèòü, ÷òî èçâåñòíûé àëãîðèòì Åâêëèäà èìååò ñëîæíîñòü O(nM(n)).

1 Áèíàðíûé àëãîðèòì

Áèíàðíûé àëãîðèòì ÍÎÄ áûë ïðåäëîæåí Øòåéíîì â 1961 ã.

Áèíàðíûé àëãîðèòì ÍÎÄ ìíîãî÷ëåíîâ.

Âõîä: ìíîãî÷ëåíû a, b ∈ F [x].

1. Åñëè deg a < deg b, òî ÍÎÄ (a, b) = ÍÎÄ (b, a).

2. Åñëè b = 0, òî ÍÎÄ (a, b) = a.

Ïóñòü a0 = a mod x, b0 = b mod x.

3. Åñëè a0 = b0 = 0, òî ÍÎÄ (a, b) = xÍÎÄ (a/x, b/x);

èíà÷å, åñëè a0 = 0, b0 6= 0, òî ÍÎÄ (a, b) = ÍÎÄ (a/x, b);

èíà÷å, åñëè b0 = 0, a0 6= 0, òî ÍÎÄ (a, b) = ÍÎÄ (a, b/x);

èíà÷å, ÍÎÄ (a, b) = ÍÎÄ ((a− a0b−10 b)/x, b).

Ïî ïîñòðîåíèþ, ïðè êàæäîé èòåðàöèè øàãà 3 ñóììàðíàÿ ñòåïåíü ìíî-
ãî÷ëåíîâ a è b óìåíüøàåòñÿ, åñëè òîëüêî îíà íå ðàâíà íóëþ (â ýòîì
ñëó÷àå àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî, åñëè deg a, deg b < n, òî âñåãî âûïîëíÿåòñÿ íå áîëåå 2n − 1
èòåðàöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ñëîæíîñòü O(n).

Îïèñàííûé áèíàðíûé àëãîðèòì ðàáîòàåò ¾ñïðàâà íàëåâî¿ � îò ìëàä-
øèõ ðàçðÿäîâ ê ñòàðøèì. Ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ïîñòðîåí
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ëåâîñòîðîííèé áèíàðíûé àëãîðèòì. Èç ëåâîñòîðîííèõ àëãîðèòìîâ ÍÎÄ
áîëåå èçâåñòåí àëãîðèòì Åâêëèäà, îñíîâàííûé íà îïåðàöèè äåëåíèÿ ñ
îñòàòêîì. Â 1971 ã. Ø�åíõàãå ïîñòðîèë àñèìïòîòè÷åñêè áûñòðûé àëãî-
ðèòì ÍÎÄ (äëÿ ÷èñåë), îñíîâûâàÿñü íà àëãîðèòìå Åâêëèäà è èñïîëüçóÿ
èäåè Ëåõìåðà è Êíóòà. Äàëåå áóäåò îïèñàíà ïðàâîñòîðîííÿÿ âåðñèÿ ýòî-
ãî àëãîðèòìà.

2 Ïðàâîñòîðîííåå äåëåíèå ñ îñòàòêîì

×åðåç ν(a) áóäåì îáîçíà÷àòü íîìåð ñàìîãî ìëàäøåãî íåíóëåâîãî êîýô-
ôèöèåíòà ìíîãî÷ëåíà a ñ ñîãëàøåíèåì ν(0) = +∞ (íóìåðàöèÿ ñ íóëÿ).

Ïðàâîñòîðîííèå ÷àñòíîå q(x) è îñòàòîê r(x) îò äåëåíèÿ a(x) íà b(x) 6≡
0 îïðåäåëÿþòñÿ êàê åäèíñòâåííàÿ ïàðà ìíîãî÷ëåíîâ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñîîòíîøåíèÿì:

r(x) = a(x) + q(x)b(x)xν(a)−ν(b), ν(r) > ν(b), (1){
q = 0, ν(a) > ν(b),

deg q ≤ ν(b)− ν(a), èíà÷å
.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå (q, r) = ÏÄ (a, b).

Ëåììà 1. Îïåðàöèÿ ÏÄ (a, b) îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå ν(a) > ν(b) óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Èíà÷å, èç
(1) ñëåäóåò

a(x)

xν(a)
+ q(x)

b(x)

xν(b)
= 0 mod xν(b)−ν(a)+1.

Òîãäà åñëè îáîçíà÷èòü a′ = a/xν(a) è b′ = b/xν(b), òî ìíîãî÷ëåí q îïðåäå-
ëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî êàê

q = −a′/b′ mod xν(b)−ν(a)+1. (2)

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðàâîñòîðîííåãî äåëåíèÿ ìîæåò áûòü ìîäèôèöèðî-
âàí àëãîðèòì Øòðàññåíà äëÿ îáû÷íîãî äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì:

Ïðàâîñòîðîííåå äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ.

Âõîä: ìíîãî÷ëåíû a è b 6≡ 0 èç F [x].

1. Åñëè ν(a) > ν(b), òî ÏÄ (a, b) = (0, a).

2. Èíà÷å, âû÷èñëèòü B = b/xν(b) è c = B−1 mod xν(b)−ν(a)+1.
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3. Âû÷èñëèòü q = −ac mod xν(b)−ν(a)+1 è r = a+qB. Ïîëîæèòü ÏÄ (a, b) =
(q, r).

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà åñòü O(M(n)).

Ëåììà 2. ÍÎÄ (a, b) = x−tÍÎÄ (b, r), ãäå t = max{ν(b)− ν(a), 0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ν(a) > ν(b), òî t = 0 è r = a. Â ýòîì ñëó÷àå
óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî. Èíà÷å, ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

ÍÎÄ (a, b) = xν(a)ÍÎÄ

(
a

xν(a)
,
b

xν(b)

)
(∗)
= xν(a)ÍÎÄ

(
r

xν(a)
,
b

xν(b)

)
=

= xν(a)ÍÎÄ

(
r

xν(b)
,
b

xν(b)

)
= xν(a)−ν(b)ÍÎÄ (b, r) = x−tÍÎÄ (b, r),

ãäå ðàâåíñòâî (∗) âåðíî â ñèëó

a(x)

xν(a)
+ q(x)

b(x)

xν(b)
=
r(x)

xν(a)
.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ðåçóëüòàò ïðàâîñòîðîííåãî äåëåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ïðàâûõ ÷àñòåé

äåëèìîãî è äåëèòåëÿ � èìååò ìåñòî ñâîéñòâî, àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâó Ëåõ-
ìåðà äëÿ îáû÷íîãî äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì.

Ëåììà 3. Ïóñòü ν(a) ≤ ν(b), b′ ≡ b mod xl, l ≥ 2ν(b) − ν(a) + 1, a′ ≡
a mod xl−(ν(b)−ν(a)). Îáîçíà÷èì (q, r) = ÏÄ (a, b) è (q′, r′) = ÏÄ (a′, b′).
Òîãäà q = q′ è r ≡ r′ mod xl−(ν(b)−ν(a)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû âûòåêàåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî
ñîãëàñíî (2) ÷àñòíîå q çàâèñèò òîëüêî îò 2ν(b)− ν(a) + 1 ìëàäøèõ êîýô-
ôèöèåíòîâ b(x) è îò ν(b) + 1 ìëàäøèõ êîýôôèöèåíòîâ a(x). Ñðàâíåíèå
r ≡ r′ çàòåì ñëåäóåò èç (1).

Îáîçíà÷èì r0 = a, r1 = b è äàëåå (qi−1, ri) = ÏÄ (ri−2, ri−1). Òàêæå
îáîçíà÷èì νi = ν(ri)− ν(ri−1).

Ëåììà 4. Åñëè ri 6= 0, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:(
ri
ri+1

)
= xν(a)−ν(ri)

(
0 xνi

xνi qi

)
· . . . ·

(
0 xν1

xν1 q1

)(
r0
r1

)
.

Êðîìå òîãî, ÍÎÄ (ri, ri+1) = xν(ri)−ν(a)ÍÎÄ (a, b).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè. Ïóñòü (q, r) =
ÏÄ (a, b). Òîãäà â ñèëó (1)(

b
r

)
= xν(a)−ν(b)

(
0 xν(b)−ν(a)

xν(b)−ν(a) q

)(
a
b

)
.

Äîêàæåì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä:(
ri
ri+1

)
= x−νi

(
0 xνi

xνi qi

)(
ri−1
ri

)
=

= x(ν(a)−ν(ri−1))−(ν(ri)−ν(ri−1))

(
0 xνi

xνi qi

)
· . . . ·

(
0 xν1

xν1 q1

)(
r0
r1

)
.

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå äëÿ ÍÎÄ. Îñíîâàíèåì èí-
äóêöèè ÿâëÿåòñÿ ëåììà 2. Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä:

ÍÎÄ (ri, ri+1) = xνiÍÎÄ (ri−1, ri) = x(ν(ri)−ν(ri−1)+(ν(ri−1)−ν(a))ÍÎÄ (a, b).

Ëåììà äîêàçàíà.
Äëÿ ìàòðèöû ïåðåõîäà ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Mi =

(
0 xνi

xνi qi

)
· . . . ·

(
0 xν1

xν1 q1

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòàìè ìàòðèöû Mi ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå
âûøå ν(ri)− ν(a).

Èç äîêàçàííûõ ëåìì ñëåäóåò

Ëåììà 5. Ïóñòü ν(a) ≤ ν(b) è ν(a′) ≤ ν(b′). Îáîçíà÷èì ÷åðåç {ri}, {qi}
è {r′i}, {q′i} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðàâîñòîðîííèõ ÷àñòíûõ è îñòàòêîâ

îò äåëåíèÿ a íà b è a′ íà b′ ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü a ≡ a′ mod xl, b ≡
b′ mod xl, ãäå l ≥ 2ν(rj) + 1. Òîãäà äëÿ âñåõ i ≤ j âûïîëíåíî qi = q′i (êàê
ñëåäñòâèå, ñîâïàäàþò è ìàòðèöû ïåðåõîäà) è ri+1 ≡ r′i+1 mod xl−ν(ri).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè j = 1, òî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 3, ïî-
ñêîëüêó 2ν(r1) + 1 ≥ 2ν(r1)− ν(r0) + 1.

Äîêàæåì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä îò j ê j+1. Â ñèëó l ≥ 2ν(rj+1)+1 >
2ν(rj)+1 ïî ïðåäïîëîæåíèþ èìååì qi = q′i, à òàêæå ri+1 ≡ r′i+1 mod xl−ν(ri)

äëÿ âñåõ i ≤ j. Â ÷àñòíîñòè,

rj+1 ≡ r′j+1 mod xl−ν(rj), rj ≡ r′j mod xl−ν(rj).

Ïîñêîëüêó l− ν(rj) ≥ 2ν(rj+1)− ν(rj) + 1, òî ïî ëåììå 3 çàêëþ÷àåì, ÷òî
qj+1 = q′j+1 è

rj+2 ≡ r′j+2 mod x(l−ν(rj))−(ν(rj+1)−ν(rj)),

÷òî è òðåáîâàëîñü.
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3 Áûñòðûé àëãîðèòì äëÿ ôóíêöèè ÏÍÎÄ

Ïðàâîñòîðîííèé âàðèàíò áûñòðîãî àëãîðèòìà ÍÎÄ Êíóòà�Ø�åíõàãå îñ-
íîâàí íà ëåììå 5. Ââåäåì ôóíêöèþ ÏÍÎÄ n(a, b) = (rj, rj+1,Mj), ãäå
j = min{i ≥ 0 | ν(ri+1) ≥ n/2 }, à Mj � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ïåðå-
õîäà: (

rj
rj+1

)
= xν(a)−ν(rj)Mj

(
a
b

)
.

Áûñòðûé àëãîðèòì äëÿ ôóíêöèè ÏÍÎÄ îñíîâàí íà ïðèíöèïå ¾äåëå-
íèÿ ïîïîëàì¿.

Áûñòðûé àëãîðèòì äëÿ ôóíêöèè ÏÍÎÄ .

Âõîä: ìíîãî÷ëåíû a 6≡ 0 è b èç F [x] ñòåïåíè íå âûøå n− 1, ν(a) ≤ ν(b).

1. Åñëè ν(b) ≥ n/2, òî ÏÍÎÄ n(a, b) = (a, b, E), ãäå E � åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà.

Èíà÷å:

2. Ïóñòü k = dn/2e, a0 = a mod xk è b0 = b mod xk. Âû÷èñëèòü (c0, d0,M
′) =

ÏÍÎÄ k(a0, b0).

Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå ôóíêöèè ÏÍÎÄ ïðàâîìåðíî, ò.ê. a0 6≡ 0
â ñèëó ν(a) ≤ ν(b) < n/2.

3. Âû÷èñëèòü(
rj′
rj′+1

)
= xν(a0)−ν(c0)M ′

(
a− a0
b− b0

)
+

(
c0
d0

)
= xν(a)−ν(rj′ )M ′

(
a
b

)
.

Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü ôîðìóëû. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

à) Åñëè ν(b0) ≥ k/2, òî M ′ = E, a0 = c0, b0 = d0, ñëåäîâàòåëüíî,
rj′ = a è rj′+1 = b.

á) Èíà÷å ν(rj′) = ν(c0) < k/2. Ïîýòîìó k ≥ 2ν(rj′)+1. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñîãëàñíî ëåììå 5, ïðàâîñòîðîííèå ÷àñòíûå q1, . . . , qj′ îäèíàêîâû
äëÿ (a, b) è (a0, b0) è, çíà÷èò, ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû
ïåðåõîäà. Êðîìå òîãî îñòàòêè ri ïðè i ≤ j′+1 ñîâïàäàþò ïî ìîäóëþ
xk−ν(rj′ ) ñ îñòàòêàìè èç ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ
(a0, b0). Â ÷àñòíîñòè, c0 ≡ rj′ mod xν(rj′ )+1, ïîýòîìó ν(c0) = ν(rj′).
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Îêîí÷àòåëüíî èìååì:(
rj′
rj′+1

)
= xν(a)−ν(rj′ )M ′

(
a
b

)
= xν(a0)−ν(c0)M ′

(
a
b

)
=

= xν(a0)−ν(c0)
(
M ′

(
a− a0
b− b0

)
+M ′

(
a0
b0

))
.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ν(rj′+1) ≥ l = dk/2e.

4. Åñëè ν(rj′+1) ≥ n/2, òî ÏÍÎÄ n(a, b) = (rj′ , rj′+1,M
′).

Èíà÷å:

5. Åñëè ν(rj′) ≥ l, òî ïîëîæèòü (a′, b′) = (rj′ , rj′+1) è Q = E. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå âû÷èñëèòü (qj′+1, rj′+2) = ÏÄ (rj′ , rj′+1) è ïîëîæèòü

(a′, b′) = (rj′+1, rj′+2), à Q =

(
0 xνj′+1

xνj′+1 qj′+1

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ν(a′), ν(b′) ≥ l, íî ν(a′) < n/2 â ñèëó 4.

6. Ïóñòü a1 = x−la′ mod x2(k−l) è b1 = x−lb′ mod x2(k−l). Âû÷èñëèòü
(c1, d1,M

′′) = ÏÍÎÄ 2(k−l)(a1, b1).

Âû÷èñëåíèå ÏÍÎÄ êîððåêòíî, ò.ê. a1 6≡ 0 â ñèëó ν(a1) < n/2− l <
2(k − l).

7. Âû÷èñëèòü(
rj
rj+1

)
= xν(a1)−ν(c1)M ′′

(
a′ − a1xl
b′ − b1xl

)
+ xl

(
c1
d1

)
.

Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü ôîðìóëû. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

à) Åñëè ν(b1) ≥ k − l (ýòî çíà÷èò, ÷òî ν(b′) ≥ n/2), òî M ′′ = E,
c1 = a1, d1 = b1, ñëåäîâàòåëüíî, rj = a′ è rj+1 = b′.

á) Èíà÷å ν(b1) < k−l. Ñëåäîâàòåëüíî ν(c1) < k−l, ïîýòîìó 2(k−l) ≥
2ν(c1) + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 5, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðàâîñòîðîííèõ îñòàòêîâ âïëîòü äî d1 ñîâïàäàåò äëÿ (x−la′, x−lb′) è
(a1, b1) ïî ìîäóëþ x2(k−l)−ν(c1), ÷òî âëå÷åò ñîâïàäåíèå è ïî ìîäóëþ
xk−l+1. Ñîâïàäàþò è ïðàâîñòîðîííèå ÷àñòíûå, çíà÷èò, è ìàòðèöû
ïåðåõîäà. Ïîýòîìó èìååì ν(c1) = ν(rj) + l è äàëåå(

rj
rj+1

)
= xν(a

′)−ν(rj)M ′′
(
a′

b′

)
= xν(a1)−ν(c1)M ′′

(
a′

b′

)
=

= xν(a1)−ν(c1)
(
M ′′

(
a′ − xla1
b′ − xlb1

)
+ xlM ′′

(
a1
b1

))
.
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8. ÏÍÎÄ n(a, b) = (rj, rj+1,Mj), ãäå Mj =M ′′QM ′.

Äåéñòâèòåëüíî, ν(rj+1) ≥ min{ν(d1), k− l+ 1}+ l ≥ k− l+ l ≥ n/2,
à ν(rj) = ν(c1) + l < k − l + l = k, ïîýòîìó ν(rj) < n/2.

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå ÏÍÎÄ n ñâåäåíî ê äâóì îïåðàöèÿì ÏÍÎÄ n/2,
îïåðàöèè ïðàâîñòîðîííåãî äåëåíèÿ, à òàêæå íåñêîëüêèì óìíîæåíèÿì,
ñðàâíåíèÿì, âû÷èñëåíèÿì ôóíêöèè ν, ïðèâåäåíèÿì ïî ìîäóëþ îäíî÷ëå-
íà, îòêóäà âûòåêàåò ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå:

L(ÏÍÎÄ n) ≤ 2L(ÏÍÎÄ dn/2e) +O(M(n) + I(n) + n),

èç êîòîðîãî ñëåäóåò îöåíêà ñëîæíîñòè

L(ÏÍÎÄ n) = O(M(n) log n).

4 Áûñòðûé àëãîðèòì äëÿ ÍÎÄ

Èñïîëüçóÿ ñõåìó äëÿ ÏÍÎÄ , íåñëîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó äëÿ ÍÎÄ . Ðàñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Áûñòðûé àëãîðèòì äëÿ ÍÎÄ ìíîãî÷ëåíîâ.

Âõîä: ìíîãî÷ëåíû a 6≡ 0 è b èç F [x] ñòåïåíè íå âûøå n− 1.

1. Åñëè ν(a) > ν(b), òî ÍÎÄ (a, b) = ÍÎÄ (b, a).

2. Âû÷èñëèòü (a′, b′,M ′) = ÏÍÎÄ n(a, b).

3. Åñëè b′ = 0, òî ÍÎÄ (a, b) = xν(a)−ν(a
′)a′.

4. Âû÷èñëèòü (q, r) = ÏÄ (a′, b′). Ïóñòü a′′ = x−dn/2eb′, b′′ = x−dn/2er.

5. ÍÎÄ (a, b) = xν(a)−ν(a
′′)ÍÎÄ (a′′, b′′).

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç G(n) ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ ìíîãî÷ëå-
íîâ ñòåïåíè < n, òî ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå:

G(n) ≤ G(n/2) + L(ÏÍÎÄ n) +O(M(n)),

èç êîòîðîãî ñëåäóåò G(n) = O(M(n) log n).
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